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1. Данное сообщение относится к вопросу об 
аналитическом продолжении голоморфных функ­
ций нескольких комплексных переменных средст­
вами функций одной комплексной переменной. 
В основе такого подхода лежит лемма (главная те­
орема) Гартогса: если функция / голоморфна в 
области Ûx = [(z, w): z G D, \ w\ < x ] при % = r, z = 
= (z\,..., zn) G C", w e C,u для любого z e D c C 
no w голоморфно продолжается в круг \w\<R, 
R> г, то f голоморфно продолжается из Ure UR 
(î = R). Поэтому представляет интерес дальнейшее 
развитие этой леммы. Первый шаг в этом направ­
лении сделал сам автор леммы в связи с аналитиче­
ским продолжением функций с помощью степен­
ных рядов в форме описания области сходимости 
так называемых рядов Гартогса. Полное решение 
последней задачи и некоторое ее развитие даны в 
более поздних работах [1-3]. Некоторые непосред­
ственные обобщения леммы содержатся в моногра­
фии [4]. Значительное развитие она получила в 
работах по предложению сепаратно аналитических 
функций [5-7], а также в работах, посвященных 
продолжению функций с особенностями, список 
которых имеется в [8]. Продолжение функций с 
особенностями представляет собой своеобраз­
ный синтез фактов, развивающих лемму и теоре­
му Гартогса об аналитичности множества особен­
ностей. 

В данной работе рассматривается более общая 
ситуация последней задачи, когда голоморфная в 
Ur функция/для каждой z G D ПО W допускает го­
ломорфное продолжение из \w\ < г в C|FZ-допол­
нении замкнутого и нигде не плотного множества 
Fz до С (теорема 1). Ранее в [8] и работах, приве­
денных в ней, рассматривались случаи, когда Fz 
полярны или дискретны. Методику этих работ 
трудно приспосабливать к рассматриваемому 
случаю. Наше доказательство основано на других 
фактах, хотя и известных. Теорема 2 несколько 
усиливает известный результат М.В. Казаряна, 
когда множество Fz состоит из не более одной 
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точки. Дается применение теорем 1, 2 к анали­
тическому продолжению рядов Гартогса (тео­
ремы 4, 5), которое раньше, насколько известно, 
нигде не отмечалось. Заметим, что, основываясь 
только на рядах Гартогса, как это имеет место в 
лемме Гартогса, получить теоремы 4, 5 не удает­
ся. Теоремы 3 несколько уточняет соответствую­
щую теорему из [8], когда D = С". 

2. Пусть Fz, ze D,- нигде не плотное замкну­
тое множество, которое может быть пустым для 
некоторых z из полярного подмножества области 
D. Через Р обозначим объединение проекций Fz 

на плоскости w (z = 0), Р - замыкание P,L- связ­
ная компонента дополнения С|Р, содержащая 
точку w = 0. 

Т е о р е м а 1. Пусть / голоморфна в Uru для 
Vz e D по w голоморфно продолжается в об­
ласть (связная) C|FZ, причем все точки Fz явля­
ются особыми для/по w. Если область L не раз­
режена (в смысле теории потенциала) в каждой 
точке из Р, то С| Р связно и/голоморфно про­
должается из Ur в область D х {С|Р }, причем 
все точки изйх Р являются особыми (неустра­
нимыми) для/. 

Идея д о к а з а т е л ь с т в а такова. Сначала 
устанавливается, что все точки из D x dL, BL - гра­
ница L, являются особыми для/по совокупности 
переменных. Это достигается с помощью леммы 
Гартогса и сильной теоремы "о диске" (см., на­
пример, [9, с. 178]). Опираясь на это, можно дока­
зать существование хотя бы одной такой точки 
со e D, что все точки dL будут особыми для/(со, w) 
по w. Отсюда сразу следует связность С | Р и спра­
ведливость теоремы 1. 

З а м е ч а н и е . По ходу доказательства теоре­
мы 1 устанавливается, что FZ=P для всех z e D за 
возможным исключением z из полярного множе­
ства Е с D. При этом F, с Fz для любых t е Е И 
ze D\E. Фактически же Е будет плюриполярным, 
если воспользоваться положительным решением 
второй проблемы Лелона. 
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Из теоремы 1 и предыдущего замечания выте­
кает 

С л е д с т в и е . Если в условиях теоремы 1 
множество Fz для Vz G D состоит из одной точ­
ки A(z), аргумент которой не зависит от z, то 
A(z) = const, т.е. f голоморфно продолжается из 
Ure {D х C}|S, S - аналцтическая плоскость w = 
= с = const. При этом особенности f no w нахо­
дятся в точке w = c для Vz e D. 

В дальнейшем H(D) будет означать оболочку 
голоморфности D, [(z, w): w = F(z), z e ö ] - график 
функции F. 

Т е о р е м а 2. Пусть f голоморфна в Uru для 
Vz из неплюриполярного подмножества области 
Dnow голоморфно продолжается на всю С, кро­
ме одной точки (зависящей от z). 

Тогда f голоморфно продолжается из Ur в 
{H(D) х С}|5, S - график функции F, мероморф­
ной в H(D),\F\> г. 

Наметим д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях те­
оремы 2/голоморфно продолжается в (D х С} \S, 
S - график мероморфной функции FBD (резуль­
тат М.В. Казаряна). Дальше нужно показать, что 
оболочка голоморфности {D x С}|5 есть [H(D) x 
х С}|5. Это достигается использованием резуль­
татов работ [5, 6], а также сильной теоремы "о 
диске" и теоремы Лиувилля для субгармоничес­
ких функций [10]. Того же можно достигнуть ис­
пользованием работы [11]. (Это замечание вы­
сказал Е.М. Чирка, ознакомившись с результата­
ми данной работы.) 

Следующая теорема несколько уточняет ос­
новной результат из [8]. 

Т е о р е м а 3. Пусть f голоморфна в Uru для 
Vz из неплюриполярного подмножества D = С" 
по w голоморфно продолжается в С \FZ, Fz полярно. 

Тогда f голоморфно продолжается в С" х 
х [С \F], где F-не зависящее от z замкнутое и по­
лярное подмножество С. 

Действительно, известно [8], что/голоморф­
но продолжается в область голоморфности вида 
G = [ О x C]|S, S плюриполярно в С " + 1. Так как 
Ur с G, то из теоремы Лиувилля для областей го­
ломорфности [12] следует, что G = СхВ,В - об­
ласть в С и C|ß замкнуто и полярно в С, т.е. В = 
= C|F, F замкнуто и полярно. Таким образом, в 
данном случае, S = С" x F, ч.т.д. 

3. В этом разделе даются некоторые примене­
ния теорем 1, 2 к аналитическому продолжению 
рядов Гартогса. На этом пути получаются анало­
ги некоторых известных теорем из соответствую­
щей теории степенных рядов. Введем обозначе­
ния: для функции s = s(z), \s(z)\ > г, z G D, через L 
обозначим связную компоненту дополнения за­
мыкания проекции Р графика s(z) на плоскости и>, 
содержащую точку w = 0; Iz означает луч, полу­

ченный из луча / t = [1, +°°) преобразованием w = 
= s(z)t, t - комплексное переменное, пр. Iz - проек­
ция Iz на w; замыкание объединения и пр. /г, z G D, 
обозначим через F. 

Т е о р е м а 4 (аналог теоремы Ло). Пусть 
функция 

f = 2<P*(z)w* (D 

голоморфна в Uru каждому z G D соответству­
ет такое число s = s(z), \s(z)\ ^ г, что компонен­
та L не разрежена во всех точках множества Р. 
Кроме того, пусть для Vz G D существует та­
кой номер N(z), что A(z, - ) = (p*(z) при k > N(z), где 

/С 

A(z, w)=Aï(z, w)expj —ln^(z) 

Ay(z, w) - голоморфна now в круге \w\ < N(z) 1 при 
каждом z e D. 

Тогда f голоморфно продолжается из Ure об­
ласть H(D) x [C|F]; L, P, F определены перед 
формулировкой теоремы. 

Использованием теоремы Ло [13] доказатель­
ство теоремы 4 легко сводится к теореме 1. 

Т е о р е м а 5 (аналог теоремы Ло-Фабера). 
Пусть сумма f ряда (1) голоморфна eUru каждо­
му z из неплюриполярного в D подмножества M 
соответствуют число s = s(z), \s(z)\ >r и функ­
ция A(z, w) = A](z, w)exp{-wln.s}, A^z, w) no w целая 
функция нулевой степени (минимального типа) 
такие, что <pk(z) = A(z, k),k = 1,2, ... 

Тогда f голоморфно продолжается из Ure об­
ласть {H(D) xC}\s,s- график функции F(z), ме­
роморфной (без точек неопределенности) в 
H(D), причем F(z) = s(z), z G M ; С -расширенная 
плоскость. 

Использованием теоремы Ло-Фабера [13] до­
казательство легко сводится к теореме 2 и завер­
шится применением леммы Гартогса. 

Справедлива также обратная к теореме 5 
Т е о р е м а 6 (аналогтеоремыВигерта-Фабе-

ра). Пусть сумма f ряда (1) голоморфно продол­
жается из Ur в область {D x С }|.у, s - график 
функции F(z), мероморфной в D, E - множество 
ее полюсов. 

Тогда существует единственная целая по w 
(для Vz G D\E) функция нулевой степени Ax(z, w) 
такая, что q>k(z) = A(z, k),k= 1,2,..., г G D\E, где 
A(z, w) = Ax(z, w)exp{-wln,s}, s = F(z). 
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Теорема 6 весьма легко следует из теоремы 
Вигерта-Фабера [13] и приведена здесь для пол­
ноты изложения. 

З а м е ч а н и е . Несколько пространная фор­
мулировка теорем 4, 5 связана с тем, что особен­
ности рассматриваемой функции по w зависят от 
z и поэтому их нельзя нормировать, как это дела­
ется в случае степенного ряда одного комплекс­
ного переменного. 
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