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В настоящей работе проводится анализ методов описания диффузионного переноса масс компонен­
тов в химически реагирующих газовых средах и плазме, представляющих интерес при изучении 
процессов горения и диффузии в пламенах, при исследовании газодинамических течений, разрабо­
тке экологически безвредных производств и пр., а также играющих важную роль в фундаменталь­
ных исследованиях. 
Рассматриваются различные представления уравнений переноса и коэффициентов в них, полученных 
на основе выводов кинетической теории. 
Обсуждается ряд факторов, влияющих на точность вычисления диффузионных свойств. 
Проводятся оценки различным упрощенным и приближенным вычислениям коэффициентов диффузии и 
предлагаются новые упрощенные спосбы вычисления коэффициентов диффузии в многокомпонентных 
газовых смесях. 

MASS DIFFUSION MODELS IN MULTICOMPONENT GAS MIXURES 

LA. Sokolova 

Institute for matematical modelling, Moscow 

The theoretical investigations of the transport diffusion properties of gas-plasma mixures 
are analyzed to provide data for many practical application that needed for gasdynamic dici-
sions, as well as in the development of environmently harmless thechnologies, the combustion 
and flame diffusion study, and potential functions determination from emperical transport 
properties. 
The transport eqiuations based on the kinetic theory and expressions for diffusion coeffic­
ients are investigated. The validity of some theoretical approaches and errors of simplify­
ing are assessed. The renewed semiemperical formulae for diffusion coefficients in 
multicomponent gas mixtures which are verified by rigorous calculations are derived. 

Введение 
Знание свойств диффузии в многокомпонентных средах важно при исследо­

вании газодинамических течений [1], при изучении процессов, протекающих в 
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теплоэнергетических системах, химических реакторах, каналах, соплах, каме­
рах сгорания. Учет диффузионного переноса масс необходим при разработке 
эффективных химических технологий, создании экологически безвредных произ­
водств [2,3], выяснении роли различных технологических факторов при проек­
тировании промышленных установок. Корректное описание диффузии является 
также принципиальным для извлечения информации о межмолекулярном взаимо­
действии частиц по данным экспериментов, в частности по данным диффузии в 
пламени газовых горелок [4,5], и др. 

Отсутсвие во многих практически интересных случаях данных эксперимен­
тов по коэффициентам диффузии в смесях газов приводит к необходимости раз­
вития математических подходов описания молекулярных свойств. Строгие рас­
четы диффузионного переноса масс в многокомпонентных смесях оказываются 
трудоемкими как из-за достаточно большого числа дополнительных уравнений 
(уравнений переноса масс, число которых соответствует числу компонентов в 
смеси), так и сложности вычисления самих коэффициентов многокомпонентной 
диффузии, которые даже в первом приближении кинетической теории представ­
ляют собой отношения определителей матриц порядка числа компонентов смеси 
[6,7]. Обычно при моделировании диффузионных процессов в реальных системах 
такой подход напрямую не используется. 

Используемые на практике приближения при решении прикладных задач, 
т акие как приближение малой примеси, в частности при описании диффузи­
онного расплывания облаков газа в атмосфере [8], метод бинарной диффузии 
[9], введение "эффективного" коэффициента диффузии и др., позволяют опи­
сывать, в принципе, качественную картину течения, однако, вследствие этих 
упрощений теряется возможность детального анализа влияния различных фи­
зико-химических процессов на конечный результат. Тем не менее такие под­
ходы оправдываются тем, что надежной информации по коэффициентам диффузии 
и потенциалам взаимодействия частиц часто не достает, и тем, что моле-
кулярно-кинетическая теория сложна и требует больших вычислительных за­
трат. 

Другим важаным фактором в исследовании свойств молекулярной диффузии 
является включение коэффициентов диффузии в совместную обработку свойств в 
процедуре восстановления потенциала [11-12]. Потенциал взаимодействия час­
тиц является фундаментальной характеристикой межмолекулярных сил, электро­
статических, индукционных, обменных, дисперсионных[13]. Потенциал как фун­
кция межмолекулярного расстояния и углов ориентации двух сталкивающихся 
молекул является основой для исследовния свойств веществ в различных сос­
тояниях. База данных по потенциалам взаимодействия компонентов заложена в 
основу численных расчетов кинетических, термодинамических, транспортных 
свойств смесей, радиационных свойств, вириальных коэффициентов, свойств 
кристаллических структур и др. 

В свою очередь, для получения информации для построения потенциальной 
функции взаимодействия частиц привлекаются разнородные свойства веществ. 

Проблема изучения потенциалов межмолекулярного взаимодействия экспе­
риментальными методами не решается. Энергия взаимодействия восстанавливае­
тся в ходе решения обратной задачи: от интегральных характеристик, являю­
щихся функциями потенциала - к модели потенциала. Обратная процедура вос­
становления потенциала приводит к потери информации на микроскопическом 
уровне описания: вклад различных составляющих в энергию взаимодействия не 
..мекватен при описании различных свойств. Это проявляется, например, при 
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изучении данных по вязкости и вторым вириальным коэффицинтам азота и угле» 
кислого газа на основе единого межмолекулярного представления: сферически-
симметричная часть потенциала дает удовлетворительное описание вязкости, 
но для описания вириальных коэффициентов требуется включение в потенциаль­
ную функцию анизотропных членов, связанных с проявлением квадрупольного 
взаимодействия. Данные рассеяния пучков высоких энергий позволяют получать 
информацию о потенциале в области короткодействующих сил отталкивания; 
данные рассеяния тепловых и холодных пучков дают сведения о потенциале в 
области ямы и области дальнодействующих сил; данные спектрального анализа, 
исследование свойств кристаллических структур, изучение свойств состояний 
твердых телдают сведения в области ямы потенциала. Данные рассеяния хо­
лодных пучков, данные по вириальным коэффициентам, данные подвижности ио­
нов в электрических полях и пр. проясняют свойства анизотропии вазимодейс-
твия. 

Таким образом, процедура восстановления потенциала по конкретному 
свойству всегда ограничена узким диапазоном применимости. Получение униве­
рсального потенциала, пригодного в широком диапазоне расстояний, является 
сложной многопараметрической задачей, связанной с включением в совместную 
обработку большего числа разнородных свойств веществ, в число которых 
включаются коэффициенты диффузии. 

I. УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИОННОГО ПЕРЕНОСА МАСС 
Из законов сохранения, следующих из термодинамики необратимых процес­

сов, для многокомпонентных смесей дополнительно к уравнению сохранения 
массы смеси в целом записываются уравнения сохранения массы каждого компо­
нента. Для N-компонентной смеси имеем [14-16] 

др 

dt 
-Vo/0(v+V/) + $t i = ! , . . , ,# , (xд) 

где /ог=д?гпг-, mi9 nh V b ft; — плотность, масса, числовая плотность, диффу­
зионная скорость, источниковыи член i-oro компонента, соответственно, р 
=пт - плотность смеси в целом, v - гидродинамическая скорость. Переходя к 

Pi массовым концентрациям компонентов ct= —p~, получаем 

р - ^ - = - pvVocr VoJ. + #. i = l,...,tf, (1,2) 

где Jt = /0/V,- диффузионный поток i-oro компонента, 

N N 
/>v = 2 Pvk , P = 2 ph , 

'&i — источниковыи член массы, р — плотности смеси в целом. 
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Для химически нереагирующей смеси третий член в правой части уравне­
ния (1.2) опускается. Замыкают уравнения (1.2) выражения для диффузионных 
потоков J,-. 

Полученные методами термодинамики необратимых процессов и методами 
кинетической теории выражения диффузионных потоков имеют одинаковый вид, и 
записываются следующим образом [17]: 

N m* 
Pi*t = "И/ 2 — *W£)d* ~ Dr.(|)VT, (1.3) 

* = l 

где d;- вектора диффузионных сил, Di4(£) - коэффициенты многокомпонентной 
диффузии, D7.(£) - коэффициенты термодиффузии, | - порядок разложения по 
полиномам Сонина в кинетической теории. 

Диффузионные потоки могут быть получены также из соотношений Стефана-
Максвелла (уравнений диффузионного переноса, записанных в виде разрешенном 
относительно векторов диффузионных сил d,) [14,15] 

d, = - J j A , / * , + xt 2 Ь„*к/тк - /cr^)VlnT, (1.4) 
* = i 

где Fj - массовая сила, действующая на i-ый компонент, Aik - коэффициенты 
диффузионного сопротивления многокомпонентной смеси, х , = Л ; / л — молярная 
концентрация i-oro компонента, л - числовая плотность смеси, кТ (£) - тер­
модиффузионные отношения, кР - бародиффузионные отношения, Р — давление 
газа, Т — температура. 

Выражения для векторов диффузионных сил dt следуют из термодинамики 
необратимых процессов и для разреженной N-компонентой смеси газов имеет 
вид 

N 
dk = Vx* + kpVlnp - jf (PFk - 2 Pt¥t) , k = l , . . . , t f - l . (1.5) 

/ = l 

Для неидеальных смесей газов выражения для векторов диффузионных сил 
dt имеет довольно сложный вид. В частностия, для модели твердых сфер выра­
жения для векторов диффузионных сил неидеальных смесей приводятся в [16]. 

Коэффициенты диффузионного сопротивления Aik в уравнениях (1.4), яв­
ляющиеся аналогом коэффициентам многокомпонентной диффузии в уравнениях 
диффузионного переноса масс в традиционном представлении (1.3), выража­
ются в следующем виде 

nDik(l)fiK(4) 

ще Dilc(l) -коэффициенты диффузии бинарной смеси в первом приближениив раз-
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ложении по пролиномам Сонина, 

3 , 2жкТл/2 1 D<*(1> = теп (-^г) 
Q,*™ 

(1.7) 

<pik(t;) - поправки на высшие приближения разложений по полиномам Сонина 
кинетической теории. 

Для замыкания системы уравнений (1.3)-(1.5) к ней необходимо добавить 
соотношение 

N N N 
2 Jfc = 0 (поскольку 2 dk = 0 и 2 хк = * ) 

*= 1 *= 1 *= 1 

и уравнение состояния для смесей газов. 
Разрешая систему уравнений (1.4) относительно векторов диффузионных 

потоков, либо используя систему уравнений (1.3), дополненную соотношениями 
(1.4), и подставляя выражения для диффузионных потоков в систему уравнений 
(1.2), получим систему уравнений для определения концентраций компонентов 
химически реагирующей смеси. 

Для смеси, находящейся в неподвижном объеме, при постоянной темпера­
туре и постоянном давлении из уравнений (1.2) и (1.3) получим 

dci 

к = 1 

Г mk \ о 
- V o ( 2 ^DikVock) + wt/p, i = l , . . . , t f - l . (1.8) 

При отсутсвии химических реакций и при условии 

-JL п _ _ / 
т lK m 

Bik = ^ Ви = D, (1.9) 

система уравнений (1.8) преобразуется к обычно используемому на практике 
виду 

дс 
j = D.VofVoc*) , i = l , . . . , t f - l . (1.10) 

Условие (1.9) накладывает довольно жесткое ограничение на свойства 
диффузии смесей, - практически диффузионные свойства всех компонент пред­
полагаются одинаковыми . 

К несколько более физически реальному представлению рбощенного коэф­
фициента диффузии приводят соотношения Фика. В предположении, что градиент 
концентрации i-oro компонента пропорционален только диффузионному потоку 
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того же компонента, 
N 

V.x | S - J, Jf Z x ^ * , (1.И) 
Л = 1 

из уравнений (1.2) получаем 

дс} ~ = УойЛУоСь)* wt/p, i = l , . . . , t f - l , (1.12) 

где Dj. - обобщенный коэффициент диффузии, который записывается в виде 

D ' ' ° J , »,liw,.(«) • <113) 

В этом представлении обощенный коэффициент диффузии зависит от соста­
ва смеси и является обобщением закона Бланка. 

Однако, законы Фика (1.11) следуют из соотношений Стефана-Максвелла 
(1.4) при условия близости диффузионных коэффциентов, т.к. диффузионные 
потоки несобственных компонентов в уравнении (1.4) исчезают при условии 

т т 
тк

 lK ntj lJ l ' 

либо при условии малости самих диффузионных потоков как таковых. 

I I . МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ ДИФФУЗИИ 
МНОГОКОМПОНЕНТЫХ СМЕСЕЙ 

Для корректного решения уравнений диффузионного переноса масс, запи­
санных в форме (1.2), или упрощенной форме (1.8), необходимо проведение 
численных расчетов диффузионных коэффициентов конкретных газовых смесей и 
плазм. Теоретические основы вычисления молекулярных свойсв и газокинетиче­
ских коэффициентов заложены в кинетичнеской теории, разработанной для мно-
гкомпонентных смесей, в частности в [6,7,14] и др. Прямые численные мето­
ды расчета коэффициентов многокомпонентной диффузии методами кинетической 
теории, которая дает явные выражения для всех коэффициентов, входящих в 
уравнения переноса, сводятся по-существу к вычислению определителей матриц 
порядков числа компонентов смеси, умноженных на порядок приближения кине­
тической теории. 

Получение достоверных данных по коэффициентам диффузии теоретическими 
методами сводится к следующему: 

1. Собственно численный расчет отношений определителей матриц, стоя­
щих в выражениях, полученных методами молекулярно-кинетической теории; 

2. Вычисление поправок на высшие приближения разложений по полиномам 
Сонина; 
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3. Использование и разработка надежной базы данных по потенциалам 
взаимодействия компонентов; 

4. Расчеты интегралов столкновений с требуемой точностью и разработка 
соотвествующих вычислительных программ; 

5. Разработка для практических целей упрощенных методик вычисления 
диффузионных свойств, обеспечивающих достаточно хорошую точность и не тре­
бующие больших вычислительных затрат. 

11 .1 . Формулы кинетической теории 
В £-приближении по полиномам Сонина выражения для коэффициентов мно­

гокомпонентной диффузии записываются в следующем виде 

D/,(S)=-
3pnt 

Inntj det|q|| mi 
(2яКТ_л/2 
^ m ' 

00 . ..ЛЛ^'1 дгГдп 

5rf-!•?...5*;1'*-1 (2.1) 

где q??- матрицы, составленные из элементов я™р> ij = 1 >...>#; de£||q|| ~ 
определитель матрицы знаменателя, составленной из матрицы числителя путем 
исключения^ из нее последней строки и последнего столбца. Выражения для 
элементов q ^ p через приведенные интегралы столкновений 0/у' (Т), необхо­
димые для вычисления коэффициентов многокомпонентной диффузии в первых 
ненулевых приближениях приводятся ниже. 

В первом приближении £ (? = 1) порядок матриц равен N — числу компонен­
тов смеси, и для вычисления коэффициентов многокомпонентной диффузии тре­
буются элементы qfi0, во втором приближении(§=2) - порядок матриц 2х#, и 
для вычисления коэффициентов диффузии требуются также элементы qfi1, Ям10, 
и qty. 

Для двухкомпонентной смеси коэффициенты многокомпонентной диффузии 
переходят в выражения для коэффициентов бинарной диффузии, D /y(l) = Dtj(l) 
и от концентраций компонентов смеси не зависят. 

Элементы д7?}-^ требуемые для расчетов диффузионных коэффициентов в 
приближении £=2 через приведенные интегралы столкновений 0/у' , выражаются 
в следующем виде [17] 

» nkmt
1/2 

~ оо = о у ^—~— 
4iJ ^ / » + ю ) 1 / 2 

L/2 

(1 - л-Л 
IIV J , 
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, тиз/2 " пктк
3/2 г 5 , s Л 

(2.2) 

' ( « ' i / - «S/*). 

- 1 5 ^ Q , - ^ - 12.* 0 (k3)] + (<5,7 + <»M) »>•* Q,P'2)}. 

Как видно из приведенного выше формализма, прямое вычисление коэффи­
циентов многокомпонентной диффузии представляет трудоемкую задачу, и на 
практике, при рассмотрении течений химически реагирующих смесей, расчеты 
коэффициентов диффузии по формуле (2.1) не проводятся. 

Для замыкания системы уравнений (1.2) могут быть использованы также 
соотоношения Стефана-Максвелла (1.4), в которых вместо коэффициентов мно­
гокомпонентной диффузии введены диффузионные коэффициенты, иногда называ­
емые сопротивлениями Aifc (1.6). Поправки на высшие приближения по полино­
мам Сонина к диффузионным коэффициентам сопротивления (1.6) имеют вид 

<PiM)= | VD det| |q| |x,-x ; 

чП qh*-1 ч'Л 

qf;1:? qf;1^"1 qfi1-0 

q?*\...... ч/i1"1 ° 

(2.3) 

где выражения элементов qf? связаны с выражениями элементов qffP соотно­
шениями 

«?*. = ( ШГ) 
mj 1/2 1 

ЧхУ. (2.4) 

В первом приближении <рц(1)^0. В втором приближении для многих молекуляр­
ных газов (с небольшим различием масс компонентов) поправки <Р(;(2) малы, и 
составляют не более ~ 1-2.5%. 
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Основная трудность использования соотношений Стефана-Максвелла за­
ключается в необходимости разрешать систему уравнений (1.4)—(1.5) относи­
тельно векторов диффузионных потоков Jt. 

I I . 2 . Связь коэффициентов диффузии многокомпонентной и бинарной 

смесей 

Коэффициенты диффузии многокомпонентных смесей (2.1) являются функци­
ями интегралов столкновений и состава смеси и, следуя определениям кинети­
ческой теории, их можно выразить через коэффициенты диффузии бинарных сме­
сей (1.7). 

Выразим вектора приведенных диффузионных потоков (J^/m^) в явном виде 
из соотношений Стефана-Максвелла (1.4), сопоставим их с выражениями для 
приведенных диффузионных потоков (1.3) и приравняем члены с соответсвующи-
ми градиентами. Учитывая, что независимых уравнений (#-1), в любом прибли­
жении £ по полиномам Сонина получим 

(
тк mN Л «л 1 ,*! 

пх к | Д * II ' 
i = l N-1, (2.5) 

причем, 

D „ U ) = 0. 

Полученные соотношения (2.5) устанавливают взаимосвязь коэффициентов 
Dik и Aifc в любом приближении £. и является срогим следствием формализма 

кинетической теории. Здесь 1|Д /*11 - определитель матрицы, составленной из 
коэффициентов диффузионных сопротивлений 

I A ! * I = 
1* 

>2к 

*П 

х 1 1 

*21 

uN-l,k ^ЧУ-1,1 
DN,k m 1 

42 

П2 

^22 

^N-1,2 
m2 

4N 

HN 

*2N 

mN 

(2.6) 

Переходя к формализму записи (1.6) коэффициентов сопротивления через 
бинарные коэффициенты диффузии, для многокомпонентных коэффициентов диффу­
зии имеем 
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т N ? —г M| 
ID fn 

(2.7) 

где || D /л | | - определитель матрицы, составленной из коэффициентов диффузии 
бинарной смеси с поправками на высшие приближения разложений по полиномам 
Сонина 

u > t * i = -

flk 

J2k 

эЫ,к 

-I s l 
*tl 

' к 
1 N X,/Xt 

s _ _ 
s*k 

UN 

1 

s*k 

тг m2 . . . Шдг 

(2.8) 

IIA ||, || D$ || — определители матриц, составленных из матриц соответсвующего 
числителя без первой строки и первого столбца. В первом приближении £ по­
правочные функции fik(l) равны единице, и многокомпонентные коэффициенты 
диффузии Dik (2 .1) выражаются непосредственно через коэффициенты диффузии 
бинарных смесей в первом приблжении Dik(l) (1 .7) . 

В частном случае двухкомпонентной смеси (N=2) получаем 

Di2<*> = D21U) = П [ А ] = Dn(l)fik(S) 
1 2 ^ 

(2.9) 

т.е. коэффициенты диффузии D 1 2 ( f ) (2 .1) в любом приближении £ тождественны 
бинарным, которые определяются формулой (1 .7) . 

Для трехкомпонентной смеси (АГ=3) многокомпонентные коэффициенты диф­
фузии выражаются через коэффициенты диффузии бинарных смесей в любом при­
ближении £ в следующем виде (для упрощения записи поправки на высшие при­
ближения ^ г ^ ( | ) опущены, и для вычисления коэффициентов Dik в 
^-приближении все бинарные коэффициент диффузии Dik должны быть умножены, 
соответственно на fik(£)): 
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xt (M - x§Mt)/Mk 
Bik = + , (2.10) 

у Г) N у v П N v v / 
хк и it « xs х i икР ~ xs 
Dik Dke + Д D*s D/a Die + Д Dts 

s*k s*i 

N 
9 *- i * k, £ - индекс третьей частицы, М = ^\XiMit Mt - молярная масса 

i =1 
1-ого компонента. 

Для четырехкомпонентной смеси (N=4) выражения для коэффициентов мно­
гокомпонентной диффузии через коэффициенты диффузии бинарных смесей стано­
вятся более громоздкими и имеют вид 

(2.11) D** = 
х,-

х к. х v Г А 1 i ГГП V 

- + -
(М- xtHt)/nk 

Х| гп . ? *s 

"" [ с ] Л 1>|. 

где 

а= 2i + 2iv> ь= 2i + 2 n . C = 2 I I I 
И 

N xs 
^l = ^ "D~V" ' 1 * P , P * s , s * k , 

s = 1 s P ps 

2,11 = 1 ?T~n ~ » i * s , s * i , i * k , 
s = l 

UiPDSk 

N 

Sill = 2 D D » 1 * P, P * s, s * i , 
с = 1 S F P S 

* k 
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I I . 3. Упрощенные выражения 
Если для бинарных коэффициентов диффузии (1.7) принять правило сред­

него геометрического и в (2.10) положить 
Die = ( DuDff)1/2 и DkP = ( DkkDfe)1/2, а в (2.11) заменить коэффициен­
ты А, В и С следующим выражениями 

1 /2 / Г) л 1 /2 / П . . ч 1 /2 / Г) ч 1 /2 

то формулы (2.10) и (2.11) переходят в формулы приближения длины свободно­
го пробега (см.[16]): 

X , (М - Х:М:)/Мк 

Uik = 1- + 1-± к- . (2.12) 
** ( РпУ2 * _ ^ _ *t (D**V2 V _ ^ ! _ 
Я / Л *>** j Д J>A* *>*Л *>/ J + Д ^/5 

s Ф к s * i 

Частные случаи. Несмотря на принципиальное отличие выражений много­
компонентных коэффициентов диффузии (2.1), которые являются функциями сос­
тава смеси, от бинарных коэффициентов диффузии (1.7), которые не зависят 
от концентраций компонентов х^, в ряде практических случаев замена много­
компонентного коэффициента диффузии на коэффициент диффузии бинарный смеси . 
оказывается вполне приемлемой. В частности: 

1) Если смесь состоит из компонентов с близкими массами т1 = тк = те и 
близкими сечениями рассеяния Qik = Qif = Qek , то как следует 
из формул (2.10) и (2.12), 

2) Если смеси содержат легкий компонент (соответсвующий индекс компо­
нента "1"), т.е. ffli < < ше ~ тк, то из формулы (2.10) следует 

D u = Du- [*е+хк) ( * ^ + х * ) 1 

Если при этом концентрация легкой компоненты мала, хг < <хк+хр, то 

n ( D" 1-1 

И в случае, когда коэффициенты Du Я Die близки, 

D u ас Du. 
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I I I . ЧИСЛЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

111.1 . Всышие приближения кинетической теории в расчетах 
диффузионных коэффициентов 

Смеси компонент с близкими массами. Вклад высших приближений кинети­
ческой теории (числа членов разложения по полиномам Сонина) в диффузионные 
коэффициенты многокомпонентных смесей зависит как от вида потенциала взаи­
модействия частиц, так и от соотношения масс компонентов. Сходимость при­
ближений для коэффициентов диффузии и термодиффузионных отношений для по­
тенциальных функций различной крутизны исследовалась неоднократно, попра­
вочных функций к коэффициентам диффузионного сопротивления - в [15]. Для 
нейтральных смесей газов наихудшая сходимость приближений наблюдается для 
смесей газов лорентцевского типа (с сильно различающимися массами компоне­
нтов), и потенциалов взаимодействия частиц с бесконечно большой крутизной 
(модель твердой сферы, дельта-функции) [17]. Максимальная погрешность наи­
низших приближений в смесях такого типа составляет для коэффициентов мно­
гокомпонентной диффузии до порядка 15%, термодиффузионных отношений — до 
порядка 25% . Для реальных смесей нейтральных газов, с несильно различаю­
щимися массами компонентов, взаимодействие которых описывается потенциа­
лом, имеющим в области промежуточных расстояний яму, и спадающим на беско­
нечности по закону R~n, первые ненулевые приближения оказываются достаточ­
ными для вычисления коэффициентов многокомпонентной диффузии и термодиффу­
зии с точностью выше "1-2%. 

В таблице 111.1 приводятся рассчитанные поправки высших приближений к 
коэффициентам диффузии для смесей с несильно различающимися массами ком­
понентов при использовании различных моделей потенциалов взаимодействия. 
Расчеты коэффициентов многокомпонентной диффузии во втором приближении 
проводятся по формуле (2.1), для определения поправки д принято 

ВиШ = D ^ l M l - ^ y ) - 1 . 

Здесь первое приближение коэффициентов многокомпонентной диффузии при 
расчетах по модели потенциала Леннарда-Джонса и Букенгема-Корнера содержит 
погрешность ке более ~ 1%. При этом коэффициентами термодиффузионных отно­
шений кт, можно вообще пренебречь в силу их малости (численные значения не 
превышают порядка 10"^). Модель твердых сфер для смеси Аг, Ne, Кг, 
приводит к ошибке в первом приближении коэффициентов многокомпонентной 
диффузии до ~ 5%. 

Однако, следует отметить, что поскольку точность измерения молекуляр­
ных свойств ряда газов в настоящее время уже превышает порядок процента, 
второе приближение к коэффициенту диффузии становится существенным при 
согласовании теоретического и экспериментального описания свойств. Это, 
по-видимому, одна из причин появления новых работ по исследованию высших 
приближений к коэффициентам многокомпонентной диффузии, в частности 
[18,19]. 
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Таблица III. 1 

Поправки второго приближения к и н е т и ч е с к о й теории к к о э ф ф и ц и е н т а м диффузии, 
л ( 2 ) 6 12 

Модель пот енциала 

Твердая сфера 

Леннард -Джонс 

Б укенгем- К орнер 

Бинар н ая смесь 

° 2 ~ N 2 
Т = 300К 

- 1 , 3 % 

- 0 , 5 % 

Сме с ь 
0 2 ~N 2 - C 0 2 - A r 

T = 1000К 

- 0 , 8 % ( N 2 - 0 2 ) 
- 0 , 8 5 % ( 0 2 - N O ) 

- 0 , 6 ( С 0 2 ~ А г ) 
- 0 , 7 ( 0 2 - A r ) 
- 0 , 7 ( N 2 ~ A r ) 
- 0 , 8 ( N 2 - C 0 2 ) 

Сме с ь [ 18] 

Ne—Аг-Кг 
т = зоок 

- 4 , 6 % ( N e - A r ) 
- 3 , 9 % ( N e - K r ) 
- 1 , 8 % ( А г - К г ) 

- 1 % ( N e - A r ) 
- 1 % ( N e - К г ) 
- 1 % ( А г - К г ) 

Смеси компонентов с заметно различающимися массами. Значения вкладов 
высших приближений в диффузионные коэффициенты смесей компонентов с сильно 
различающимися массами, Н2, N2, Xe, и Н2, Si, Хе, (MH /MN /MXe = 
2.01594/28,0134/131.30) показаны в табл.111.2. и табл.Ш.3, соответсвенно. 
В этих таблицах представлены данные для коэффициентов диффузии в третьем 
приближении D J : ( 3 ) и термодиффузионных отношений в четвертом приближении 
kj(4), рассчитанные по модели Леннарда-Джонса и соотвествующие поправки в 
процентах за счет учета высших приближений, 

<5{5> =[D | .y(3)-D / /(n)]/D | . /(3), где п=1,2; и 

4п) = [ М 4 ) - М п ) ] / М 4 ) , где п=2,3. 
Табл.Ш. 2 

Трехкомпоне н тная с м е с ь Н , N , Хе ( 0 . 0 5 , 0 2 3 5 , 2 O . 6 ) 

т,к 

500. 
1000 . 
2000 . 

Н 2 " N 2 

. 2 0 3 Е - 0 3 

. 6 6 2 Е - 0 3 

. 2 1 0 Е - 0 2 

D / y ( 3 ) 

Н 2 - Х е 

. 3 2 8 Е - 0 4 

. 1 0 8 Е - 0 3 

.34 4 Е - 0 3 

м 2 / с 

N2-Xe 

438Е-05 
144Е-04 
457Е-04 

Х е -

. 154Е-

.501Е-

.159Е-

Н 2 

•04 
-04 
•03 

>\у 
H 2 - N 2 H 2 - X e N 2 

1 . 5 % 2 . 1 % 1 
1 . 4 % 1.8% 1 
1 . 4 % 2. 0% 1 

- Х е Х е -

4% 2. 
4 % 2 . 
5 % 2 . 

н 2 

6% 
8% 
5 % 

кТ((4) 

Т 

500. 
1000. 
2000. 

н2 

- . 12 6Е-01 
- . 12 5Е-01 
-. 12 5Е-01 

N 2 

- . 5 3 4 Е - 0 1 
- . 5 2 1 Е - 0 1 
- . 5 11-Е - 01 

Хе 

. 660Е-01 

. 646Е-01 

. 636Е-01 

а < 2 > 

н2 

12. 0% 
12. 0% 
12. 0% 

N 2 Xe 

10 . 0 % 10 . 3% 
8 . 3% 10 . 3% 
7 . 8 % 9 . 8 % 

, < з ) 

N 2 Xe 

3. 2 % 2 . 7 % 
2. 5 % 2 . 2 % 
2. 0 % 1 . 7 % 
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Табл.Ш. 3 

Трехкомпонентная с м е с ь Н , S i , Xg ( 0 . 3 , 0 . 3 , 0 . 4 ) 

т,к 
500 . 

1000 . 
2 0 0 0 . 

В н ( 3 ) , т 2 / 8 

Н 2 - Si H 2 - X e Si -Хе Хе- Н 2 

. 9 89Е-04 . 2 7 3 Е - 0 4 . 2 6 1 Е - 0 5 . 1 3 0 Е - 0 4 

. 4 1 5 Е - 0 3 . 9 7 7 Е - 0 4 . 1 0 3 Е - 0 4 . 4 5 5 Е - 0 4 

. 155Е-02 . 3 3 1 Е - 0 3 . 3 7 6 Е - 0 4 . 1 5 0 Е - 0 3 

6 <1> д ij 

H 2 - S i H 2 - X e S i - X e Xe-H 2 

1.0% 1. 5% 1. 1% 2. 3 % 
1. 0% 1. 6% 1. 0% 2. 2 % 
0 . 6 % 1 .5% 1. 1% 2. 7% 

Т 

500. 
1000. 
2000. 

*т*(4) 
Н 2 Si Хе 

- . 6 6 7 Е - 0 1 - .662Е-02.733Е-01 
- .65 9Е-01 - .717Е-02.731Е-01 
- . 6 5 4 Е - 0 1 - .888Е-02.742Е-01 

а < 2 > 

Н 2 Si Хе 

1 1 . 0% 5.4% 10. 4 % 
1 1 . 0% - 0 . 5 6 % 9. 7% 
1 1 . 0% - 2 . 2 5 % 8. 9% 

1 *i3) 

Н 2 S i Хе 

1. 0% 13. 0 % 2. 2% 
1. 2 % 7 .9% 1. 9% 
1.2% 4 . 7 % 1.5% 

Как видно из табл.111.2. и табл.111.3, погрешность вычисления коэффи­
циентов диффузии смесей с сильно разделяющимися массами в первом приближе­
нии по полиномам Сонина составляет уже несколько процентов, для коэффициен­
тов термодиффузионных отношений — достигает десятка процентов. 

I I I . 2 . Сопоставление приближенных формул 
В табл. III .4 - III .6 приводятся данные расчетов коэффициентов диффу­

зии D i k трех-, четырех- и пятикомпонентных смесей, соответственно, полу­
ченные точно, по формуле кинетической теории (2.1), рассчитанные по формуле 
для коэффициента диффузии бинарной смеси (1.7) ,и результаты расчетов по 
формуле (2.12). Для сравнения в таблицах приводятся соответсвующие отклоне­
ния от точных численных расчетов. 

Табл. III. 4 

Трехкомпонентная смесь Не, N2, C 0 2 (0 .7, 0.25, 0.05). 

Т = 3 0 0 К 

( i ) - ( j ) 

N 2 - H e 
С02—Не 
N 2 - C 0 2 

D / y ( 2 . 1 ) 

0,869 
0,9189 
0,1321 

1>,.у(1.7) 

0 ,7255 
0 ,6224 
0, 1738 

-4? 
0, 83 
0, 68 
1, 32 

D М ( 2 . 1 2 ) 

0,8864 
0,9215 
0,1338 

1 , 02 
1 , 00 
1 , 01 
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Продолжение Табл. III. 4 
Т=10 О OK 

( i ) - ( j ) 

N 2 - H e 
С02—Не 
N 2 - C 0 2 

D / y ( 2 . 1 ) 

6,6603 
7,356 
1,061 

Я / / 1 

6, 389 
4, 705 
1, 463 

Л) 

0, 82 
0, 64 
1, 38 

D i | (2 .12) 

6,686 
7,370 
1,069 

5 Ъ(1 

1, 01 
1, 00 
1, 01 

Таблица III. 5 

Че тырехкомпонентная смесь Не, Н 2 0, N2 , C0 2 ( 0 . 3 5 , 0 . 3 5 , 0 . 0 3 , 0 . 2 2 , 0 . 0 5 ) 

T = 1 0 00K 

( i ) - ( j ) 

H e - H 2 0 
N 2 ~ H e 
C 0 2 — H e 
N 2 - C 0 2 

N 2 - H 2 0 
н 2 о-со 2 

D / y ( 2 . 1 ) 

10, 04 
8, 727 
5, 632 
0,9601 
2, 138 
1, 385 

D , y ( 1 . 7 ) 

6, 175 
5, 780 
4,705 
1,463 
2,057 
1, 631 

0, 60 
0, 60 
0, 83 
1, 52 
0, 96 
1, 17 

D ^ ( 2 . 1 2 ) 

9, 763 
8,982 
6,057 
0,9578 
2, 112 
1,364 

s D " 

0, 97 
1, 03 
1, 08 
1, 00 
0, 98 
0, 98 

Таблица III. 6 

Пя ти компонентная смесь Ar, He, H 2 0, N2 , C02 ( 0 . 3 5 , 0 . 3 5 , 0 . 0 3 , 0 . 2 2 , 0 . 0 5 ) 

Т = 30 0К 

( i ) - ( j ) 

А г - Н е 
Н 2 0 ~ А г 
N 2 - A r 
С 0 2 — А г 
Н 2 0 — Н е 
N 2 ~ H e 
С 0 2 — Н е 
N 2 - H 2 0 
со 2 -н 2 о 
N 2 - C 0 2 

D , y ( 2 . 1 ) 

1,030 
0,1866 
0,1773 
0,1278 
1,813 
1,401 
1,207 
0,3361 
0,2701 
0,1595 

Я , у ( 1 . 7 ) 

0, 7593 
0, 2224 
0, 1952 
0, 1463 
0, 8344 
0, 7255 
0, 6224 
0, 2332 
0, 1705 
0, 1738 

0, 74 
1, 19 
1, 10 
1, 14 
0, 46 
0 , 5 2 
0, 52 
0, 69 
0, 63 
1, 09 

D i j ( 2 . 1 2 ) 

1,080 
0,1853 
0,1763 
0,1270 
1, 812 
1,482 
1, 220 
0,3372 
0,2691 
0,1596 

б= D iy 

1, 05 
0, 99 
0, 99 
0, 99 
1, 00 
1, 06 
1, 01 
1, 00 
1, 00 
1, 00 
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Как видно из приведенных результатов, погрешность расчетов при замене 
коэффициентов диффузии многокомпонентен смеси - формулы (2.1) на коэффици­
енты диффузии бинарных смесей - формулы (1.7) может достигать ~ 2 раз. 
Погрешность приближенной формулы (2.12), как показали многочисленные рас­
четы для большого числа смесей, трех-, четарех-, пяти- компонентных, в 
среднем не превышает порядка 1-2%, и только в отдельных случаях доходит до 
порядка 8% (для пар компонентное с сильно различающимися массами и конце­
нтрациями). 

В круглых скобках в • заголовках таблиц 111.4, 111.5, 111.6 указаны 
объемные доли компонентов. 

I I I . 3 . Колебательное возбуждение молекул 
При согласовании данных обработки молекулярных свойств, численных 

расчетов и прямых экспериментальных измерений, важное значение приобретает 
учет внутреннего возбуждения молекул. 

Замкнутое описание молекулярных свойств смесей газов с возбужденными 
внутренними степенями свободы представляет сложную задачу даже в приближе­
нии квазиравновесного состояния газа. Обобщение теории Ванг-Чанга и Улен-
бека [20,21] на смеси многоатомных газов приводит к формальным выражениям 
для коэффициентов вязкости, теплопроводности, диффузии [22], содержащим 
восьмикратные интегралы и суммы по всем состояниям. Упрощенные описания 
молекулярных свойств многоатомных газов, развитые в серии работ Мейсона, 
Мончика, Саксена, Этая, Мейтланда и др. ([7,22], см. также обзор [16]), 
согласуются не всегда, в частности при оценке диффузии внутренней энергии. 
Прямые измерения коэффициентов диффузии молекул с возбужденными внутренни­
ми степенями свободы проводились в лазерных экспериментах, в экспериментах 
на ударных трубах, для молекул COf, N20* НС1* СО*. 

Приведем сводную таблицу (табл.1 II.7) данных коэффициентов диффузии 
молекул с возбужденными внутренними степенями свободы Dint> отнесенных к 
соответсвующим значениям коэффициентов самодиффузии D^ полученных в ре­
зультате обработки экспериментов по молекулярным свойствам и прямых изме­
рений по данным исследований Хейнтца [23], Этая [24], Ассаеля [25] и др. 

Для молекул Of, CO*, NO* отношения коэффициентов диффузии молекул с 
возбужденными внутренними степенями свободы D i n t к соответсвующим значени­
ям коэффициентов самодиффузии Di{ (работы Хейнтца [23]) находятся в согла­
сии с данными расчетов вероятностей резонансного обмена [26], и для моле­
кулы С0*с данными прямых измерений коэффициентов диффузии. Однако при вы­
соких температурах результаты обработки молекулярных Свойств на основе 
взаимосвязи коэффициентов теплопроводности и коэффициентов диффузии внут­
ренних степеней свободы для молекул СО*, и Of , проводившиеся в работе 
Хейнтца [23], расходятся с результатами Этая [24]. По данным работы Хейнт­
ца отношение Dint/Di{ для молекул СО* и Of падает с ростом температуры, в 
то время как по данным Этая коэффициент диффузии колебательно возбужденных 
молекул Of растет, а молекул СО* остается постоянным. Для молекулы N0* 
прямых измерений коэффициентов диффузии не проводилось. Однако, результаты 
анализа, проводившегося в работах [26,32], показывают отсутствие влияние 
резонансного обмена (V-V) молекулы N0* на коэффициент диффузии. 

Для молекулы Nf влияцие резонансного обмена (V-V), рассчитанного в 
работе Мейсона и дрД27] при Т=300К в приближении модели твердых сфер со­
ставляет ~8% . Этот результат в пределах точности расчетов согласуется с 
независимыми оценками вероятностей V-V обмена [26], а также с недавно по-
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лученными результатами определения коэффициентов диффузии молекул с воз­
бужденными внутренними степенями свободы Ассаеля и др. [25] из обработки 
молекулярных свойств с учетом спин-поляризационного взаимодействия и сече­
ний столкновений молекул в колебательно-вращательно возбужбенных состояни­
ях. Обработка данных молекулярных свойств без учета спин-поляризационного 
взаимодействия и соотвествующих расчетов сечений диффузии возбужденных 
молекул в работах Хейнтца [23] приводит к отличию коэффициентов диффузии 
возбужденных молекул до ~ 9%. Данные коэффициентов диффузии, полученные в 
работе Этая [24] при температуре 1000К, отличаются от соотвествующих дан­
ных работы Хейнтца [23], как видно из табл. II 1.7, до "20%. 

Таблица III. 7 

Отношение коэффициентов диффузии молекул с возбужденными внутренними 
степенями свободы к коэффициентам само диффузии,/) j nt/D[ [ 

т, к 

0 2 

C O -

NO* 

Н 2 

N2 

С 0 2 

СО 2 (001 ) 

н2о* 

300 

0, 986 

0,95 
1 ,00(экс] 
0 ,83(308, 
0 ,91(429, 

1,00 

0,92 
1,01(300, 

0,99 
-

0,91(300, 
0 ,93(429, 

0,908 
0,65 
0 ,88(300, 
0,58 
0,67 

0,38 

15К) 
15К) 

65К) 

65К) 
15К) 

65К) 

5 0 0 

0, 90 

0, 92 
-
-
— 

1, 00 

0, 90 
— 

0, 89 
-
-
— 

0, 93 
0, 63 
-

0, 51 
0, 62 

0, 48 

700 

0,839 

0, 90 
-
-
— 

1, 00 

0, 89 
— 

0, 84 
-
-
— 

0, 93 
-
-

0, 54 
0, 69 

0, 58 

90 0 

— 0 
0 

— 
— 
— 

-

— 
— 

— 
— 
— 
— 

0 , 94 
~ 
-

0,56 
0,75 

0 ,66 

1000 

, 80 
, 6 

0, 88 
-
~ 
— 

1, 00 

0, 87 
-

0, 74 
0, 58 

-
-

0,94 
0 , 6 

-
-
-

0,69 

Ссылка 

[23] 
[24] 

[23] 

[25] 
[25] 

[23] 

[23] 
[25] 

[231 
[24] 
[25] 
[25] 

[23] 
[24] 
[25] 
[31] 
[31] 

[23 ] 

Для полярной молекулы Н20* процесс резонансного (V-V) обмена является 
наиболее существенным, и по оценкам Мейсона снижает отношение D {n t /D х 4 до 
~0,5-0,6. Данные по коэффициентам диффузии возбужденных молекул Н20*9 
восстановленные по данным коэффициентов теплопроводности в работах Хейнтца 
[23] и Зелезника [28], показывают хорошее совпадение, однако данные Мейсо­
на [29] лежат несколько выше. Еще выше лежат оценочные данные расчета Пар­
кера [30]. 
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Теоретические оценки коэффициентов диффузии возбужденных молекул мо­
лекулы COf проводились в [31-33], оценки по данным измерения молекулярных 
свойств - в работах [23-25]. Результаты сравнения этих оценок представлены 
в табл. I I 1.7. 

Как видно из табл. I I 1.7, результаты, полученные по измерениям моле­
кулярных свойств Хейнтца [23] не согласуются с результатами расчетов Уман-
ского и др. [32], и соотвественно с расчетами вероятностей резонансного 
обмена колебательно-возбужденной молекулы СО|(001) [26], и не согласуются 
с данными прямых измерений коэффициентов диффузии молекулы COf(001) 
(см.[32]). Данные обработки молекулярных свойств, полученные в работе 
Ассаеля и др. [25], лежат несколько ближе к экспериментальным значениям, 
однако различие остается существенным. Ближе других к данным прямых расче­
тов и экспериментов [32] оказались результаты Этая [24]. 

Противоречие результатов, получаемых путем обработки данных по тепло­
проводности, и прямыми экспериментальными данными по коэффициентам диффу­
зии возбужденных молекул С0|, как отмечается в [24], следует относить за 
счет реализации разных возбужденных колебательных структур, имеющих место 
при измерениях в лазерных установках и ударных трубах, с одной стороны, и 
при измерениях термодинамически равновесных молекулярных свойств, с дру­
гой. Следует отметить, что вообще, извлекаемые из экспериментов по тепло­
проводности данные по коэффициентам диффузии внутренней энергии надо рас­
сматривать как осредненные по заселенностям колебательных уровней. 

Заключение 
В результате проведенного анализа видно, что для согласованной обра­

ботки молекулярных свойств смесей газов с заметно различающимися массами 
возможна неадекватность описания коэффициентов диффузии до порядка 4% при 
использовании низшего приближения кинетической теории, коэффициентов тер­
модиффузионных отношений - до порядка 11%. При замене коэффициентов диффу­
зии в трех-, четырехкомпонентной. смеси на коэффициенты диффузии бинарных 
смесей ошибка может достигать порядка 2 раз. 

Таким образом, для фундаментальных исследований, связанных с изучени­
ем свойств в сложных многокомпонентных смесях молекулярных газов и получе­
нием потенциалов взаимодействия, необходимо использование строгих кинети­
ческих подходов. В настоящее время автором разработаны пакеты прикладных 
прогамм по расчету всех диффузионных коэффициентов, входящих в уравнения 
переноса (коэффициенты многокомпонентной диффузии, термодиффузионных отно­
шений, диффузионных сопротивлений), обеспечивающие точность получаемых 
данных, не хуже точности имеющихся прямых измерений коэффициентов диффузии 
в бинарных смесях, и по непрямым оценкам выше точности измерений коэффици­
ентов диффузии в многокомпонентных смесях. 

Для прикладных газодинамических задач для приближенных вычислений 
коэффициентов многокомпонентныой диффузии выведены простые формулы, не 
требующие сложных вычислений, точность которых проверена для трех-, четы­
рех-, пятикомпонентных смесей путем сопоставления с результатами строгих 
кинетических расчетов. Точность полученной формулы для смесей с не слишком 
различающимися массами выше ~1-2%, для смесей отношения масс компонентов в 
которых порядка 1/50 - до ~8%. 
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