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Исследуется p-лапласиан с переменным показателем p(x), отделенным от единицы и бесконечно-
сти. Найдено достаточное условие на p(x), при выполнении которого все решения p-лапласиана
непрерывны в фиксированной точке области, и установлена оценка модуля непрерывности ре-
шений.

1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим в области D евклидова пространства R
n, n ≥ 2, уравнение

Lu = div(|∇u|p(x)−2 ∇u) = 0 (1.1)

с измеримым показателем p(x), удовлетворяющим условию

1 < α ≤ p(x) ≤ β < ∞. (1.2)

Уравнение (1.1) относится к обширному классу эллиптических уравнений с нестандарт-
ным условием роста и служит уравнением Эйлера для вариационных задач с интегрантом
|∇u|p(x)/p(x). Формирование теории таких уравнений восходит к работам В.В. Жикова [1, 2],
посвященным усреднению вариационных задач. В работе [2] был приведен пример нерегу-
лярного решения вариационной задачи, сыгравший важную роль в изучении качественных
свойств решений уравнения (1.1). Этот пример и ряд других примеров разрывных и неограни-
ченных решений вариационных задач, построенных М. Джиаквинтой в [3] и П. Марчеллини
в [4], инициировали исследование свойств регулярности решений эллиптических уравнений с
нестандартным условием роста. В настоящее время данная тематика активно развивается и
имеет не только самостоятельный интерес. Уравнение вида (1.1) и системы таких уравнений
возникают в различных задачах математической физики, описание которых можно найти в
книге М. Ружички [5].

Прежде чем описать известные нам свойства решений уравнения (1.1) и сформулировать
полученный результат, определим понятие решения. Для этого введем два класса функций,
связанных с показателем p(x):

Wloc(D) =
{
u(x) : u ∈ W 1

1,loc(D), |∇u|p ∈ L1
loc(D)

}
,

где W 1
1,loc(D) означает соболевское пространство функций, локально суммируемых в D вместе

с обобщенными производными первого порядка, и

W0(D) =
{
ϕ(x) : ϕ ∈ Wloc, ϕ = 0 в окрестности ∂D

}
.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
06-01-00288а).

2Кафедра математического анализа, Владимирский государственный педагогический университет, Влади-
мир, Россия.
E-mail: alkhutov@vgpu.vladimir.ru

3Владимирский государственный университет, Владимир, Россия.
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Функция u ∈ Wloc(D) называется W -решением уравнения (1.1), если интегральное тождество∫
D

|∇u|p(x)−2 ∇u · ∇ϕdx = 0 (1.3)

выполнено для любой пробной функции ϕ ∈ W0(D).
Известно, насколько важную роль играет вопрос о плотности гладких функций в простран-

стве решений. Ясно, что если

∀u ∈ Wloc(D) ∃uj ∈ C∞(D) : lim
j→∞

‖uj − u‖W 1
1 (D′) = 0, lim

j→∞

∫
D′

|∇uj|p(x) dx =
∫
D′

|∇u|p(x) dx

(1.4)
в любой подобласти D′ � D, то в интегральном тождестве (1.3) можно ограничиться пробными
функциями ϕ ∈ C∞

0 (D). Упомянутый выше пример В.В. Жикова из работы [2] показыва-
ет, что одного только предположения (1.2) недостаточно для плотности гладких функций в
классе Wloc(D) в смысле соотношения (1.4). Поэтому естественно определить класс Hloc(D),
порожденный гладкими функциями: u ∈ Hloc(D), если u ∈ Wloc(D) и в любой подобласти
D′ � D для u выполнено свойство (1.4). С классом Hloc(D) связано еще одно понятие реше-
ния уравнения (1.1). Функция u ∈ Hloc(D) называется H-решением уравнения (1.1), если она
удовлетворяет интегральному тождеству (1.3) на пробных функциях ϕ ∈ C∞

0 (D).
Вопрос о плотности гладких функций в классе Wloc(D) долгое время оставался открытым

даже для гладкого показателя p(x). Условие на p(x), обеспечивающее свойство (1.4), было
найдено В.В. Жиковым в работе [6]:

|p(x) − p(y)| ≤ c

ln|x − y|−1
при x, y ∈ D, |x − y| <

1
2
. (1.5)

Данное условие играет большую роль в теории пространств Соболева с переменным показате-
лем суммируемости и в вопросе о гёльдеровской непрерывности решений уравнения (1.1). Гёль-
деровость решений уравнения (1.1) с постоянным показателем p(x) и более общих уравнений
такого типа доказана О.А. Ладыженской и Н.Н. Уральцевой в работе [7]. Для уравнений ви-
да (1.1) с гладким показателем p(x) ≥ 2 один из первых результатов о гёльдеровости решений
получен П. Марчеллини в [8]. Работа [6], в которой было введено условие (1.5), стимулировала
изучение качественных свойств решений уравнения (1.1) при меньших требованиях гладкости
на p(x). Априорная оценка нормы Гёльдера решений при условии (1.5) доказана С. Фаном и
Д. Жао [9] и Ю.А. Алхутовым [10]. Для гёльдерова показателя p(x) этот результат ранее был
получен в [11]. Точность условия (1.5) для справедливости приведенного выше утверждения
вытекает из контрпримера работы [6]. О.В. Крашенинникова изучала гёльдеровость решений
уравнения (1.1) в фиксированной точке x0 ∈ D в предположении, что в окрестности этой точки
показатель p(x) удовлетворяет условию

|p(x) − p(x0)| ≤
c

ln|x − x0|−1
при x ∈ D, |x − x0| <

1
2
. (1.6)

Поскольку на характер разрыва функции p(x) при x 	= x0 не накладывается никаких огра-
ничений, то множество гладких функций, вообще говоря, неплотно в Wloc(D) и имеет смысл
рассматривать W - и H-решения уравнения (1.1). В работе [12] показано, что если p(x) удо-
влетворяет в фиксированной точке x0 ∈ D условию (1.6), то все H-решения и все W -решения
уравнения непрерывны по Гёльдеру в x0.

В.В. Жиковым в [13] было дано обобщение логарифмического условия (1.5): если ω(t) —
непрерывная неубывающая функция на отрезке [0, 1/2], ω(0) = 0,

|p(x) − p(y)| ≤ ω(|x − y|) при x, y ∈ D, |x − y| <
1
2
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и
1/2∫
0

t−1+
nω(t)

α dt = ∞, (1.7)

где α — постоянная из (1.2), то множество гладких функций плотно в Wloc(D). Примером
модуля непрерывности, удовлетворяющего условию (1.7), служит

ω(t) =
k ln ln(1/t)

ln(1/t)
, 0 < k ≤ α

n
. (1.8)

Построенный в [13] контрпример показывает, что постоянная k в (1.8) не может быть выбрана
произвольно.

Сформулируем полученные результаты, обозначив через BR открытый шар радиуса R.
В теореме 2.1 из разд. 2 показано, что если

ess sup
B4R

p <
n

n − 1
ess inf

B4R

p, B4R ⊂ D, (1.9)

то все W -решения и H-решения ограничены в шаре BR. Основной результат получен в пред-
положении, что в окрестности фиксированной точки x0 ∈ D имеет место условие

|p(x) − p(x0)| ≤
k ln ln ln|x − x0|−1

ln|x − x0|−1
, 0 < k <

α

n + 1
, x ∈ D, |x − x0| <

1
27

. (1.10)

Ниже M означает максимум модуля решения в окрестности точки x0, а BR — шар с центром
в x0.

Теорема 1. Если выполнено условие (1.10), то все W -решения и все H-решения уравне-
ния (1.1) непрерывны в точке x0. Более того, существует положительная постоянная ρ0,
зависящая от M, n, k и констант α, β из (1.2), такая, что

ess sup
Br

|u(x) − u(x0)| ≤ 2M
(
ln

ρ

r

)−1/4
+ ρ при r ≤ ρ/4 ≤ ρ0. (1.11)

Отметим, что оценка (1.11) достаточно грубая и из доказательства теоремы 1 видно, что
ее можно существенно уточнить применительно к каждому значению постоянной k из усло-
вия (1.10).

Теорема 1 остается в силе и для решений уравнения
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)|∇u|p(x)−2 ∂u

∂xj

)
= 0

с измеримой симметрической и равномерно положительно определенной в D матрицей ‖aij(x)‖.

2. ЛОКАЛЬНАЯ ОГРАНИЧЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ

В дальнейшем u(x) означает W - или H-решение уравнения (1.1), BR — открытый шар
радиуса R, |E| — n-мерная мера Лебега измеримого множества E ⊂ R

n и

−
∫
E

f(x) dx =
1
|E|

∫
E

f(x) dx.

В последующем будем применять теорему вложения Соболева⎛
⎝ −

∫
BR

|ϕ|θq dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(n, q)rq −
∫

BR

|∇ϕ|q dx, q ≥ 1, θ =
n

n − 1
, ϕ ∈ C∞

0 (BR). (2.1)
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Рассуждения настоящего раздела основаны на интегральных оценках решений в шаре
B4R ⊂ D, в котором выполнено свойство (1.9). Для удобства изложения в формулах не будет
указываться зависимость некоторых величин от R. Ниже используются обозначения

l = ess sup
B4R

p(x), s = ess inf
B4R

p(x). (2.2)

При выполнении условия (1.9) все оценки настоящего раздела справедливы для обоих ти-
пов решений уравнения (1.1). Это связано со следующим свойством локальности функций
v ∈ Wloc(D) (v ∈ Hloc(D)): если B4R ⊂ D и η ∈ C∞

0 (B4R), то vη ∈ W0(D) (vη ∈ H0(D)).
Действительно, достаточно проверить, что |v|p ∈ L1(B4R). Очевидно,∫

B4R

|∇v|s dx ≤ |BR| +
∫

B4R

|∇v|p dx.

Это вместе с теоремой вложения влечет интегрируемость v(x) в BR со степенью ks, где
k = n/(n − 1). В силу условия (1.9) ks > p в B4R и |v|p ∈ L1(B4R). Более того, существует
постоянная λ > 0, для которой

|v|p+λ ∈ L1(B4R). (2.3)

Теорема 2.1. Если выполнены условия (1.2) и (1.9), то все W -решения и все H-решения
ограничены в шаре BR.

Доказательство. Пусть R ≤ ρ < r ≤ 3R и η ∈ C∞
0 (Br), 0 ≤ η ≤ 1. Положим для γ ≥ 0

h(ξ) = hj(ξ) =

{
ξγ+1 при ξ ∈ [0, j],

jγ+1 + (γ + 1)jγ(ξ − j) при ξ ≥ j,
H(ξ) =

ξ∫
1

|h′(ζ)|s dζ.

Выбирая в интегральном тождестве (1.3) пробную функцию ϕ = H(w)ηl, где w(x) =
= max{u(x) + 1, 1}, придем к неравенству∫

Br

|h′(w)|s|∇w|pηl dx ≤ β

∫
Br

H(w)|∇w|p−1|∇η|ηl−1 dx

с постоянной β из условия (1.2). По неравенству Юнга

H(w)|∇w|p−1|∇η|ηl−1 ≤ ε|h′(w)|s|∇w|pηl + C(ε)|h′(w)|s(1−p)Hp(w)|∇η|p,

и после соответствующего выбора ε > 0 найдем∫
Br

|h′(w)|s|∇w|pηl dx ≤ C(β)
∫
Br

|h′(w)|s(1−p)Hp(w)|∇η|p dx.

Поскольку |∇w|s ≤ |∇w|p + 1, то∫
Br

|h′(w)|s|∇w|sηl dx ≤
∫
Br

|h′(w)|s dx + C(β)
∫
Br

|h′(w)|s(1−p)Hp(w)|∇η|p dx.

Отсюда в силу неравенства ηl ≤ ηl/s будем иметь

−
∫
Br

|∇(h(w)ηl)|s dx ≤ C(β)

⎛
⎝ −

∫
Br

|h(w)|s|∇η|s dx + −
∫
Br

|h′(w)|s
(
1 + |h′(w)|−spHp(w)|∇η|p

)
dx

⎞
⎠ .
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Применим к левой части теорему вложения (2.1). После перехода к пределу при j → ∞ и
замены нижнего предела интегрирования в определении функции H(ξ) на нуль получим⎛

⎝ −
∫
Br

(
wγ+1ηl

)θs
dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(n, β)rs(1 + γ)l

⎛
⎝ −

∫
Br

wγ+1|∇η|s dx + −
∫
Br

(
wγs + wγs+p|∇η|p

)
dx

⎞
⎠ .

Выберем η = 1 в Bρ, |∇η| ≤ Cr(R(r − ρ))−1 и, полагая γs = σ, перепишем последнее соотно-
шение в виде ⎛

⎝ −
∫
Bρ

wθ(σ+s) dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(n, β)(1 + σ)lRs−l

(
r

r − ρ

)l

−
∫
Br

wσ+p dx. (2.4)

Так как θs > p (см. (1.9)), то из (2.4) найдем⎛
⎝ −

∫
Bρ

wθσ+p dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(n, β)(1 + σ)l
(

r

r − ρ

)l

Rs−l −
∫
Br

wσ+p dx. (2.5)

Проитерируем неравенство (2.5). Пусть j = 0, 1, . . . , χj = θj и rj = R + 2−jR. Положим в (2.5)
r = rj, ρ = rj+1, σ = λχj , где λ — постоянная из (2.3), и обозначим

Φj =

⎛
⎝ −

∫
Brj

wλχj+p dx

⎞
⎠

1/χj

,

после чего (2.5) примет вид
Φj+1 ≤ C1/χj4jl/χjΦj,

где C = C(n, β, λ,R). Далее по индукции Φj ≤C(n, β, λ,R)Φ0. Или так как wλχj+1+s ≤wλχj+p, то⎛
⎝ −

∫
Brj

wλχj+s dx

⎞
⎠

1/(λχj+s)

≤ C(n, β, λ,R)

⎛
⎝ −

∫
B2R

wλ+p dx

⎞
⎠

χj/(λχj+s)

.

Переходя здесь к пределу при j → ∞, придем к оценке

ess sup
BR

w ≤ C(n, β, λ,R)

⎛
⎝ −

∫
B2R

wλ+p dx

⎞
⎠

1/λ

.

Отсюда в силу выбора λ (см. (2.3)) следует ограниченность решений в BR, поскольку анало-
гичное неравенство справедливо и для функции −u(x). Теорема доказана.

3. НЕПРЕРЫВНОСТЬ РЕШЕНИЙ

В настоящем разделе предполагается, что показатель p(x) непрерывен в точке x0, в окрест-
ности которой выполнено условие (1.10), и BR означает шар с центром в x0. В силу теоремы 2.1
решения ограничены в шаре BR0 ⊂ D достаточно малого радиуса R0, зависящего от рассто-
яния от точки x0 до границы области, размерности пространства n и постоянной α из усло-
вия (1.2). Доказательство основных результатов основано на интегральных оценках решений
в шарах достаточно малого радиуса R таких, что B4R ⊂ BR0 . Ниже u(x) означает W - или
H-решение уравнения (1.1) и наряду с (2.2) полагается

M = ess sup
BR0

|u(x)|, M4 = ess sup
B4R

u(x), m4 = ess inf
B4R

u(x).

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2008, т. 261
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Отметим, что в силу условия (1.10), влекущего (1.9), для функций из классов Wloc(D) и Hloc(D)
выполнено отмеченное в разд. 2 свойство локальности в шаре B4R. Поэтому все последующие
оценки будут иметь место для W - и H-решений уравнения (1.1).

Следующее утверждение для функции

v(x) = ln
M4 − m4 + 2R
M4 − u(x) + R

(3.1)

является одним из основных в доказательстве теоремы 1.
Лемма 3.1. Если выполнено условие (1.10), то справедливо неравенство

ess sup
BR

v(x) ≤ C(M,n, β)
(

ln ln
1
R

)kn/s
⎛
⎝ −

∫
B2R

vs dx

⎞
⎠

1/s

(3.2)

с постоянной β из (1.2).
Доказательство. Выбирая в интегральном тождестве (1.3) пробную функцию

ϕ(x) =
vγηl

(M4 − u + R)s−1
, γ ≥ 1, η ∈ C∞

0 (B4R), 0 ≤ η ≤ 1,

будем иметь

γ

∫
B4R

|∇u|p(x)vγ−1ηl

(M4 − u + R)s
dx ≤ β

∫
B4R

|∇u|p(x)−1vγηl−1|∇η|
(M4 − u + R)s−1

dx

с постоянной β из (1.2). Так как (M4−u+R)p(x)−s ≤ C(M,β), то после применения неравенства
Юнга с соответствующим ε найдем∫

B4R

|∇u|p(x)vγ−1ηl dx ≤ C(M,β)
∫

B4R

vγ+p(x)−1|∇η|p(x) dx.

Отсюда, поскольку |∇u|s ≤ |∇u|p(x) + 1, получим

∫
B4R

|∇v|svγ−1ηl dx ≤ C(M,β)

⎛
⎝ ∫

B4R

vγ−1ηl dx +
∫

B2R

vγ+s−1|∇η|p(x) dx

⎞
⎠ .

Применяя теорему вложения Соболева (2.1), придем к неравенству⎛
⎝ −

∫
B4R

(
vγ+s−1ηl/s

)θ
dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(M,n, β)(1 + γ)lRs

⎛
⎝ −

∫
B4R

vγ+s−1
(
|∇η|p(x) + |∇η|s + v−sηl

)
dx

⎞
⎠ .

(3.3)
Далее, как нетрудно видеть (см. (3.1)), v(x) ≥ R

4(M+1) в B4R и (3.3) можно переписать в виде
⎛
⎝ −

∫
B4R

(
vγ+s−1ηl/s

)θ
dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(M,n, β)(1 + γ)lRs

⎛
⎝ −

∫
B4R

vγ+s−1
(
|∇η|p(x) + |∇η|s + R−sηl

)
dx

⎞
⎠ .

Выберем срезающую функцию. Пусть R ≤ ρ < r ≤ 3R, η ∈ C∞
0 (Br) и |∇η| ≤ Cr(R(r − ρ))−1.

После такого выбора из последнего соотношения будем иметь⎛
⎝ −

∫
Bρ

vθ(γ+s−1) dx

⎞
⎠

1/θ

≤ C(M,n, β)(1 + γ)l
(

r

r − ρ

)l

Rs−l

⎛
⎝ −

∫
Br

vγ+s−1

⎞
⎠ . (3.4)
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Проитерируем (3.4). Определим для i = 0, 1, . . . последовательность ri = R + 2−iR и положим
в (3.4) γ + s − 1 = χi = sθi, ρ = ri+1, r = ri. Если обозначить

Φi =

⎛
⎝ −

∫
Bri

vχi dx

⎞
⎠

1/χi

,

то из (3.4) получим рекуррентное соотношение

Φi+1 ≤ C1/χi4jl/χjR(s−l)/χjΦi

с постоянной C = C(M,n, β), из которого следует, что

ess sup
BR

v ≤ C(M,n, β)Rn(s−l)/s

⎛
⎝ −

∫
B2R

vs dx

⎞
⎠

1/s

.

Отсюда требуемая оценка (3.2) вытекает в силу условия (1.10). Лемма доказана.
Следующим шагом в доказательстве теоремы 1 является аналог леммы об осцилляции, в

которой полагается
osc
BR

u = ess sup
BR

u − ess inf
BR

u.

Лемма 3.2. Если выполнено условие (1.10), то при R ≤ R1(M,n, k, α, β) для решения
u(x) уравнения (1.1) имеет место неравенство

osc
BR

u ≤
(

1 −
(

ln
1
R

)−1 )
osc
B4R

u + R. (3.5)

Доказательство. Рассмотрим два множества:

F1 =
{
x ∈ B2R : u(x) ≤ (M4 + m4)/2

}
,

F2 =
{
x ∈ B2R : M4 + m4 − u(x) ≤ (M4 + m4)/2

}
.

Всегда выполнено по крайней мере одно из двух неравенств:

|F1| ≥
|B2R|

2
(3.6)

или

|F2| ≥
|B2R|

2
. (3.7)

Если из (3.6) для u(x) следует оценка

ess sup
BR

u(x) ≤ M4 −
(

ln
1
R

)−1

osc
B4R

u + R, (3.8)

то из (3.7) для функции M4 + m4 − u(x) имеем

ess sup
BR

(M4 + m4 − u(x)) ≤ M4 −
(

ln
1
R

)−1

osc
B4R

u + R, (3.9)

и в обоих случаях приходим к (3.5). Поэтому без ограничения общности будем считать, что
для решения u(x) уравнения (1.1) выполнено соотношение (3.6). Для доказательства (3.5)
достаточно показать, что определенная в (3.1) функция v удовлетворяет оценке

ess sup
BR

v(x) ≤ ln ln
1
R

при R ≤ R1(M,n, k, α, β), (3.10)
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где k — постоянная из (1.10). Выберем в интегральном тождестве (1.3) пробную функцию

ϕ =
ηl

(M4 − u + R)s−1
,

где η ∈ C∞
0 (B3R), η = 1 в B2R, |∇η| ≤ CR−1, а s и l определены в (2.2). В результате,

пользуясь (1.2), получим

(α − 1)
∫

B3R

|∇u|p(x)ηl

(M4 − u + R)s
dx ≤ β

∫
B3R

|∇u|p(x)−1ηl−1|∇η|
(M4 − u + R)s−1

dx

и после применения неравенства Юнга с соответствующим ε придем к оценке
∫

B2R

|∇v|p(x)

(M4 − u + R)s−p(x)
dx ≤ C(M,α, β)Rn−s.

Отсюда, поскольку |∇v|s ≤ |∇v|p(x) + 1 и согласно условию (1.10)

(M4 − u + R)s−p(x) ≤ Rs−l ≤
(

ln ln
1
R

)k

,

будем иметь ∫
B2R

|∇v|s dx ≤ C(M,α, β)
(

ln ln
1
R

)k

Rn−s. (3.11)

Для доказательства неравенства (3.5) заметим, что по предположению (3.6) v(x) ≤ ln 2 на
множестве F1. Поэтому по теореме вложения с учетом (3.11) получим

∫
B2R\{v≤ln 2}

|v − ln 2|s dx ≤ C(n, s)Rs

∫
B2R

|∇v|s dx ≤ C(M,n,α, β)
(

ln ln
1
R

)k

Rn.

Отсюда и из (3.2) следует оценка

ess sup
BR

v(x) ≤ C(M,n,α, β)
(

ln ln
1
R

)k(n+1)/s

.

Или так как s ≥ α (см. (1.2)), то

ess sup
BR

v(x) ≤ C(M,n, k, α, β)
(

ln ln
1
R

)k(n+1)/α

.

Пользуясь теперь ограничением на величину постоянной k в (1.10), получим требуемое нера-
венство (3.10). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1. Проитерируем соотношение (3.5). Для j = 0, 1, . . . и
0 < ρ ≤ min{R1/4, 1/4}, где R1 — постоянная леммы 3.2, положим

rj = 4−jρ, ωj = osc
Brj

u, µj =
(

ln
1
rj

)−1
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и перепишем (3.5) в виде
ωj ≤ (1 − µj)ωj−1 + rj .

Отсюда по индукции в предположении
∏k

i=0 ai = 1 при k < 0 для j ≥ 1 будем иметь

ωj ≤ ω0

j−1∏
i=0

(1 − µj−i) +
j−1∑
k=0

rj−k

k−1∏
i=0

(1 − µj−i).

Для оценки полученных произведений заметим, что

k−1∏
i=0

(1 − µj−i) ≤ exp

(
−

k−1∑
i=0

µj−i

)
.

Поэтому в силу неравенств

µj−i ≥
1
4

rj−i∫
rj−i+1

dτ

τ ln 1
τ

,

j−1∑
k=0

rj−k

k−1∏
i=0

(1 − µj−i) ≤ ρ

получим

ωj ≤ ω0 exp

⎛
⎝−1

4

ρ∫
rj+1

dτ

τ ln 1
τ

⎞
⎠ + ρ ≤ 2 ess sup

Bρ

|u|
(

ln
ρ

rj+1

)−1/4

+ ρ.

Отсюда вытекают непрерывность решения в точке x0 и требуемая оценка (1.11). Теорема до-
казана.
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Inst. Mat. U. Dini. Univ. Firenze, 1987.
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