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МНОГОМЕРНЫЙ АНАЛОГ ОДНОЙ ФОРМУЛЫ А. Д . АЛЕКСАНДРОВА 

Пусть Ф, д Ф2—регулярные замкнутые ориентируемые четномерные гипер­
поверхности в евклидовом пространстве Еп~1. Введем на Ф, и Ф2 единые ло­
кальные параметры х1,..., х" и следующие обозначения: 

ll = al?dxadx\ l2 = al9dxadx?, Нж = b\?dxadx\ \L = b%dx*dx\ 

• f l ^ d e U a l p ) , a2=--Aei(a%), Х^ = alli2~2n) b%, X2„ = af2'2n)b% , 

da= {0>\a, ... ,аш), Ьа = (bia, ... ,ЬПа), Xa = (Xi„ , ... , Хя<, ), 

•" '•det(^ :)W-[*l-, . . . ,^I, det(ki
a?)=l^,...,lil}, Д^, = * Ь - ^ з , , 

дха ? = x; Ф-

i . 

X*?> det (Д&ар) = [Д &! , . . . , kb„], det(AXai3) = [AX1,...„ ДХЯ], 

ДГа(з = ГаЭ — raj3 — разности коэффициентов Кристоффеля Ф2 и Фг, ДЛ^—минор 
для элемента ДХа? в определителе det(AXa?), 

£>a(3 == 

дх и ...х lft .. Д -̂i.'p—1 ДХ1, p+i .. дх 1га 

ДХа_1, 1 ... Xtl_ii Й ... AX„_ii!3_i ДХв_1,|з+1 ... ДХа_1, „ 

ДХа+1, 1 ... K+i,k ... ДХя+1,р-1 ДХя+1,р+1 ... AXa+i ,„ 

ДХ п\ XI •nk .. ДХ„, АХ •л, Р+1 дх. 
Кроме того, знаком J будем отмечать пропуск /"-столбца. 

Пусть ср (х1,..., х'1)—вектор-функция, задающая Ф,, v—единичный вектор 
нормали к Ф^. Целью данной статьи является доказательство следующей 
теоремы. 

Т е о р е м а . Для регулярных замкнутых ориентируемых четномерних 
гиперповерхностей Ф. и Ф2 в ЕпЛг1 справедливо равенство 

\ а1К2п~2) \т ([ДХ! ДХЯ] _ [X?,... ,\2„] + [ Х ] , . . . , А„ ]) - ДЯ} (v, 9 ) dx1 л . . . л dx" + 

k v 

ф, / = 1 £ = 1 1=1 

Л - 1 

дх п ... дх1А ... д г & л ^ ... дх.„ 
Ал.у__, !-... ДХ ;_ 1 Й . . . Arf_lt аХА/, ... ДХу_11И 

ДХу+ь . ... ДХ;-+1Й...- ДГ/+1,аХйр ... ДХ /+,,И 

... Д Г ^ х 1 р A*«i дх ЙЙ дх„ 

*=! / = 1 2=1 <Х = 1 Л Л п 1 . . . А 1 да... ДАдд 

•= j " ( £ [ Д Х 1 . - , й ^ - - A X j J ^ A . - . A r f ^ , (1) 
ф, а = 1 
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где 
т—\ я—1 

т = ±, ДЯ=5](-1Г(/и-г) £ ([Х?,...Д,...Д1.,...,41 
/-=1 а. , . . . , а , = 1 

, -[^|.".\|-Л,!-.М)' 
З а м е ч а н и е 1. Формула (1) является обобщением по размерности фор­

мулы А. Д. Александрова [1] и результата [4]. 
З а м е ч а н и е 2. Если гиперповерхности Ф, и Ф2 изометричны и установ­

ленное между ними соответствие действительно и есть изометрия, то из фор­
мулы (1) получим многомерный аналог формулы Герглотца [2]: 

j l (т Щ,,..., Д&„] - Mi') (v, 9)da = j l ( Vj [Д6,,..., aa, ..., Д&„]) da, 
«t=*l 

m—1 • я - 1 

дя'=2(-1)'С»-'-) 2 ([й,...,^,...,й ...,bl\-
r = l я, , . . . , <y=l l ' 

— [b\,..., blr..., blr,..., b\\). 

Пусть Д с Ф , и Ж2 cz Ф2—соответствующие (по равенству локальных 
координат) односвязные области, лежащие в одной карте, и М—соответствую­
щая им область на плоскости параметров х1,...,хп. Будем считать, что на Ф, 
выбрана ориентация, а ориентация на Ф2 порождается ориентацией на Ф, и 
соответствием по равенству локальных координат. 

Введем в рассмотрение векторы 

я = 1 

и дифференциальную форму 
п 

• = 2 (Pt, <р) dxx л ... л dxl~~l л dx!+l л ... л dxn. а •• 

г = 1 

По формуле Стокса получим 
( я -1 ) (я) 

I -$«-Ш-*«(1>.. i ) + (S ( - l / + -^ .^* . . .A^. (2) 
дуИ Ж УИ ( = 1 ( = 1 

Доказательство теоремы опирается на следующие леммы. 
Лемма 1 [2]. Справедливы равенства 

dbhk d&kjk 2 i 2 „ 1 

дх] дх1 

п 

— Гуй к1р — Tjk kip — Yik kjp + Tfft Xyp • 

a = l a = l a = l ct=l 

j = l 0=1 

я 

2 [Дх,,..., x i , . . . , дх„] - от ([х?,..., il j. ~ [x\,..., xV]) + m [дх, , . . . , дх] = 
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т— 1 я - 1 

— [h,..., Ц , . . . , Кг, ••• ,К ])• 

Л е м м а 2. Имеет место равенство 

(5) 

у + 1 < ^ Е ^ - ' ^ - Е ^ " ' Е 
г=1 *=1 я=1" я=1" 

ft 
V 

дх,, ... дх,й ДГ^х^р ... дх,га 

д х / + 1 1 . . . дх / + 1 > й . . . д г / + 1 , л \ к р . . . д х / + 1 й 

.. Ь.Тт~ккр ... ДХ„га 

2 

Д «̂1 - ь\к 

+ 

+ _L_2 (_ ,,«/•. ji&ji «I.-J] 
ft=i / = 1 я=1 

дх, l / г*. . . . дх1я 

дх„, ... г £ , . . . дх„ 'vn 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограничимся рассмотрением случая у" = 1. Очевидно, 

k 

я - 1 

Е'-^'^Е'-"' Е 
* = 1 K=ft+1 

дх21 ... дх2 , 
< Ш 2 а <ЭДХ: •2ft 

UK* urs ДХП 

дхга,... дхп й . . . 
дМпа дМпк 

ДА 
дх" дха " 

Применяя (3), получим 

п ' п 
дЬАи 

k v 

Ем^-Е^Е 
/ = 1 ft=l < х = 1 

< х = 1 

^ 7? Р \\ ДХ21 ... ДХ2Й ... Г2 а Хйр — Г2аХА/7 ... ДХ5 

2 1 
ДХя1 . . . ДХПЙ ... Тт\kp — Г , и Хйр ... ДХ. 

^ ( Ё ^ Е & Ё Ь . + ЁМГ-Е^Ё^ 
ft=l Л=1 а = 1 ft^l / = 1 (1=1 

/ ( II-

Е <-•>-£ 
ft=i 

E<-i)*E 
А = 1 

л 

S 
а=1 

(a^tft) 

Я 

S 
а=1 

(a^ft) 

д х 2 1 . 

^ Я 1 -

д х 2 1 . 

д ^ -

V 

• Д^2Й • 

•• &пк • 

k 
V 

• Д>-2Й • 

•• &nk • 

• h^kp-
2 

. ДГгцХйр.. 

• • А1 яа ^ftp • 

- Д^2„ 

• Д^яя 

•Д^1я 

• Д^лл 

+ 

+ £ (-1Г1 *Alk J] Ь + -^ J (-1)* | j & J АП fta (6) 
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Но k 
V 2 

(o^ft) 

AX21...AX2ft ... Г&ДХяр...ДХ2я 

д х я 1 . . . дх„ й . . . тр
тЩР - д х « 

£ 
11=1 

ДХП ... Г } . . . . АХ,„ 

ДХи1 . . . Г „ а . . . АХ„ 

(7) 

Из равенств (6) и (7) следует утверждение леммы для случая / = 1. 
Л е м м а 3. Справедливо равенство 

и 

/=1 /=i ft=i ,«т1 s t = l 

дхи дх lft ... ДГ&Х i f i ! ftp дх ы 

ЛХ;_,_ 1... ДХ;_1§ ft ... АГ^_1, „ Х^ ... AX;_lf „ 
ДХ /+1>,... ДХ/+1> k ... Arf+i, «Хад ... AX/+li „ 

дх •щ .дх •Ilk 

ft=l / = 1 o = l u = l 

. .Arg.X^ ...AX 

ДХП...ДГ{,...ДХ,Я 

ДХ„, ... АГяа . . . ДХЯЯ 

+ 

(?9 

a\ 
l/(2n-2) {«( [x? , . . . , x2„] - [ x l , . . . X \ - [дх1.'••••• д х«1)'+ А я > v -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя деривационные формулы, получим 

ДХП ... Г } а . . . ДХ1Я 

1=1 (=1 а = 1 АХЯ1... Гя« ... АХЯ 

dtp 

их1 + 

+ ...+(j<-ir^"+i; 
i = l «=1 

АХМ ... Г?. ... ДХ1Я 

АХЯ1 ... Тп
т ... ДХЯЯ 

dtp 

дх'1 

1/(2л-2) 
«1 

д х и . . . x L . . . АХ1Я 
N. 

АХЯ1 ... Хяа ... ДХЯ 

Отсюда и из равенства (5) и леммы 2 вытекает утверждение леммы 3. 
Переходим к доказательству теоремы. Из равенств (4), (3) и леммы 3 

вытекает, что 

J « = J(Jj [AX 1 , . . . , a i , . . . ,AX„]]£ ix l A. . .Ad*» + 
дМ М, а=1 

й 
V 

+ J { S ( S ( - I ) W + , S 
ytf, / = 1 fc-1 a = l 

ДХ, ДХ lft ... Arf .xL ... АХ1Я 

AXy_lf, ... AX,_Iifc ... АГ^_1,'.Хяр ... А Х ^ ^ 
АХ /+1р1... ДХ/+1 k... ДГУ+1..ХВР ... АХ/+1|„ 

ДХ п\ ... дх„, . . . д г £ в х я niKhp АХ. 
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дх, ДГ{« ДХ ы 
ДХ й 1 . . .ДГ^. . . ДХ,М 

дх' cpjlflfx1 л ... л dxn -f 

+ J a ! / M {m ([X?,... /X2„ J - {Xl,..., \\ ] - [ДХ,,..., ДХ„]) Д Я } ^ , ' <p)rfjc1 л ... Adxn. 

(8) 
Рассмотрим теперь какую-нибудь триангуляцию поверхности Фг 

(см., напр., [3]), и пусть каждая область этой триангуляции лежит в одной 
карте. Поскольку поверхность Ф{ ориентируема и замкнута, то, просуммировав 
равенства (8) по всем областям триангуляции, получим утверждение теоремы. 

В заключение отметим, что полученные нами результаты могут быть 
использованы при исследовании проблемы однозначной определенности поверх­
ностей в евклидовом пространстве. 
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