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В настоящей работе предлагается некоторая модификация известного алгоритма Бенетти-
на [1] вычисления старшего ляпуновского показателя хаотического аттрактора. Напомним, что 
в упомянутом алгоритме при интегрировании системы в вариациях на траектории из аттрак­
тора через равные промежутки времени заданной длины Т > 0 проводится перенормировка 
вектора начальных условий. Основная идея нашего варианта метода состоит в том, чтобы 
"заставить" систему саму выбирать моменты перенормировок по определенному правилу, т.е. 
динамически. 

1. В пространстве R n , п > 3, рассмотрим произвольную систему обыкновенных диффе­
ренциальных уравнений 

x = f(x) (1) 

с гладкой правой частью / и будем считать, что она имеет компактный аттрактор А с хаоти­
ческим поведением траекторий. Последнее означает, что, во-первых, для множества А предпо­
лагается существование так называемой поглощающей окрестности, т.е. такого ограниченного 
открытого множества U D А , что замыкание (рг{Ы) С U при всех t > 0 и, кроме того, 
П ^ > о ^ ( ^ ) ~ А (здесь (рг(хо), <P°{XQ) = #о, - поток, задаваемый системой (1) ) . Во-вторых, 
предполагаем существование подмножества А С А со следующими свойствами: 

а) А - вероятностный аттрактор [2], т.е. наименьшее замкнутое множество, содержащее 
о;-предельные множества для почти всех точек из U\ 

б) множество А является хаотическим в смысле определения Девани [3, 4], т.е. в А плотны 
периодические траектории системы (1) и, кроме того, сужение на А ее фазового потока (рг 

обладает свойством топологической транзитивности. Как показано в [4], из этих двух требо­
ваний вытекает неустойчивость по Ляпунову каждой отдельно взятой траектории, принадле­
жащей множеству А , или, иными словами, существенная зависимость от начальных данных. 

Следует добавить, что класс систем (1) с требуемыми свойствами заведомо не пуст, так как 
всем перечисленным предположениям удовлетворяет, например, аттрактор А лоренцевского 
типа или так называемый квазигиперболический аттрактор, достаточные условия существова­
ния которого в терминах оператора последования Пуанкаре приведены в [5, 6]. Реализуемость 
же этих условий в трехмерном случае установлена в [7]. К квазигиперболическим относится и 
аттрактор в классической системе Лоренца 

х = а(у — ж), у — тх — у — xz, z = —bz + ху (2) 

при значениях параметров а = 10, г = 28, Ь = 8/3. 
Приведенное определение хаотического аттрактора не является единственно возможным. 

Например, можно считать, что А - стохастический аттрактор в смысле определения Я.Г. Си­
ная [8], сформулированного в терминах инвариантной меры. Существует также определение 
хаоса по Ли-Йорке (см, например, [9]) и т.д. В любом случае, однако, важным, на наш взгляд, 
представляется лишь свойство существенной зависимости от начальных данных, которое, соб­
ственно говоря, и служит синонимом самого понятия "хаос". Что же касается практической 
стороны вопроса, то общепринятый эвристический критерий наличия требуемого свойства 
состоит в существовании хотя бы одного положительного показателя в ляпуновском спектре 
аттрактора. 
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Таким образом, естественно возникает проблема разработки различных алгоритмов расче­
та наибольшего ляпуновского показателя А т а х аттрактора А. 

Приступим к описанию нашего варианта алгоритма Бенеттина (алгоритм Б) ; этот вариант 
уместно назвать методом динамической перенормировки (алгоритм Д ) . Для этого зафиксиру­
ем некоторую точку хо из хаотического аттрактора Л , выпустим из нее траекторию х = xo(t), 
хо(0) = хо, системы (1) и рассмотрим систему в вариациях на данной траектории 

к = A{t)h, h\t=o = h0; (3) 

здесь A(t) = / ' ( # ) | ж = х 0 ( Ф а ho, ll^oII = 1 (II * II ~ евклидова норма в Шп ) , - произвольный 
вектор. Единственное условие, которому должны удовлетворять начальная точка XQ £ А и 
начальная вариация ho и которое всюду ниже считаем выполненным, состоит в требовании 
их "типичности". Последнее означает, что 

А ш а х = lim 7ш | |Л (* )Н , (4) 

где h(t) - решение задачи Коши (3) ,а А т а х - старший ляпуновский показатель аттрактора А. 
Точнее говоря, мы предполагаем, опираясь на теорему Оселедца [10], что этот показатель 

одинаков для почти всех хо € А по определенной на хаотическом аттракторе А физической 
(естественной) или колмогоровской мере. Для удобства напомним описание колмогоровской 
меры. Рассмотрим произвольную точку хо € U и выпустим из нее траекторию х = <рг{хо) 
системы (1). Далее, зафиксируем произвольное число Г > 0 и рассмотрим борелевскую ме­
ру М ж 0 , т в определенную по следующему правилу: для любого борелевского множества 
В С W1 полагаем 

/ i * 0 , T ( # ) = mes{t: 0 < t < Т, <р*(х0) € В}/Т, 

где mes(-) - обычная мера Лебега. Ясно, что рХор(В) - относительная доля времени пребы­
вания фазовой точки (рг(хо) в J5. Основное допущение заключается в том, что для любой 
фиксированной непрерывной функции д : U Ш и для почти всех хо £ U (по мере Лебега) 
должно выполняться предельное равенство 

и и 

где - некоторая не зависящая от хо эргодическая борелевская вероятностная мера. В этом 
случае р и есть колмогоровская инвариантная эргодическая мера на хаотическом аттрак­
торе А. 

2. Продолжим описание алгоритма Д в предположении, что реализуется самый интересный 
случай А т а х > 0. 

Зафиксируем произвольное число u m a x > 1 и наряду с системой (3) рассмотрим отвечаю­
щую ей релейную систему 

К = R(t, К), /i*|*=o = ho (5) 

с тем же начальным вектором ho, решение h*(t) которой определим конструктивно. А именно 
сначала положим h*(t) = h(t) и будем считать это равенство справедливым до тех пор, пока 
ИМ*) II < u m a x . Заметим, что | | / i ( t ) | | -> оо при t —» -Ьоо в силу (4) и условия А т а х > 0. 
Поэтому обязательно найдется такой первый момент времени t\ > 0, что ||/i*(£i)| | = г / т а х . 

В ЭТОТ момент производится переключение и при t > t\ функция h*(t) определяется уже 
как решение задачи Коши 

К = A(t)K, K \ t = t l = M * i - 0 ) / | | M * i - 0) | | . (6) 

Закон (6) изменения h*(t) в свою очередь справедлив до очередного момента переключения £2, 
когда первый раз (после момента t\) норма достигнет порогового значения w m a x 

(такой момент времени обязательно наступит по тем же причинам, что и выше). 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 41 № 2 2005 



270 ГЛЫЗИН и др. 

При t > £2 снова имеем дело с задачей Коши (6), в которой, естественно, t\ заменяется на 
£2 и т.д. Таким образом, получаем бесконечную последовательность моментов переключений 
t m , т > 1, где tm - наименьший положительный корень уравнения 

HM*)ll = ( w ) m , (7) 

а само решение h*(t) релейной системы (5) на любом промежутке tm < t < tm+i задается 
формулой h*(t) = h(t) / (итгх)т. Обозначим, далее, через т = m(t) число переключений на 
промежутке времени [О,*]. Нашим основным результатом является 

Теорема 1, Справедливо предельное равенство 

lim m(t) \n(um^x)/t = A m a x . (8) 

Доказательство. Прежде всего ясно, что моменты переключений tm -> 4-00 при га —> оо 
(в противном случае уходило бы в бесконечность за конечное время решение задачи Коши (3), 
а это невозможно). Далее, обратимся к уравнению (7) и подставим в него вытекающее из (4) 
представление 

| |Л (« ) | | = е х р [ ( А т а х + * (* ) )« ] , S(t) -> 0 при t - > +00. (9) 

В итоге убеждаемся в том, что 

Атах + 5т = ™>ln(umax)/tm, 6т = S(tm). (10) 

Формула (10) позволяет ответить на все вопросы. Действительно, из нее очевидным обра­
зом следует искомое асимптотическое представление для tm 

t m = m l n ( ^ m a x ) [1 + о(1)], m - > o o . (11) 
Amax 

Кроме того, эта формула сводит обоснование теоремы к проверке предельного равенства 
lim(t/tm) = 1 при t —> +оо, которое справедливо, так как из определения m(t) следует, 
что 

m(t) -> оо при t -> -foo, t m / * m + i < tm/t < 1. (12) 

А отсюда и из очевидного равенства l i m ( £ m / £ m + i ) = 1 при т —> оо (см. (11)) получаем 
требуемый факт. Теорема доказана. 

3. Сделаем ряд замечаний. Во-первых, при численной реализации предложенного алгорит­
ма Д интегрированию подлежит не исходная система в вариациях (3), а релейная система (5) , 
решение /г*(£) которой остается при всех t > 0 ограниченным по норме величиной u m a x . Та­
ким образом, как и в алгоритме Б, здесь не возникает компьютерных проблем, связанных с 
переполнением регистров процессора. Расчетная же формула для А т а х в данном случае имеет 
достаточно простой вид 

A m a x = m{t) l n ( t l m a x ) / < . (13) 

Во-вторых, предельное равенство (8) остается справедливым и при А т а х = 0, т.е. для 
регулярного аттрактора. Действительно, оно очевидным образом выполняется в простейшей 
ситуации, когда m(t) = то при всех достаточно больших т.е. когда происходит лишь 
конечное число переключений. Если же m(t) —г оо при t —> +оо, то сохраняются формула (10) 
и неравенства из (12), а значит, имеем m(t) l n ( w m a x ) / £ = Smtm/t < Sm —» 0, t —> -foo. 

В-третьих, в случае A m a x > 0 вместо (13) можно пользоваться расчетной формулой 

Атах = m(t) l n ( u m a x ) / t m , (14) 

позволяющей получить более точный результат. Действительно, остаток в этой формуле сов­
падает с —S(tm) и в силу (11) скорость его затухания определяется поведением при t —у -foo 
функции S(t) из (9). Заметим, что такой же скоростью сходимости обладает и алгоритм Б, 
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поскольку остаток в нем имеет вид —<5(гаТ), где Т - время перенормировки. Таким образом, 
оба метода по скорости сходимости асимптотически эквивалентны. 

И наконец, в-четвертых, формула (14), вообще говоря, не работает при А т а х = 0. В са­
мом деле, в уже упоминавшемся случае конечного числа переключений т о > 1 она выдаст 
ненулевое значение mo l n ( w m a x ) / * m 0 - В отличие от (14) первоначальная формула (13) лишена 
этого недостатка, но обе они заведомо не пригодны в случае А т а х < 0, когда аттрактор А -
состояние равновесия. 

4. В связи с этим возникает необходимость в надлежащем подправлении алгоритма Д, 
которое может быть сделано двумя способами. 

Первый способ состоит в слиянии алгоритмов Б и Д. Зафиксируем произвольно два числа 
u m a x > 1? Т > 0 и будем находить моменты переключений по следующему правилу. Как и 
выше, сначала определим решение релейной системы (5) по формуле h*(t) = h(t), а затем 
рассмотрим первый момент времени т\ > 0 (если он существует), когда | | Л * ( п ) | | = u m a x , и 
положим t\ = min(T, т\). При t = t\ происходит, естественно, переключение и при t > t\ 
решение /i*(£) системы (5) определяется из задачи Коши вида (6). 

Предположим, далее, что уже известны моменты переключений Тогда в ка­
честве tk возьмем min(fcT, 7 > ) , где - первый момент времени, больший t^-i? в который 
норма достигает порогового значения u m a x (как и выше, возможен случай 7> = + о о ) . 
При t = tk происходит очередное переключение и весь процесс повторяется. Что же касается 
расчетной формулы для А т а х , то, как и в алгоритме Б, она имеет вид 

- 771 

А т ах = — £ 1 п | | М Ъ - 0 ) | | . (15) 
t m к=1 

Следует отметить, что приведенный вариант модифицированного алгоритма заведомо ра­
ботает для всех возможных значений А т а х , а при А т а х < 0, начиная с некоторого шага, совпа­
дает с алгоритмом Б. В случае же А т а х > 0 при дополнительном условии Т > l n ( u m a x ) / A m a x 

включается механизм динамической перенормировки, а при выполнении строго противопо­
ложного неравенства по-прежнему имеем дело с алгоритмом Б. Единственным недостатком 
здесь является тот факт, что расчетная формула (15) теряет простоту, присущую равен­
ствам (13), (14). 

Второй способ модификации алгоритма Д избавлен от отмеченного выше недостатка. Для 
его описания фиксируем два пороговых значения u m a x > 1 и i i m i n Е (0,1) и считаем, что 
переключения в релейной системе (5) происходят в моменты времени, когда | |Л*(*) | | прини­
мает любое из значений и т а х или u m m . Обозначим далее через m\{t) и rri2(t) количества 
переключений на отрезке [0,<], связанные с достижением u m a x и ит\п соответственно. Ис­
пользуя те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 1, приходим к следующему 
утверждению. 

Теорема 2. Вне зависимости от знака А т а х справедливо предельное равенство 

lim [rai(t) l n ( w m a x ) + m2(t) l n ( u m i n ) ] / t A m a x . (16) 
t-^+oo 

Добавим еще, что аналоги теорем 1 и 2 можно получить и для точечных отображений. 
Однако расчетные формулы для А т а х в таком случае уже не будут иметь столь изящный вид, 
как в случае потоков (см. (13), (14), (16)). 

5. Данные сравнительного анализа алгоритмов Б (время перенормировки Т = 1) и Д 
( ^ т а х = 2, расчетная формула (14)) приведены в табл. 1. Первая строка в ней относится к 
системе (2) при а = 10, г = 28, Ъ = 2.67, а вторая и третья - к системе Ресслера 

х = —у — z, у = х + ау, z — b+ (х — r)z (17) 

при а = 0.2, Ъ = 0.2, г = 5.7 и а = 0.28, b = 0.02, г = 6.7. В четвертой строке содержатся 
результаты расчетов для системы 

Vj + VJ + /3VJ + avj-i + = 0, v0 = г;3, aE, /3 = 2, (18) 
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из радиофизики. В пятой строке приведены данные для системы 

6 = d£2 cos(a + 6) + (1 - rfcos S -

6 = d£i cos(a -S) + (l-dcosS-||)&, (19) 

« = ~ < * ( ( 6 / 6 ) sin(a + * ) + ( 6 / 6 ) sin(a - 6)) + - £2

2), 

представляющей собой нормальную форму пары близких диффузионно связанных осцилля­
торов (d = 1.8, Ь = 10, J = — тг/З) [11]. Шестая и седьмая строки соответствуют системам с 
запаздыванием из механики и экологии (см. [12, 13]) 

x + Ax + x + (B + x(t-l))x(t-l) = 0, J4 = 1, J5 = -1.89, (20) 

Nx = r [ l - aN2 - Nx(t - 1)]ЛГ Ь N2 = r [ l - o M - N2(t - 1)]N2, r = 2.95, a = 0.95. (21) 

И наконец, в восьмой строке представлены данные для модели хищник-жертва [13] 

Nx = п [ 1 + а(1 - ЛГ2) - Ni(t - /ц)]ЛГ ь 7V2 = r2[Nx - iV 2 ( t - Л 2 ) ] ^ 2 (22) 

при п = 1.6, r 2 = 1.5,a = 0.2, /ii = l , /г2 = 2. Во всех случаях интегрирование проводилось 
методом Рунге-Кутта четвертого порядка с постоянным шагом 10~4 на временном промежут­
ке длины 2000. Получившиеся в итоге результаты и отражены в таблице. Точнее говоря, во 
втором и третьем ее столбцах приведены средние (за последние 500 единиц времени) значения 
А т а х ? вычисленные по алгоритмам Б и Д соответственно, а в четвертом и пятом - количество 
перенормировок и мин./макс, время между соседними перенормировками в алгоритме Д . 

Таблица 1 

Система Показатель (Б) Показатель ( Д ) Кол-во 
перенорм. 

Мин./макс. время 

1 0.9033 0.9064 2622 0.0635/8.4856 
2 0.0710 0.0721 210 0.1037/58.4125 
3 0.1045 0.1075 299 0.0481/51.4872 
4 0.1956 0.1990 565 0.0058/30.7112 
5 0.3446 0.3480 980 0.03/18.849 
6 0.1111 0.1104 330 0.2027/34.3437 
7 0.0946 0.0984 295 0.3503/48.9014 
8 0.0932 0.1017 295 0.1049/58.2558 

Из представленных данных следует, что, вообще говоря, алгоритм Д является более эко­
номным, так как требует меньшего числа перенормировок. Это обстоятельство несущественно 
при исследовании простых систем вида (2), (17)—(19), но оказывается полезным в случае сис­
тем (20)-(22), так как перенормировка в них состоит в нахождении максимального по модулю 
значения из некоторого числового массива и последующего деления на найденное число всех 
элементов массива. Заметим также (см. пятый столбец таблицы), что время между соседними 
перенормировками в алгоритме Д варьируется в достаточно широких пределах. А это свиде­
тельствует о том, что данный алгоритм лучше учитывает специфику системы (на участках 
быстрых движений перенормировки идут чаще, а на более спокойных участках - реже). 

Подводя итог, можем констатировать, что алгоритм Д работает во всяком случае не хуже, 
чем Б (напомним, что по скорости сходимости они эквивалентны). Преимущество же перед 
алгоритмом Б новый алгоритм Д может иметь в двух ситуациях: при анализе систем с распре­
деленными параметрами, когда каждая отдельно взятая перенормировка представляет собой 
нетривиальную процедуру, и при исследовании систем с ясно выраженными релаксационными 
свойствами. Алгоритм Д реализован в программе, доступной по адресу: tracer3.narod.ru. 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (проект 02-01-01286). 
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