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ОБОБЩЕННАЯ ЭНТРОПИЯ
ГЕЙЗЕНБЕРГОВСКОЙ СПИНОВОЙ ЦЕПОЧКИ

Рассматривается квантовая XY -цепочка в поперечном магнитном поле. Ис-
следуется энтропия Реньи для блока соседних спинов в бесконечной цепочке
при нулевой температуре. По сути энтропия Реньи представляет собой след
матрицы плотности блока, возведенной в некоторую степень α. Энтропия бло-
ков большого размера вычислена в терминах эллиптической λ-функции Клейна.
Предельная энтропия исследуется как функция параметра α. Показано, что эн-
тропия Реньи есть функция, автоморфная относительно некоторой подгруппы
модулярной группы. С помощью этого наблюдения выводятся трансформаци-
онные свойства энтропии Реньи относительно отображения α→ α−1.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работах [1]–[5] была решена XY -модель

H = −
∞∑

n=−∞
(1 + γ)σx

nσx
n+1 + (1− γ)σy

nσy
n+1 + hσz

n.

Спектр этой модели имеет вид

ϵk = 4

√(
cos k − h

2

)2

+ γ2 sin2 k.

Наша задача состоит в том, чтобы вычислить энтропию блока большого размера,
составленного из соседних спинов и находящегося в основном состоянии |GS⟩, как
меру зацепления между этим блоком и остатком цепочки [6]–[8].

Будем рассматривать полную цепочку как бинарную систему: |GS⟩ = |A&B⟩.
Блоку из L соседних спинов отвечает подсистема A, а остатку цепочки – подсисте-
ма B. Матрица плотности основного состояния обозначается через ρAB = |GS⟩⟨GS|.
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Редуцированная матрица плотности подсистемы A имеет вид ρA = TrB(ρAB). При
этом выражения для энтропии фон Неймана S(ρA) и энтропии Реньи SR(ρA, α) спи-
нового блока записываются как

S(ρA) = −Tr(ρA ln ρA), SR(ρA, α) =
1

1− α
ln Tr(ρα

A), 1 > α > 0.

Здесь степень α выступает в роли параметра.
С помощью метода теплицевых определителей, формулы Фишера–Гартвига и ме-

тодов, основанных на интегрируемых фредгольмовых операторах [9]–[14], энтропия
Реньи была вычислена в работах [15]–[19]. Чтобы описать результат, необходимо
ввести параметр k:

k =



√
(h/2)2 + γ2 − 1

γ
, 4(1− γ2) < h2 < 4,√

1− (h/2)2 − γ2

1− (h/2)2
, h2 < 4(1− γ2),

γ√
(h/2)2 + γ2 − 1

, h > 2.

Нам также понадобятся полный эллиптический интеграл первого рода и модуль:

I(k) =
∫ 1

0

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

, τ0 =
I(k′)
I(k)

,

где k′ =
√

1− k2.
Стандартный модулярный параметр τ задается соотношениями

q = eπiτ , τ = i
I(k′)
I(k)

≡ iτ0, Im τ > 0.

Тета-функции θj(z, q) [20], [21] при этом записываются как θj(z|τ) := θj(z, eπiτ ),
j = 1, 2, 3, 4, а энтропия Реньи приобретает вид

SR(ρA, α) =
1
6
· α

1− α
ln(kk′)− 1

3
· 1
1− α

ln
θ2(0|αiτ0)θ4(0|αiτ0)

θ2
3(0|αiτ0)

+
1
3

ln 2.

2. ЭНТРОПИЯ РЕНЬИ И МОДУЛЯРНЫЕ ФУНКЦИИ

Квадрат эллиптического параметра k как функция модулярного параметра τ

стандартным образом обозначается через λ(τ) и называется эллиптической λ-функ-
цией, или λ-модулярной функцией [22]–[26]. Заметим, что

λ(τ) =
θ4
2(0|τ)

θ4
3(0|τ)

≡ k2(eiπτ ), Im τ > 0, 1− λ(τ) =
θ4
4(0|τ)

θ4
3(0|τ)

≡ k′
2(eiπτ ).

Функция λ(τ) играет центральную роль в теории модулярных функций и модуляр-
ных форм, и ей посвящена обширная литература. Формулы для энтропии Реньи
в терминах модулярных λ-функций имеют вид

SR(ρA, α) =
1
6
· α

1− α
ln(kk′)− 1

12
· 1
1− α

ln
{
λ(αiτ0)

(
1− λ(αiτ0)

)}
+

1
3

ln 2
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при h > 2 и

SR(ρA, α) =
1
6
· α

1− α
ln

(
k′

k2

)
+

1
12
· 1
1− α

ln
λ2(αiτ0)

1− λ(αiτ0)
+

1
3

ln 2

при h < 2. Эти соотношения позволяют использовать мощный аппарат теории моду-
лярных функций в исследованиях энтропии Реньи. Подробный анализ этого вопроса
будет проведен в последующих публикациях. В настоящей работе мы ограничимся
описанием двух наиболее непосредственных приложений теории модулярных функ-
ций, связанных со свойствами симметрии λ-функции.

Модулярные преобразования. Положим

f(τ) := λ(τ)
(
1− λ(τ)

)
, g(τ) :=

λ2(τ)
1− λ(τ)

и перепишем формулы для энтропии Реньи в новом виде:

SR(ρA, α) =


1
6
· α

1− α
ln(kk′)− 1

12
· 1
1− α

ln f(αiτ0) +
1
3

ln 2, h > 2,

1
6
· α

1− α
ln

(
k′

k2

)
+

1
12
· 1
1− α

ln g(αiτ0) +
1
3

ln 2, h < 2.

Из указанных симметрий вытекают соотношения симметрий для функций f(τ) и
g(τ) под действием модулярной группы:

f(τ + 1) = − g(τ)
f(τ)

, f

(
−1

τ

)
= f(τ),

g(τ + 1) = g(τ), g

(
−1

τ

)
=

g(τ)
f(τ)

.

Отсюда видно, что функция f(τ) автоморфна относительно подгруппы модулярной
группы, порождаемой преобразованиями

τ → τ + 2, τ → −1
τ

, (1)

в то время как функция g(τ) является автоморфной относительно подгруппы моду-
лярной группы, порождаемой преобразованиями

τ → τ + 1, τ → − τ

2τ + 1
. (2)

Разумеется, обе функции наследуют от λ-функции свойство автоморфности отно-
сительно подгруппы, которая представляет собой общую подгруппу для подгрупп
преобразований (1) и (2). Мы приходим к следующему утверждению.

Предложение. С точностью до тривиальных аддитивных членов и мульти-
пликативных факторов и после простого масштабного преобразования энтропия
Реньи как функция от α представляет собой функцию, автоморфную относитель-
но подгруппы (1) группы модулярных преобразований в случае h > 2 и автоморфную
относительно подгруппы (2) группы модулярных преобразований в случае h < 2; в
обоих случаях энтропия автоморфна относительно действия общей подгрупы двух
указанных групп преобразований.
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Из симметрии энтропии Реньи вытекают, в частности, следующие явные соотно-
шения между величинами энтропии в точках α и 1/ατ2

0 :

SR

(
ρA,

1
ατ2

0

)
=

ατ2
0

ατ2
0 − 1

(1− α)SR(ρA, α) +
1
6
· 1− α2τ2

0

ατ2
0 − 1

ln
kk′

4

при h > 2 и

SR

(
ρA,

1
ατ2

0

)
=

ατ2
0 − α2τ2

0

ατ2
0 − 1

SR(ρA, α) +
1
6
· 1− α2τ2

0

ατ2
0 − 1

ln
k′

4k2
−

− 1
12
· ατ2

0

ατ2
0 − 1

ln f(αiτ0)

при h < 2. Особо отметим появление дополнительного члена, содержащего моду-
лярную функцию f(τ), в случае h < 2.
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