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КОНТАКТНЫЕ СИММЕТРИИ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЙ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 
В. Е. Шемарулин 

Рассматриваются квазилинейные уравнения 

(ф* - с2)-<¥хх + (ф* ~ <?)-Vvy + (Ф2
2 ~ с2)'Ф22 + 2 ф Л - ф х 1 / + 2 Ф Л ф я г + 

С2 = — 2 — " ( ^ 2 — Фя — Фу — Фг)' ^ = COnst, Ш = Cons t , 

(ф£ - с2)*Фхх + <Фу - c2)'(Pi/y + Ф« + 2Ф*ЯУ<Рху + 2V«P*t + 2V<*V " 

- - 7 ^ = 0 , (2) 

( Й + Ф2П 
са = — (* — 1) \Ф* + 2 — / ' А; = const, v==0,l , 

к которым сводятся системы уравнений, описывающие безвихревые изэнтро-
пические течения политропного газа с показателем адиабаты к [1]. Уравне
ние (1) описывает трехмерные установившиеся потоки, а уравнение (2) — дву
мерные неустановившиеся плоские (v = 0) и осесимметричные (v = 1) пото
ки. В уравнениях (1), (2) ф — потенциал скоростей, с — скорость звука; 
м?, к е R. 

Физическими являются требования с2 > 0, к > 1. Однако формальна 
результаты работы справедливы для любого вещественного к Ф + 1 . 

Ниже используются обозначения, терминология и факты, принятые и до
казанные в [2, 3]. Контактные симметрии и законы сохранения вычисляются 
в соответствии с методом, изложенным в [3]. 

Уравнения (1), (2) являются уравнениями на трехмерном многообразии 
М = R* (qx, g2, g3), где qx = х, q2 = у, q3 = z для (1) nq3=Et для (2). Пусть 
Ф = 1гМ — многообразие 1-джетов гладких функций на М\ Ф ^ R1 (q\r 
и, Pi) (i = 1 ,2 , 3); to — эффективная 3-форма на Ф, представляющая урав
нения (1), (2), ю <= Л3 (i?7); Xf — контактное векторное поле на Ф с произ
водящей функцией / е С°° (Ф). 

Алгебру симметрии Xf уравнения с представляющей формой <о будем 
обозначать symc (Д^). Функция / е symc (A^) тогда и только тогда, когда 

h-(o + dpi/0) + ifdpW + f'Lx(o = 0, (3) 
где h — гладкая функция на Ф, dp — проекция внешнего дифференциала,, 
i/to = Xf _] (о, Lt(d — производная Ли вдоль поля Хх [3]. 

Законы сохранения на Ф находятся во взаимно однозначном соответ
ствии с решениями g следующего уравнения [3J: 

Е (*•©) ЕЕ g-E (to) + Xt (*).® + dpg Д ±dp(i> + dp^o) = 0, (4> 
£ (©) = Lx (to) + dpo ±_ о dp (to). 

Решения g e C°° (Ф) уравнения (4) называют производящими функциями за
конов сохранения, отвечающих им в силу отмеченного взаимно однозначного 
соответствия. Процедура восстановления закона сохранения по его произво
дящей функции описана в [3]. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если к Ф 1, то контактные симметрии урав
нений (1), (2) являются точечными. 

Уравнения (1), (2) при к Ф 1 являются уравнениями Эйлера — Лагран-
жа, отвечающими лагранжианам Lx = i*/^1), i = w2 — ф | — ф^ — <р| 

и L2 — yV'ik^li~1\ j = ф^-f "о* (ф^ + Ф^), соответственно. Поэтому клас-
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сическая теорема Э. Нётер обуславливает связь между производящими функ
циями симметрии и законов сохранения для этих уравнений. Ее точный вид 
устанавливается в следующих двух предложениях. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть g — производящая функция закона со
хранения для уравнения, задаваемого эффективной формой со, и функция а ф О 
удовлетворяет соотношению dp (а-со) = 0 . Тогда a~xg e symc (Aw). Более того, 
если f e symc (А^), то g = a-f является производящей функцией закона со
хранения тогда и только тогда, когда для функции h из (3) выполнено ра
венство 

h = Хх (/) + а " 1 - / . ^ + a^-ifdpa. 
П р е д л о ж е н и е 3. В качестве функции а, фигурирующей в предло

жении 2, для уравнения (1) можно взять функцию а = i~' ~"2"* ~ К 
Л — w2 — р\ — р\ — Рд, а для уравнения (2) — функцию а = д^'* » 

1 
i = Рз + у (Р* + Pa)-

Ниже под а понимается одна из функций, описанных в предложении 3. 
При к ф + 1 справедливы следующие теоремы. 
ТЕОРЕМА 1. Алгебра контактных симметрии уравнения (1) как ли

лейное пространство имеет базис 
/о = U h = Pi', fij = PiQj — PjQu i, 7 = 1, 2, 3; i =£= /, 

U = и — g^ i — g2P2 — 9зРз-
Базис пространства контактных законов сохранения образует законы со

хранения массы (энергии), импульса и момента импульса с производящими 
функциями 

go = Л; *i = «Л; ft,/ = a (Piqj — pfQi); i, / = 1, 2, 3; i =/= /. 
ТЕОРЕМА 2. Алгебра контактных симметрии^ уравнения (2) в плоском 

случае (v = 0) как линейное пространство имеет базис: 
а) при & ф 2 В х = {/0 =• 1; / i = Pi , /2 = P2t /з = Р 3 ; /4 = Pi?2 — PtQu 

h = 9i — 9зР1» /б = ?2 — 9зР2^ /? = и — q1p1 — q2p2 — q3ps, /8 = и + ЯзРзК 
1 

б) прик=2В2 = Вги{ф, где /J = у (gj + gj) — qxq^px — ̂ з ' Р г — ^ 'Рз-
Базис пространства контактных законов сохранения при к ф 2 образу

ет законы сохранения массы, импульса, энергии, момента импульса, теоремы 
о движении центра масс с производящими функциями 

gi = a*fh i = 0, 1, . . ., 6, (5) 
и дополнительный закон сохранения с производящей функцией, зависящей от к7 

Г * + * 1 
h = a' [-3(А-1) -Л + Л] ' <6> 

лгри к = 2 система (5), (6) дополняется функцией gj| = a •/{}. 
ТЕОРЕМА 3. Алгебра контактных симметрии уравнения (2) в осесим-

метричном случае (v = 1) как линейное пространство имеет базис: 
а) гари /с =£ 5/3 В3 = {/0 = 1; /х = p l t /2 = р 3 ; / , = ? 1 — g 3 p i ; /4 = и— 

— ?iPi — 9гР2 — ЯзРз, /б = " + 9зРз}» 
б) гари /с = 5/3 Я 4 = Я 3 U {/ЦК г&? 

1 
^6 = У («1 + Ф ~~ Ы*'Р\ — ЯгЯз-Рг — а\ръ-

Базис пространства контактных законов сохранения при к Ф 5/3 обра
зует законы сохранения массы, импульса, энергии, теоремы о движении цент
ра масс с производящими функциями 

gi= a-h; * = 0, 1, 2, 3 , (7 
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и дополнительный закон сохранения с производящей функцией, зависящей от kr 

Г k +! 1 
** = а' [- 4 ( Л - 1 ) ' ^ + / 5 j , (8> 

гсри А: = 5/3 система (7), (8) дополняется функцией g^ — a-f^. 
З а м е ч а н и е 1. Все функции fi и g{, перечисленные в теоремах 1— Зг 

являются производящими функциями симметрии и законов сохранения и для 
к = — 1 . Кроме того, при к = —1 функция g = а-(и + q3p3) определяет до
полнительный закон сохранения для уравнения (2) как в плоском (v = 0)г 
так и в осесимметричном (v = 1) случае. 

З а м е ч а н и е 2. Частично результаты, относящиеся к уравнению (2) 
в плоском случае, приведены в [4]. 

В заключение автор выражает благодарность В. В. Лычагину за внима
ние к работе и полезные обсуждения. 
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