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Рассматривается задача расчета номинальных значений параметров проектируемого устрой­
ства, изготовление по которым обеспечивало бы получение устройства с наилучшей качест­
венной характеристикой, в пределах точностных возможностей используемого оборудова­
ния. Приводится ее формализация в виде задачи отыскания максимина функции разности ар­
гументов. Предлагается алгоритм решения для случая, когда качественная характеристика 
устройства является квазивогнутой функцией параметров. 

1. ПОСТАНОВКА З А Д А Ч И 
Разработчик устройства, учитывая процесс его будущей технической реализации, часто бы­

вает вынужден ориентироваться на уже имеющийся комплекс оборудования, точностные воз­
можности которого ему известны. Тогда в той стадии проектирования, когда определена эле­
ментная база и структура устройства, а затем исследована функциональная зависимость качест­
венной характеристики устройства от параметров, возникает следующая задача. Требуется 
указать номинальные значения параметров, изготовление по которым обеспечивает наилуч­
шую в пределах точностных возможностей оборудования, выходную характеристику устройст­
ва. Приведем одну из возможных формализации этой задачи. 

Пусть функция j{x) выражает зависимость качественной характеристики устройства от его 
параметров, совокупность которых есть вектор х е №. Для определенности будем считать, что 
чем больше значение Длс), тем устройство лучше. Будем считать, что ограниченность точност­
ных возможностей используемого оборудования выражается следующим образом. Если задать 
для изготовления вектор номинальных значений параметров х, то нам гарантируется лишь по­
падание вектора параметров реально изготовленного устройства в некоторый компакт С(х) с № . 
В этом случае величина 

q>(*) = m i n / 0 0 (1.1) 
У е С(х) 

выражает возможное наихудшее значение качественной характеристики после изготовления. 
Задачу отыскания максимума функции "наихудшего варианта" 

cp(jc) — - max , (1.2) 
Х€ up 

как и в [1]-[3], будем называть задачей фиксированных допусков (з.ф.д.). Это подчеркивает то 
обстоятельство, что в одном из возможных и наглядных вариантов разработчик располагает ин­
формацией о допусках по каждому из параметров, которые может выдерживать оборудование. 
В последнем случае компакт С(х) - ориентированный по осям координат параллелепипед с цен­
тром в точке х9 половины ребер которого суть соответствующие допуски на параметры. 

В работах [1], [2] для решения задачи (1.1), (1.2) в предположении кусочной гладкости функ­
ции/(*) предлагаются некоторые методы решения минимаксных задач общего вида и, в частно­
сти, метод Мэдсена (см. [4]). С этой целью обсуждаются особенности подсчета функции "наихуд­
шего варианта" (1.1). Подробно рассматриваются случаи, когда величина, соответствующая на­
ихудшему варианту, приходится на вершину параллелепипеда С(х) (если компакт С(х) таковым 
является), что, разумеется, упрощает подсчет ф(х). 

Заметим, что точностные возможности оборудования обычно не зависят от задаваемого но­
минала. Поэтому естественно представлять компакт С(х) в виде сдвига некоторого фиксирован-
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ного компакта С(х) = х-С1, который отражает непосредственно точностные возможности. Тогда 
задачу (1.1), (1.2) можно записать в виде 

ф(х) = mmf(x-y) — - max . (1.3) 
у € П хе ир 

Характеризацию решения задачи (1.3) для случая гладкой функции f{x) нетрудно получить, ис­
пользуя, например, [5]-[7]. В задачах проектирования радиотехнических устройств функция ка­
ч е с т в а / ^ ) часто имеет маргинальный вид [3] и предположение о ее гладкости становится невы­
полнимым. Работа [8] позволяет получить необходимые и достаточные условия решения задачи 
(1.3) при основном предположении о непрерывности и дифференцируемости по направлениям 
функции/(jc), а также функции, лебеговым множеством которой является Q. 

Заметим, что если 

f(x) = min {(A,-,jc) + Ь;}9 А ,е Ш'\ Ь(е Ш\ 
i = 1,2, . . . ,m 

то задача (1.3) может быть сведена к задаче линейного программирования, как в [9]. Этот случай 
может быть положен в основу построения алгоритма решения задачи (1.3) для произвольной 
конечной вогнутой функции f(x). Функция ф(х) при этом будет вогнутой и, значит, задача (1.3) 
будет также допускать применение общих методов выпуклого программирования (например, 
[9]-[12]). 

Предлагаемый в настоящей работе алгоритм решения з.ф.д. в качестве основного требования 
предполагает лишь квазивогнутость функции fix), а также то, что множество 

С(х) = В(х9г) = {уе ШР\п(х-у)<г} 

является шаром в некоторой норме п(-) (или, как будем далее говорить, телом нормы) фиксиро­
ванного радиуса г. 

2. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ З А Д А Ч И 
Обговорим подробнее те предположения, при которых далее будет изложена принципиаль­

ная схема алгоритма. 
Предположение 1. Функция Дх) непрерывна, квазивогнута и ограничена сверху на Шр. 
Определение. Функция Дх) называется квазивогнутой на Шр, если для любых дс, у е Шр и а € 

е [0, 1] выполняется неравенство 

f(ax + (l-a)y)>min{f(x),f(y)}. 

Если при a е (0, 1) это неравенство строгое, то функция называется строго квазивогнутой [10]. 
В основу алгоритма положен тот факт, что для квазивогнутой функции лебегово множество 

G(a) = {х е Mp\fix) > а} является выпуклым. 
Пусть х0 - начальное приближение решения задачи. 
Предположение 2. Множество G(a 0 ) , где 

a 0 = min f(x0-y), 
V € Д(0, г) 

непустое (иначе х0 - решение задачи) и ограниченное, и задан ограниченный выпуклый много­
гранник М 0 , содержащий G(a 0 ) . 

Кроме того, если только заранее не известно, что f(x) - вогнутая или строго квазивогнутая 
функция, то считаем, что выполняется 

Предположение 3. Известен элемент 

z е Argmax/(jc). 
хеПр 

Пусть нам уже известна точка хк, к-е приближение, число а* и ограниченный выпуклый мно­
гогранник М ь содержащий непустое множество G(ak). Опишем поэтапно получение тройки 
объектов {**+,, ак+\,Мк+{). 
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1. Подсчитываем значение J{xk), а также 

и полагаем т := 0, Мт := Мк, 

ф(х^) = min f(xk-y) 
у € В(0, г) 

\{(р(хк), хк}, если <р(хк) > ак или к = О, 
iak+1> ^ + 1 } = ] , / ч ^ 

[ { а * , * * } , . е с л и ф ( * * ) ^ а * -

2. ЕслиДх*) = ак+, = / (z) , то очевидно, что jc* - решение задачи, и процесс решения закончен. 
В противном случае выполняем один из следующих вариантов: 

а) если f(xk) >ак+ьто находим одну из точек уке Q,k = Up\G(ak + {), удовлетворяющую условию 

п(Хк-Ук) = min п(хк-у)\ (2.1) 

б) если f(xk) = , < Дг) , то ищем точку у ь являющуюся точкой пересечения отрезка [z, х*] с 
границей множества G(ak +,). 

3. Строим в точке ук опорную гиперплоскость п(ук) к выпуклому множеству G(ak+ {) (любую, 
если она неединственна). Вместе с граничными гиперплоскостями многогранника Мкт она обра­
зует многогранник Мкт+ ь также содержащий G(ak+l). Полагаем m := m + 1. 

4. Решаем задачу 

min п ( х - у ) — m a x . (2.2) 
ye cl((Rp\Mtw) *е M t m 

Здесь и далее под с1Д понимаем замыкание множества А. Пусть х^ - любое решение задачи (2.2). 
Если только 

rkm = min п(хкт-у)<г, 
y€c\(Up\Mkm) 

то, в силу включения G(ak+ {) с М ^ , отсюда следует, что для любого х е Шр тело нормы В(х, г) 
имеет точки вне G(ak + {) и, следовательно, ф(х) < а* + { . Тогда точка zk + 1 является решением зада­
чи, и процесс решения закончен. В противном случае переходим к выполнению следующего эта­
па. 

5. Если хкт е G(ak+ {), то полагаем хк+ { := хкт, Мк+Х := Мы, и шаг алгоритма на этом этапе за­
кончен. В противном случае в зависимости от того, какой из вариантов, а) или б), выполнялся, 
находим точку пересечения, соответственно, отрезка [хк, хкт] или [zk, хкт] с границей множества 
G(ak+ {). Обозначаем ее через ук и передаем управление в п. 3. 

В разделе 3 будет доказано, что зацикливания в пп. 3-5 не произойдет, т.е. для конечного тк 

элемент хкщ попадет в G(ak + 1) и выполнение шага на этом закончится. Таким образом, мы либо 
при выполнении п. 2 или п. 4 найдем решение задачи, либо построим тройку объектов {хк+ ь 

а к + 1 » М к +1}, для которой точка хк + х принадлежит непустому множеству G(ak + j), а ограниченный 
выпуклый многогранник Мк+ , содержит G(ak+ {). 

3. О Б О С Н О В А Н И Е АЛГОРИТМА 
Для того чтобы показать, что при выполнении пп. 3-5 не произойдет зацикливания, докажем, 

что справедлива 
Лемма 1. Для любого к найдется конечное тк такое, что xkm е G(ak+ ,). 

Доказательство. Предположим противное, т.е. что на некотором k-м шаге алгоритм строит 
бесконечную последовательность {xki}, i = 1, 2, ©о, и при этом xki ё G(ak+l). В соответствии с 
п. 3, 

min n(xki-y) = max min n(x-y), (3.1) 
у € d(Up\Mki) x e Mki у e c\(Up\Mki) 

а кроме того, поскольку точку xki отделяет от Mki + х опорная гиперплоскость, достраиваемая по-
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еле выполнения п. 5, то 

xkie с 1 ( Г \ М и + 1 ) . (3.2) 

Так как G(ak+l) - непустое открытое множество, т о в него можно вложить тело нормы некото­
рого положительного радиуса рк+\. Для любого i многогранник Mki содержит G(ak + ,), и поэтому 
максимальный радиус тела нормы, вложенного в Mkh н е меньше рк + {: 

max min п(х-у) > р * + 1 . (3.3) 
хе Mki ye c\(Up\Mki) 

Теперь для любых i > v, последовательно используя (3.2), вложенность многогранников {Mki}, 
i = 1, 2, сю, (3.1) и (3.3), получаем 

Фк( ~ > mm (xki -у)> min n{xki - у) > pk +, > 0. (3,4) 

Последовательность {x^,}, / = 1, 2, °o, ограничена, поскольку содержится, по построению, в 
Мк. Тогда из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность, что противоречит (3.4). 
Лемма доказана. 

В соответствии с п. 2 и п. 4 шага алгоритма либо на каком-то шаге мы получим решение за­
дачи, либо алгоритм строит бесконечную последовательность [ х к ] , к = 1, 2, ©о, для которой 

Д г ) > а * + 1 , гкщ > г, к = 1,2, . . , о о , (3.5) 

где тк таково, что х к т = х к + [ е G(ak + j). Далее в этом разделе считаем, что выполняется условие 
(3.5). 

Прежде чем приступить к обсуждению сходимости алгоритма, докажем справедливость сле­
дующего факта. 

Лемма 2. Начиная с некоторого шага, всегда xkl е G(ak+ {). 
Доказательство, Если предположить противное, то существует последовательность {kj} — 

j —^ о о 9 такая, что хкЛ £ G(ak + ]). Пусть положительное число р^ есть максимальный радиус те­
ла нормы, вложенного в cl(G(oQ). Последовательность {рк} Д = 1,2, <*>, невозрастающая. По­
кажем, что 

lim рк = р * > 0 . (3.6) 
к -» <*> 

Действительно, если предположить, что р* = 0, то, начиная с некоторого шага, получим, что 
рк < г, к> iV 0, и тогда тело нормы В(хк, г) имеет точки вне G(aN{)). Это означает, что 

ф(х , ) = min f(y)<aN k>N0. 
у б В(хк, г) " 

Тогда, как следует из п. 1, последовательность {ос^}, к = /V0, °°, является стационарной, а вме­
сте с ней - и последовательность {рк}. Это противоречит предположению о том, что р* = 0. 

Теперь, используя (3.6) и продолжая рассуждения по аналогии с доказательством леммы 1, 
получаем 

n(xkil-xkvJ)>pki+l>p*>0 V i > v , 

что влечет противоречие с возможностью выделить из ограниченной последовательности 
{ xkjl },у = 1 , 2 , . . . , ©о, сходящуюся подпоследовательность. Лемма доказана. 

Утверждение леммы фактически говорит о том, что, начиная с некоторого номера, на каж­
дом шаге опорная гиперплоскость будет строиться только один раз, т.е. передачи управления из 
п. 5 в п. 3 не происходит. 

Рассуждения, а н а л о г и ч н ы е приведенным при д о к а з а т е л ь с т в е лемм 1, 2, позволяют доказать 
следующий факт. 

Лемма 3. Начиная с некоторого шага, всегда xk е G(ak+ {). Другими словами, лемма утверж­
дает, что, начиная с некоторого шага, в п. 2 всегда выполняется вариант а). 
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Теорема. Любая предельная точка х* последовательности {хк} Д = 0, 1, ...,<*>, является ре­

шением задачи (1.3), причем ф(х*) = lim ак. /с тому же/(х) - строго кваз и его г ну тая функ-
k — > оо 

ф/я, т о последовательность [хк] сходится к единственному решению задачи. 

Доказательство. По построению, последовательность {ос*} не убывает. Тогда из ограничен­
ности сверху функции Дх) следует существование конечного предела lim а ^ = а*. Пусть после-

довательность { xkj}, kj — - — ° о , сходится к х*. В соответствии с п. 1 шага алгоритма, имеем 

ф(**) = min Д у ) < а ^ , 
у е В(хк, г) 

и,следовательно, 

min п(хк-у)<г. (3.7) 
y e сЦК'ЧсСсс^,)) 

В силу леммы 3, начиная с некоторого шага, в п. 2 всегда выполняется вариант а). Тогда из п. 3, 
учитывая лемму 2, выпуклость G(akj+l) и неравенство (3.7), получаем 

dk = min п(хк.-у) = min п(хк -у) < г. (3.8) 
3 ye c\(Up\Mkj+l) 3 y e Up\G(ak.+ l) 1 

Согласно п. 3 и условию (3.5), также имеет место 

rk - min п(хк -у) = max min п(х-у) >т . (3.9) 
7 у е сКК'Чм * ) 7 * G м ^ у е с\(Шр\Мк ) 

Разобьем дальнейшее доказательство на несколько этапов. 
Этап 1. Докажем, что 

lim rk. = \\mdk. = г. (3.10) 
7 - > ° ° 3 J^°° 1 

Действительно, используя неравенство треугольника, вложенность многогранников \ Мк],к = 0, 
1, °°, соотношения (3.8), (3.9), получаем 

r<rk < min {n(x,. - у ) + / 1 ( х , . - Х к )} = min п(хк 1-у) + п(хк-хк })< 
7 y e c l ( R ' \ M , . ) ; " ' 7 7 - 1 у е с К ^ Ш , . ) 7 ~ ' 7 7 " ' 

< min - у) + и(** - х,. ) = dk + п(х* - хк ) < г + я(х, . - х,. ). 
y e c K i R ^ W , . j +

 7 - 1 7 7 - 1 , 7 - 1 7 7 •„ 7 7 

Отсюда и из сходимости последовательности { хк. },j = 1 , 2 , . . . , <*>, следует (3.10). 

Этап 2. Покажем, что 
ф(х*) = а*. (3.11) 

В силу п. 1 шага алгоритма, ф(х^) <сск+ь а из непрерывности функции Дх) следует и непрерыв­
ность ф(х). Таким образом, имеем неравенство ф(х*) < а. Предположим, что ф(х*) < а*. Тогда су­
ществует такое е > 0, что 

ф(х*) = min f(y)<ак-г<а* 
у е £(х*, г) 

при всех достаточно больших к и, следовательно, можно указать такое г(е), что 

[ik = min л(х* -у) < г(е) < г. (3.12) 
у е fR/J\G(aA.) 

Из вложенности множеств {G(ak)}, /с = 1, 2, о о , вытекает, что последовательность {р*}, 
к = 1, 2, о о 9 невозрастающая и, кроме того, 

\хк> min { п ( х ь - у ) - п ( х * ~ х , . ) } = ^ - л ( х * - х , . ) . 
7 y e R p \ G ( a , . + ] ) 7 7 

Отсюда с учетом (3.10) следует, что lim р* > г, а это противоречит (3.12). 
j ~ * <*> 7 

Этап 3. Покажем, что х* - точка максимума функции ф(х) на Шр. В самом деле, предположим, 
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что существует такая точка х е Шр, что ф(х) > ф(х*) или, учитывая (3.11), что 

ф(х) = min f{y) > а*. 
V € £ ( J C , Г ) 

Это означает, что р*, как максимальный радиус тела, вложенного в cl(G(oc*), больше г. Тогда, 
используя включения 

В(х, р*) с c l (G(a*)) с c l (G(a , ) ) с Мь 

получаем гк > р* > г. Это противоречит (3.10). 
Осталось заметить, что если Дх) - строго квазивогнутая функция, то, как легко видеть, и ф(х) -

строго квазивогнутая функция. Таким образом, последовательность {хк},к = 1,2, . . . ,°° ,в силу пре­
дыдущих рассуждений сходится к единственному решению задачи. Теорема доказана полностью. 

4. О Б С У Ж Д Е Н И Е АЛГОРИТМА 
Дополним принципиальную схему алгоритма комментариями, поясняющими реализацию его 

шага. 
1°. Наиболее просто подсчитывать значение (р(%) из п. 1 шага алгоритма для случая, когда 

5(0, г) является многогранником. Если {v,}, i = 1, 2, /, - его вершины, то из квазивогнутости 
следует, что 

Ф ( * * ) = . , ™ , / ( * * - vi)-
i = 1 , 2 , * 

2°. Если заранее известно, что Дх) - вогнутая или строго квазивогнутая функция, то из равен­
с т в а / ^ ) = 0^ +! следует, что х* - точка максимума функции Дх) на так что в этом случае нет 
необходимости знать точку z е Arg max f(x), а в п. 2 вариант б) не имеет места. Однако если Дх) 

хе Шр 

только квазивогнута, то равенство Дх*) = ос*+, гарантирует только то, что хк - локальное реше­
ние задачи. Поэтому может возникнуть необходимость выполнять вариант б) из п. 2, что и пока­
зывает следующий 

Пример 1. Пусть х е R\ п(х) = |х|, г = 1, J5(0, 1) = [-1, 1], х0 = 7. Тогда для функции 
х, х < 3, 
6 - х , 3 < х < 6, 
0, 6 < х < 1 0 , 
1 0 - х , х > 10, 

имеет место ф(х0) = а 0 = щ = 0, Д х 0 ) = щ < Д З ) = 3. Нетрудно увидеть, что точка х* = 3 является 
решением задачи, в то время как х 0 - только ее локальное решение в окрестности радиуса 2. 

3°. Отыскание точки ук е Qk в п. 2 шага алгоритма, удовлетворяющей (2.1) для случая, когда 
В(0, г) - многогранник с вершинами {v y },/= 1,2,...,/, сводится к следующему. Достаточно из точ­
ки хк провести лучи с направляющими {v,-}, i = 1, 2, /, до пересечения с границей множества 
G(ak+ j). Ясно, что хотя бы одна из точек пересечения является проекцией точки хк на Qk в норме 
п() , т.е. удовлетворяет (2.1). Заметим также, что если ф(х*) = j иДх) - строго квазивогнутая 
функция, то соотношению (2.1) удовлетворяет точка ук = хк - zk, где точка zk € fi(0, г) найдена 
при отыскании ф(х^) в п. 1: 

Ф(х^) = f(xk-zk) = min f(xk-y). 
У € В(0, г) 

Полезные факты для приближенного решения задачи (2.1) можно найти в [13]. 
4°. Если Дх) - вогнутая функция и нам известен ее супердифференциал Э / (х), то гиперплос­

кость 

ж(ук) = { Х Е r | ( w , x - y , ) = 0 } , 

где w Ф 0 - любой элемент и df (ук), является опорной к G(ak+ {) в точке у к . 
5°. Задача (2.2), с геометрической точки зрения, требует вложить тело нормы наибольшего 

радиуса в многогранник Мкт. Как показано в [14], она сводится к задаче линейного программи­
рования. 

fix) = 
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Г х̂ > х<2> 1п<р(х) 

1 0.0000 0.0000 -2 

1.5 0.2591 о!оооо -5.34 

2 0.8211 0.0000 -11.96 

2.25 1.0000 0.2565 -16.84 

2.5 1.0000 1.0000 -25 

6°. Нетрудно представить пример, когда на Таблица 1 
начальных шагах может возникнуть ситуация 
хкт € G(ak + i), если многогранник М 0 является 
слишком грубой оценкой для G(oc0). Тем не ме­
нее зацикливания в пп. 3-5 шага алгоритма, в 
силу леммы 1, из-за дополнительного постро­
ения опорных гиперплоскостей не произой­
дет. Более того, в соответствии с леммой 2, на­
чиная с некоторого шага, необходимость в 
этом построении отпадает, т.е. всегда будет 
выполняться хк[ е е G(ak + х). А кроме того, 
отпадает необходимость в реализации вариан­
та б) из п. 2. 

7°. Можно показать, что для случая вогнутой или строго квазивогнутой функции f(x) можно 
заменить в описании алгоритма множество G(a) на D(a) = {х е W\f(x) > а } . Это все равно при­
ведет к решению задачи. Но для просто квазивогнутой функции этого делать нельзя, что пока­
зывает 

Пример 2. В примере 1 возьмем другую точку: х 0 = 5. Тогда а0 = щ= 0, G(a,) = (0, 6), D(a{) = 
= [0, 10], f(x0) = 1 > а{. Если возьмем М 0 = [0, 10], то при замене в алгоритме G(a) на D(a) он вы­
дает стационарную последовательность хк = х 0 , к = 1, 2, «>. Однако точка х0 не является даже 
локальным решением, так как (р(х) > ф(х0) для любого х е (1,5). 

8°. Число граней многогранника Мк, а также Мкт, для которого решается задача (2.2), растет 
с каждым шагом. В программной реализации можно использовать модификацию алгоритма, в 
которой, начиная с некоторого шага, формировать Мкт + { из Мкт в п. 3 шага алгоритма заменой 
наиболее удаленной в норме п(-) от точки хк граничной гиперплоскости многогранника Мкт на 
опорную гиперплоскость к(ук). 

9°. При соответствующих дополнительных требованиях на f(x) и п(х) условия оптимальности 
из [8] и [15] можно использовать для выбора критерия остановки работы алгоритма. 

Предложенный в настоящей работе алгоритм решения з.ф.д. для квазивогнутой функции до­
статочно прост в реализации. Основные этапы выполнения его шага состоят в отыскании про­
екции точки в используемой норме п(-) на дополнение выпуклого множества, в построении опор­
ной гиперплоскости к выпуклому множеству и в решении задачи линейного программирования. 

Эффективность некоторых модификаций алгоритма проверена автором на задачах с нормой 
вида п(х) = max | х ( 0 | . В заключение приведем результаты решения одной модельной задачи. 

/ = 1,2, . . . , /? 

Пример. 3. Пустьр = 2, х = (х ( 1 ), х ( 2 ) ) е RP, п(х) = max{|x ( l ) | , | х ( 2 ) | } , f(x) = тт{/ , (х) , / 2 (х)} , / , (х) = 
= ехр{-(х ( 1 ) ) 2 - (jc ( 2 ))2},/2U) = ехр{-16(х ( 1 ) - I ) 2 - 4(х ( 2 ) - I ) 2 + 100}. Легко увидеть, чтоf(x) - строго 
квазивогнутая функция. Результаты применения алгоритма к решению задачи (1.3) с данной 
функцией Дх) для различных значений г отражены в табл. 1. 

Количество шагов алгоритма, сделанных для достижения решения с заданной точностью, за­
висело главным образом от грубости оценки множества G(x0) многогранником М 0 . Используя 
достаточное условие решения для случая квазивогнутой функции Дх), приведенное в [15], можно 
убедиться в том, что действительно получены решения задачи. 
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