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1. Пусть при t ^ О непрерывно наблюдается случайный процесс ц (t), 
удовлетворяющий стохастическому уравнению 

df\(t) =%(t-Q)dt +dl(t)9 (1) 
где I (t) — гауссовский процесс с независимыми приращениями, I (0) = 0, 

МД£ - 0, М (Д£)2 = 

а функция % имеет вид 

/ ч {0 , s < 0 , 
* ( s ) = U s > 0 . 

Момент 6 появления «разладки» неизвестен. 
Цель настоящей заметки состоит в кратком изложении решения следую­

щей задачи, поставленной А. Н. Колмогоровым. 
Требуется отыскать такой метод наблюдения *, чтобы после появления 

разладки возможно скорее был подан на основании наблюдений за ходом 
т] (/) соответствующий сигнал о ее наличии. Появление же ошибочных сигна­
лов, подаваемых до момента 9, должно осуществляться в некотором смысле 
редко. 

2. Рассматриваемая задача родственна задаче выбора между гипотезами 
X = 0 и х = 1 на основании наблюдений за ходом функции 

| dx\(t) =Xdt +dl(t), (2) 
рассмотренной в § 3 работы ( 2). 

Для сравнения напомним хорошо известные результаты, относящиеся 
к этой последней задаче. 

Пусть а и р обозначают вероятности ошибочных решений при гипотезах 
X = 0 и х = 1; М/v — математические ожидания длительности наблюдений 
при гипотезах х = Если а и Р фиксированы, то 

Mov > 20 (а, Р), | Miv > 2о) (Р, а), 

где со (а, Р) = ( 1 - а ) 1 п ^ + а 1 п р - р . 
Оба неравенства одновременно превращаются в равенство при опти­

мальной процедуре Вальда: наблюдается процесс £ (f), £ (0) = 0, 

dl (t) = — V2 dt + dr\ (t) (3) 

до первого осуществления одного из равенств £ (t) =А или Щ1) = В, 
где В > 0 ;> А. В первом случае принимается гипотеза х = 0, во втором 
X = 1. 

Сформулированная в п. 1 задача, хотя в ней число гипотез (возможных 
значений.параметра 0) б е с к о н е ч н о, допускает аналогичное решение, 
не требующее априорного взвешивания гипотез. Такая постановка задачи 

* По поводу употребляемых понятий «метода наблюдения» и др # см.-! 1 ) . 
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(далее—вариант А), однако, по существу применима лишь в случае, 
когда появлению разладки предшествует длительный период наблюдения 
за процессом т) (/) (при % (t) = 0), в котором устанавливается стационарный 
режим наблюдения. 

В а р и а н т А. Найти такой метод подачи сигналов, чтобы при задан­
ном Т — математическом ожидании (м. о.) времени между двумя ложными 
тревогами соответствующее среднее время запаздывания т = т (7), под­
считываемое в предположении, что разладка появляется на фоне устано­
вившегося стационарного режима, возникающего при % (t) = 0, принимало 
минимальное значение. 

Следующие два варианта (В и С) постановки задачи (дискретный аналог 
которых изложен в (*)) предполагают, что для 0 принимается априорное 
распределение 

Р ( в < / ) = 1— е-™, (4) 
где X — известная постоянная. 

Иначе говоря, предполагается, что % (t) является марковским процес­
сом с двумя состояниями 0 и 1, х (0) = 0, и единственным переходом 0 -> 1 
с плотностью вероятности, равной X. 

В а р и а н т В. При заданном N — м. о. числа х ложных сигналов, 
подающихся до момента 0, найти метод наблюдения, для которого 

T X = M { V 1 + . . . + V X + 1 — 6}, 
где случайные величины V / — длительности i-x этапов наблюдения, обра­
щается в минимум. 

Точно так же как и в ( 2), показывается, что последняя задача эквива­
лентна нахождению оптимального метода в следующей постановке. 

В а р и а н т С. При заданной вероятности со = Sf> (v < 6) выработать 
метод наблюдения с минимальным г (со) = М (v — 0 | v > 0), где v — мо­
мент подачи сигнала о разладке. 

3. Обозначим 
я ( 0 = З Ч х Ю = 1 | т | ' ( * ) > (5) 

апостериорную вероятность появления разладки до момента t. В (5), как 
обычно, т|' (s) обозначает функцию, равную r\(s), но определенную лишь 
для 0 < s < t. 

Т е о р е м а 1. Оптимальный (в смысле вариантов В и С) метод состоит 
в наблюдении процесса я (t), я (0) = 0, до первого достижения некоторого 
значения L, которое подсчитывается из условия фиксации N или со. Для я (t) 
имеет место следующее стохастическое уравнение: 

dn (t) = (X — л 2) (1 — л) dt + л (1 — л) dx\ (t). (6) 
Иногда вместо л (t) удобно рассматривать 

Ф(0 = 1пф(0 , (8) 
для которых из (6) получаем 

Л К О = М 1 (9) 

Жр (/) = [Я (1 + ег*) - У 8] dt + dn (t) (10) 

при условиях 1|) (0)=0, ф (0) = — о о . 
Естественно, что при X -> 0 уравнение (10) переходит в известное урав­

нение (3) для логарифма отношения правдоподобия. 
4. С помощью предельного перехода, указанного нам А. Н. Колмого­

ровым, из предшествующей теоремы можно получить оптимальный метод 
наблюдения в постановке задачи в варианте А. Причем мы будем рассмат­
ривать только такие методы наблюдения, для которых т (7) непрерывно 
зависит от Г, распределения для у£ при % (t) = 0 нерешетчаты и стационар-
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ный режим, являющийся следствием нерешетчатости vh устанавливается-
таким образом, что при любом Т 

lim sup [т> (Т) — т (Г) ] - 0 . 

Здесь xt (Г) — м. о. времени запаздывания в предположении, что разлад­
ка появилась в момент t. 

Для простоты последующих формул мы всюду будем предполагать 
MiAr] = Af, что всегда можно получить изменением масштаба времени. 

Т е о р е м а 2. Среди описанных выше методов наблюдения при задан­
ном Т оптимальным является метод, основанный на наблюдении случайного' 
процесса р (t), р (0) = 0, 

d9(t) =-±rdt +V2?dr\{f) (Uy 

до первого достижения единичного уровня. При этом 
со 

х (Т) = е-* ( - Ei ( - у)) - 1 + у \ e - ' l n { i + W d i , (12> 

где у = 1/Т, 

— Ei (— х) = ^ ~ dt, х > 0, 

протабулированная интегральная показательная функция. 
Из (12) непосредственно получаем 

fin Г — 1 —С + o(l), Т -> оо , 

* ( Л = \ 7 7 2 + 0 (Г2) Г - > 0 , ( 1 3 ) * 

где С = 0,577...— константа Эйлера. 
5. Большой интерес представляет сравнение оптимального метода на­

блюдения * с известными методами последовательного анализа Вальда и 
Неймана—Пирсона. 

Применительно к данной задаче метод последовательного анализа 
состоит в наблюдении процесса £ (/), £(0) = 0, dt, (t) = xJ2dt + dr\ (t} 
с принятием решения в момент v первого выхода на границу. Если £ (v) = 
= В > 0, где В — «верхняя» граница, то принимается решение о наличии 
разладки и происходит проверка этого решения. Если разладка действи­
тельно имеется, то наблюдения заканчиваются. В случае отсутствия раз­
ладки, а также при £ ( v ) = А <; 0, А — «нижняя» граница, процесс на­
блюдения начинается сначала (происходит отражение процесса с границ 
в нуль). 

Поскольку Т = Т (А, В) и т = т (А, В),то при заданномТметод факти­
чески зависит от одного параметра, скажем А. Таким образом задача сво­
дится к отысканию оптимального А. 

Напомним, что т подсчитывается в предположении установившегося 
стационарного режима, возникающего в отсутствие разладки. В настоящем 
случае фактически находится одномерное стационарное распределение для 
процесса £ (t) с описанными краевыми условиями, которое необходимо для 
подсчета т. 

Т е о р е м а 3. Существует такое Т < оо , что для всех Т ^> Т опти­
мальным является выбор параметра А = 0. При этом 

х(Т) = ^ ( е * ~^-е-*)-\(е* - 2 +<г-*)} , (14) 

где Т = ев — В — 1. 
* Заметим, что уравнение (11) для р (/) является типичным примером уравнений с 

обратной связью. 
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Из (14) получаем 
П п Г - 3 / 2 + 0 ( 1 ) , Г - оо, 

Т ( Г ) " 15/еГ + 0 ( Г 2 ) , Т -> 0. ( 1 5 ) 

У нас нет никаких сомнений в том, что в действительности для всех 
Т выбор А = О является оптимальным. Наш метод доказательства позволяет 
лишь установить, что Т <Г3000. Таким образом, в классе последовательного 
анализа Вальда оптимальный метод (по крайней мере при Т ^> Т) состоит, 
в наблюдении процесса £ (/), £ (0) = 0, с отражающим экраном А = 0. 
Этот метод мы будем называть в ы р о ж д е н н ы м п о с л е д о в а ­
т е л ь н ы м а н а л и з о м . 

Отметим также, что условию А = 0 соответствуют ошибки а = 0, 
p = i. 

Примененный к данной задаче метод Неймана — Пирсона состоит в 
следующем. Решение о наличии разладки принимается в момент т , если 
£ (m) ^> К где тик — некоторые константы. Если £ (т) ^> к и выясня­
ется, что разладка в действительности имеет место, то наблюдения закан­
чиваются. Если же ее нет, а также в случае £ (т) < к процесс наблюдения 
начинается сначала. Снова здесь Т — Т (m, к) и т = т (m, А) и при фикси­
рованном Т метод наблюдения целиком определяется одним параметром, 
скажем т . Что же касается установившегося стационарного режима, то 
здесь это понимается в следующем смысле: при любом фиксированном m 
распределение появления разладки на отрезке [0, т] при условии ее по­
явления на этом отрезке равномерно. Это допущение не покажется стран­
ным, если заметить, что таким свойством обладает распределение (4) при 

Ввиду громоздкости полученных формул для определения оптималь­
ного т, приведем только асимптотический результат. 

Т е о р е м а 4. При Т-> оо оптимальным является выбор т <— In Г, 
при этом 

х(Т)~*/2\пТ. (16) 

Если Т —> 0, то оптимальным выбором является т — Г , и тогда 
т ( Г ) ~ 7 2 7 \ (17) 

Из теорем 2, 3 и 4 вытекает, что при больших Т вырожденный последо­
вательный анализ дает удивительно хорошее приближение к оптимальному 
методу. При малых же Т метод Неймана — Пирсона дает хорошее прибли­
жение к оптимальному методу. 

Приведем результаты численного расчета для этих трех методов: 
т 0,1 1 10 10» 10» 10* 

Оптимальн. 
метод 0,04746 0,34153 1,37173 3,16015 5,34728 7,63502 
Последова-

тельн.анализ 
7,71529 Метод 0,06324 0,38892 1,44096 3,25994 5,43759 7,71529 

Н.—П. 0,05 0,44101 1,76845 4,35794 7,73121 11,45836 

Выражаю благодарность А. Н. Колмогорову за помощь, оказанную мне 
в работе над данной задачей. 

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии наук СССР 18 I 1961 
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