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Введение

В основе общей математической теории тонких пластин и оболочек лежит универсальный
асимптотический подход, позволяющий сводить исходные трехмерные уравнения теории
упругости к двумерным [1–3]. Этот подход, в частности, позволяет учесть поперечное
обжатие в рамках двумерной постановки [1–4]. При этом в подавляющем большинстве работ
рассматриваются тонкие упругие тела с заданными напряжениями на лицевых поверхностях.
Более общие граничные условия, включая смешанные, исследовались гораздо реже (см.
например: [5–7]).

В данной статье смешанные граничные условия на лицевых поверхностях рассматриваются
применительно к задачам обжатия. В качестве примера изучается осесимметричная деформа-
ция диска, сжимаемого нормальными напряжениями при пренебрежении проскальзывания.
Таким образом, предполагается отсутствие касательных перемещений на лицевых поверхно-
стях. Толщина диска считается малой по сравнению с его радиусом. Для определенности
контур диска полагается свободным от напряжений.

Сформулированная задача исследуется с помощью метода асимптотического интегрирова-
ния [1,5]. Найдена асимптотика внутреннего напряженного состояния, которая кардинально
отличается от аналогичной асимптотики для обжатия с проскальзыванием, т. е. при равенстве
нулю касательных напряжений, а не перемещений [3]. В главном приближении получены
простые алгебраические формулы, выражающие параметры напряженно-деформированного
состояния через заданную обжимающую поперечную нагрузку. При этом формируется невязка
в однородных граничных условиях на внешнем свободном контуре диска.

Показывается, что для снятия такой невязки следует построить так называемый плоский
погранслой, локализующийся около внешнего контура [1]. Существенно, что изучаемые сме-
шанные граничные условия на лицевых поверхностях как обеспечивают затухание погранслоя,
так и позволяют представить погранслой в виде ряда Фурье, аналогично тому, как это было
сделано при решении близких задач в [8,9].

Ввиду ограниченности объема статьи за ее рамками остается вычисление погранслоя,
так же как и построение асимптотических поправок к полученному внутреннему решению.
Соответствующий анализ может быть легко осуществлен с помощью разработанной в статье
методологии, которая также может быть распространена на диск с произвольным контуром.

1. Постановка задачи

Рассмотрим круглый диск постоянной толщины 2ℎ и радиуса 𝑅, под воздействием обжи-
мающих напряжений амплитуды 𝑝, заданных на его лицевых поверхностях (рисунок).
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Поперечное сечение диска / Figure. The cross section of the disc
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Предположим, что материал диска изотропный и линейный упругий. Введем цилиндриче-
скую систему координат (𝑟, 𝜙, 𝑧) с началом координат в центре срединной плоскости диска,
так что ось 𝑧 направлена вдоль перпендикуляра к этой плоскости. Для определенности
положим, что боковая поверхность диска свободна от нагрузок.

В осесимметричном случае, когда напряжения не зависят от полярного угла 𝜙, уравнения
равновесия записываются в виде

𝜕𝜎𝑟
𝜕𝑟

+
𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

+
𝜎𝑟 − 𝜎𝜙

𝑟
= 0,

𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+
𝜏𝑟𝑧
𝑟

= 0,

𝜕𝜏𝑟𝜙
𝜕𝑟

+
𝜕𝜏𝜙𝑧
𝜕𝑧

+
2𝜏𝑟𝜙
𝑟

= 0,

где 𝜎𝑟, 𝜎𝜙, 𝜎𝑧, 𝜏𝑟𝜙, 𝜏𝑟𝑧, 𝜏𝜙𝑧 являются компонентами тензора напряжений.
Определяющие соотношения для линейного изотропного упругого тела в цилиндрических

координатах имеют вид

𝜎𝑟 = (𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝜆

(︂
𝑢

𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
, 𝜏𝑟𝜙 = 𝜇

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑟
− 𝑣

𝑟

)︂
,

𝜎𝜙 = (𝜆+ 2𝜇)
𝑢

𝑟
+ 𝜆

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
, 𝜏𝑟𝑧 = 𝜇

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟

)︂
,

𝜎𝑧 = (𝜆+ 2𝜇)
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝜆

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝑢

𝑟

)︂
, 𝜏𝜙𝑧 = 𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑧
,

где 𝜆 и 𝜇— постоянные Ламе, а 𝑢, 𝑣, 𝑤— компоненты вектора перемещений, которые также
не зависят от угла 𝜙. Ограничимся случаем, когда окружные перемещения равны нулю, т. е.
𝑣 = 0.

Смешанные граничные условия на лицевых поверхностях диска 𝑧 = ±ℎ, моделирующие
поперечное обжатие при отсутствии проскальзывания, примем в виде

𝜎𝑧 = −𝑝, 𝑢 = 0. (1)

Очевидно, что ввиду симметрии выписанных граничных условий относительно плоскости
𝑧 = 0 перемещения 𝑢 и 𝑤 соответственно будут четными и нечетными функциями поперечной
координаты 𝑧.

На свободном внешнем контуре диска 𝑟 = 𝑅 имеем однородные граничные условия в
напряжениях

𝜎𝑟 = 0, 𝜏𝑟𝑧 = 0. (2)

2. Внутреннее решение

Введем малый геометрический параметр 𝜀 = ℎ/𝑅≪ 1 и масштабируем исходные перемен-
ные как

𝜉 =
𝑟

𝑅
, 𝜂 =

𝑧

ℎ
.

Определим также безразмерные величины

𝑢* =
𝑢

ℎ
, 𝑤* =

𝑤

𝑅
,

𝜎*𝑟 =
𝜀

𝜇
𝜎𝑟, 𝜎*𝜙 =

𝜀

𝜇
𝜎𝜙, 𝜎*𝑧 =

𝜀

𝜇
𝜎𝑧, 𝜏*𝑟𝑧 =

1

𝜇
𝜏𝑟𝑧, 𝑝* =

𝜀

𝜇
𝑝.

(3)

Здесь и далее считается, что все величины со звездочкой имеют одинаковый асимптотический
порядок.

Механика 59



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 1

Асимптотика напряженно-деформированного состояния диска, задаваемая этими формула-
ми, отличается от аналогичной асимптотики в случае обжатия с проскальзыванием, когда
однородное граничное условие принимает вид 𝜏𝑟𝑧 = 0.

Уравнения равновесия и определяющие соотношения в безразмерной форме теперь можно
переписать в форме

𝜕𝜎*𝑟
𝜕𝜉

+
𝜕𝜏*𝑟𝑧
𝜕𝜂

+
𝜎*𝑟 − 𝜎*𝜙

𝜉
= 0,

𝜕𝜎*𝑧
𝜕𝜂

+ 𝜀2
(︂
𝜕𝜏*𝑟𝑧
𝜕𝜉

+
𝜏*𝑟𝑧
𝜉

)︂
= 0

(4)

и

𝜎*𝑟 = 𝛼
𝜕𝑤*

𝜕𝜂
+ 𝜀2

[︂
(𝛼+ 2)

𝜕𝑢*

𝜕𝜉
+ 𝛼

𝑢*

𝜉

]︂
,

𝜎*𝜙 = 𝛼
𝜕𝑤*

𝜕𝜂
+ 𝜀2

[︂
(𝛼+ 2)

𝑢*

𝜉
+ 𝛼

𝜕𝑢*

𝜕𝜉

]︂
,

𝜎*𝑧 = (𝛼+ 2)
𝜕𝑤*

𝜕𝜂
+ 𝛼𝜀2

(︂
𝜕𝑢*

𝜕𝜉
+
𝑢*

𝜉

)︂
,

𝜏*𝑟𝑧 =
𝜕𝑢*

𝜕𝜂
+
𝜕𝑤*

𝜕𝜉
,

(5)

где 𝛼 = 𝜆/𝜇.
Граничные условия принимают вид

𝜎*𝑧 = −𝑝*, 𝑢* = 0 при 𝜂 = ±1 (6)

и
𝜎*𝑟 = 0, 𝜏*𝑟𝑧 = 0 при 𝜉 = 1.

Теперь разложим перемещения и напряжения в асимптотическиe ряды по малому пара-
метру 𝜀: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢*

𝑤*

𝜎*𝑟
𝜎*𝜙
𝜎*𝑧
𝜏*𝑟𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢(0)

𝑤(0)

𝜎
(0)
𝑟

𝜎
(0)
𝜙

𝜎
(0)
𝑧

𝜏
(0)
𝑟𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ 𝜀2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢(1)

𝑤(1)

𝜎
(1)
𝑟

𝜎
(1)
𝜙

𝜎
(1)
𝑧

𝜏
(1)
𝑟𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+ · · ·

Подставив эти разложения в уравнения (4) и (5) и граничные условия (6), получим в
главном приближении

𝜕𝜎
(0)
𝑟

𝜕𝜉
+
𝜕𝜏

(0)
𝑟𝑧

𝜕𝜂
+
𝜎
(0)
𝑟 − 𝜎

(0)
𝜙

𝜉
= 0,

𝜕𝜎
(0)
𝑧

𝜕𝜂
= 0, 𝜎(0)𝑟 = 𝛼

𝜕𝑤(0)

𝜕𝜂
, 𝜎(0)𝜙 = 𝛼

𝜕𝑤(0)

𝜕𝜂
,

𝜎(0)𝑧 = (𝛼+ 2)
𝜕𝑤(0)

𝜕𝜂
, 𝜏 (0)𝑟𝑧 =

𝜕𝑢(0)

𝜕𝜂
+
𝜕𝑤(0)

𝜕𝜉

(7)

и
𝜎(0)𝑧 = −𝑝*(𝜉), 𝑢(0) = 0 при 𝜂 = ±1. (8)

Интегрируя уравнения (7) с граничными условиями (8) по 𝜂, имеем

𝑢(0) =
𝛼+ 1

2(𝛼+ 2)

𝜕𝑝*(𝜉)

𝜕𝜉
(𝜂2 − 1), 𝑤(0) = − 𝜂

𝛼+ 2
𝑝*(𝜉),

𝜎(0)𝑟 = 𝜎(0)𝜙 = − 𝛼

𝛼+ 2
𝑝*(𝜉), 𝜎(0)𝑧 = −𝑝*(𝜉), 𝜏 (0)𝑟𝑧 =

𝛼

𝛼+ 2

𝜕𝑝*(𝜉)

𝜕𝜉
𝜂.

(9)
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3. Обсуждение

В размерных величинах асимптотическое решение (9) принимает вид

𝑢 =
𝜆+ 𝜇

2𝜇(𝜆+ 2𝜇)
(𝑧2 − ℎ2)

𝜕𝑝(𝑟)

𝜕𝑟
, 𝑤 = − 𝑧

(𝜆+ 2𝜇)
𝑝(𝑟),

𝜎𝑟 = 𝜎𝜙 = − 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝(𝑟), 𝜎𝑧 = −𝑝(𝑟), 𝜏𝑟𝑧 =

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑧
𝜕𝑝(𝑟)

𝜕𝑟
.

(10)

Приведенные соотношения отражают специфику изучаемых смешанных граничных усло-
вий на лицевых поверхностях, задаваемых формулой (1). В частности, касательное перемеще-
ние 𝑢 непостоянно по толщине диска, как в случае граничных условий в напряжениях [3].
Это обусловлено тем, что принятая неклассическая асимптотика (3) соответствует именно
упомянутым смешанным граничным условиям.

Нетрудно заметить, что полученное решение (10) не удовлетворяет граничным услови-
ям (2). При этом там образуется невязка

𝜎𝑟 = − 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝(𝑅), 𝜏𝑟𝑧 =

𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑧
𝜕𝑝(𝑟)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

.

Для ее компенсации следует ввести в рассмотрение так называемый плоский погран-
слой [1], локализованный в малой окрестности (порядка толщины) контура диска. Он
описывается уравнениями плоской задачи теории упругости в полуполосе толщинoй 2ℎ (см.
рисунок), в декартовых координатах (𝑥 = 𝑅 − 𝑟, 𝑧). В этом случае ставятся однородные
условия на лицевых поверхностях и следующие условия при 𝑥 = 0:

𝜎𝑥 = − 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑝(0), 𝜏𝑥𝑧 = − 𝜆

𝜆+ 2𝜇
𝑧
𝜕𝑝(𝑥)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

.

Ввиду присутствия малого множителя 𝑂(𝜀) (𝑧 = ℎ𝜂, 𝑥 = 𝑅(1− 𝜉)) во втором из этих условий
его в главном приближении можно считать однородным.

Отметим также, что при выбранных смешанных граничных условиях на лицевых поверх-
ностях автоматически гарантируется экспоненциальное затухание погранслоя. Эти условия
позволяют также разделение переменных в уравнениях плоской задачи теории упругости
аналогично [8,9].
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