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Vvedenie

Klassiqeska� zadaqa kollekcionera ispol�zuet sledu�wu�
model�� V urne nahod�ts� n xarov� kotorye vytaskiva�ts� po
odnomu� Vytawenny� xar okraxivaets� i vozvrawaets� v urnu�
Naibolee popul�rnye zadaqi� sv�zannye s �to� model��� svo	
d�ts� k naho
deni� raspredeleni� i razliqnyh qislennyh ha	
rakteristik qisla xarov� okraxennyh posle r izvleqeni�� i qi	
sla izvleqeni�� neobhodimyh dl� togo� qtoby poluqit� k okra	
xennyh xarov� Obzor obxirno� literatury� v kotoro� izuqa	
ets� zadaqa kollekcionera i sv�zannye s ne� problemy� mo
no
na�ti v rabote Xtad�e ��
��� V r�de rabot ���� 
�� rassmatri	
valas� shema� v kotoro� xary izvleka�ts� ne po odnomu� a kom	
plektami po L xarov� V danno� zametke my issleduem asimpto	
tiqeskoe povedenie sluqa�no� veliqiny S�n� k� L� � qisla grupp
po L xarov� kotorye neobhodimo izvleq�� qtoby okraxennymi
okazalis� ne menee k �iz n� xarov�

Postanovka zadaqi i sv�z� s klassiqesko� model��

V urne nahod�ts� n neokraxennyh xarov� Sluqa�no vybira	
em gruppu iz L xarov� Esli L � �� to imeem klassiqesku� she	
mu� My budem rassmatrivat� sluqa�� kogda ob�em vyborki L
predstavl�et nekotoroe fiksirovannoe celoe qislo� Budem tak	

e rassmatrivat� shemu seri�� v kotoro� L � L�n� mo
et rasti
s rostom n� Vybrannye xary okraxiva�ts� i vozvrawa�ts� v
urnu� Posle �togo povtor�em proceduru do teh por� poka ne okra	
sim k xarov� Pust� S�n� k� L� � qislo izvleqeni�� neobhodimyh
dl� poluqeni� k okraxennyh xarov� Qerez S�n� k� budem obo	
znaqat� veliqinu S�n� k� ��� Asimptotiqeskoe povedenie sluqa�	
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no� veliqiny S�n� k� detal�no izuqeno� Pri razliqnyh vzaimo	
otnoxeni�h k � k�n� i n nadle
awim obrazom centrirovanna�
i normirovanna� veliqina S�n� k� mo
et imet� v predele vyro	

dennoe� puassonovskoe� normal�noe raspredelenie i rasprede	
lenie �kstremal�nyh znaqeni�� Sootvetstvu�wie asimptotiqe	
skie raspredeleni� byli poluqeny Baumom i Billingsli ������
Cel� naxe� zametki � pokazat�� kak rezul�taty� poluqennye dl�
klassiqesko� modeli kollekcionera� mogut byt� pereneseny na
sluqa� kollekcionirovani� komplektami� My budem opirat�s�
na sledu�wie utver
deni� Bauma i Billingsli� poluqennye
dl� klassiqesko� �L � �� shemy�

Teorema � �Baum� Billingsley ������� a� Esli pri n��� k � k�n�

udovletvor�et sootnoxeni�m
k�n�
n���

�� i n� k�n���� to

sup
x

����P
�
S�n� k�� a�n� k�

b�n� k�
� x

�
���x�

���� �� �� ���

gde

a�n� k� � ES�n� k� � n
nX

i�n�k��

�

i
� ���

b��n� k� � DS�n� k� � n

nX
i�n�k��

n� i

i�
� ���

i ��x� � �p
��

xR
��

e�
t�

� dt � funkci� raspredeleni� standartnogo nor�

mal�nogo zakona�

b� esli k�n�p
n
� �� gde � � � � �� to dl� l�bogo m � �� �� �� � � �

spravedlivo sootnoxenie
���P fS�n� k� � k � mg ����

�

�m�
��� �� �� n��� tag	

gde ���m� � e���m

m� oboznaqaet puassonovskie vero�tnosti�
c� esli k�n� � n� to

sup
x

����P
�
S�n� n�� a�n� n�

b�n� n�
� x

�
�H�x�

���� �� �� n��� ���

gde H�x� � exp�e�x�	



��� N� D� KAN� V� B� NEVZOROV

Zadaqa ob asimptotiqeskom raspredelenii veliqiny S�n� k� L�
mo
et byt� svedena k u
e rexenno� �dl� sluqa� L � �� sledu�	
wim obrazom� Pust� T sovpadaet s qislom izvleqeni� v klassi	
qesko� sheme� neobhodimyh dl� poluqeni� L razliqnyh xarov�
Togda nezavisimye sluqa�nye veliqiny T�� T�� � � � ime�wie ta	
koe 
e raspredelenie� qto i veliqina T � sootvetstvu�t qislu
izvleqeni� v klassiqesko� sheme� obespeqiva�wih po�vlenie
posledovatel�nyh grupp iz L razliqnyh xarov� Qislo okraxen	
nyh xarov v klassiqesko� sheme posle izvleqeni� N �r� xarov�
gde N �r� � T�
 � � �
 Tr� imeet takoe 
e raspredelenie� qto i qi	
slo okraxennyh xarov v sheme kollekcionirovani� komplektami
posle izvleqeni� r grupp po L xarov� �to postroenie� predlo	

ennoe Sellke ������ privodit k sootnoxeni�

PfS�n� k� L� � mg � PfS�n� k� � T� 
 T� 
 � � �Tmg� ���

kotoroe pozvol�et issledovat� asimptotiqeskoe raspredelenie
S�n� k� L�� zna� sootvetstvu�wie rezul�taty dl� S�n� k�� Pri
ispol�zovanii sootnoxeni� ��� va
en tot fakt� qto veliqiny
T�� T�� � � � nezavisimy� V danno� zametke my ograniqivaems� ras	
smotreniem situacii� kogda veliqina L �vl�ets� posto�nno�
dl� vseh komplektov �a sledovatel�no� veliqiny T�� T�� � � � ime�t
odinakovoe raspredelenie�� no dokazatel�stva dl� sluqa� raz	
liqnyh qisel xarov v gruppah mogut byt� provedeny po to� 
e
sheme� qto i dl� posto�nnyh po veliqine komplektov�

Osnovnye rezul�taty

Ni
e my privedem dokazatel�stva sledu�wih treh teorem� v
formulirovke kotoryh

d � d�n� L� � ES�n� L� � n

nX
n�L��

�

i
���

i

��L�n� � DS�n� L� � n

nX
i�n�L��

n� i

i�
� ���

Teorema �� Esli pri n � �� k � k�n� udovletvor�et sootno�

xeni�m
k�n�p
n
� � i n � k�n� � �� to dl� l�bogo fiksirovannogo
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L � �� �� � � � vypoln�ets� sootnoxenie

sup
x

����P
�
dS�n� k� L�� a�n� k�

b�n� k�
� x

�
� ��x�

���� �� �� ���

gde centriru�wie i normiru�wie konstanty a�n� k� i b�n� k� opre�
deleny v ��� i ���	

Zameqanie �� Utver
denie teoremy � ostaets� spravedlivym
i v sheme seri�� kogda ob�em vyborki L � L�n� � �O�

p
n� pri

n � �� V bolee obwem vide v sheme seri� spravedlivost� so	
otnoxeni� ��� garantiruets�� esli L � L�n�� k � k�n� i n udo	

vletvor��t sootnoxeni�m kp
n
��� n � k �� i L�n�k�

kn � � pri
n���

Teorema 	� Dl� l�bogo fiksirovannogo L � �� �� � � � vypoln�ets�
sootnoxenie

sup
x

����P
�
dS�n� n� L�� a�n� n�

b�n� n�
� x

�
� exp��e�x�

����� �� � ����

pri n��	

Zameqanie �� Utver
denie ���� ostaets� spravedlivym i v she	
me seri�� kogda L � L�n� � �o �n�� pri n���
Esli formulirovki teorem � i � blizki k utver
deni�m a� i

c� teoremy �� to v sluqae b� my poluqim neskol�ko inu� formu	
lirovku� qem v teoreme ��

Teorema 
� Esli k�n��n��� � �� gde � � � � �� to dl� l�bogo
fiksirovannogo L � �� �� � � � i l�bogo r � �� �� �� � � � pri n � �
spravedlivo sootnoxenie

PfS�n� Lk� L�� k � rg �� pr� ����

gde
p� � Pf�� � �g��

i

pr � Pf�r� ��L � �� � rLg
 Pf�� � �r � ��Lg
 Pf�� � rLg���
r � �� �� � � � �

a �� zdes� oboznaqaet puassonovsku� sluqa
nu� veliqinu s parame�
trom 	 � �L�����	
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Vspomogatel�nye rezul�taty

Issleduem povedenie centriru�wih i normiru�wih kon	
stant a�n� k�� b�n� k�� d�n� L� i ��L�n� pri razliqnyh sootnoxeni�h
me
du k i n� L i n� Spravedlivy sledu�wie oqevidnye nera	
venstva�
esli � � k � �n�	� to

k � a�k� n� � n

nX
i�n�k��

�

i
� 	k ����

i

�k � �����n � b��n� k� � n

nX
i�n�k��

n� i

i�
� �
k��n� ����

Esli k 
 �n�	� to

�n�	 � a�n� k� � n

� nZ
n�k��

dx�x
 ���n� k 
 ��

�

� n ln�n��n� k 
 ��� 
 n��n� k 
 �� ��
�

i

�n������n � b��n� k� � b��n� n���
n

n��X
i�n�k��

n � i

i�
� 	n
n���n�k
���

����
Otmetim tak
e� qto

a�n� n� � n lnn ����

i
b��n� n� � n����
� ����

pri n���
Dalee�

d � d�n� L� � a�n� L�

i
L � d � nL��n� L
 ��� ����

Poskol�ku
��L�n� � b��n� L��
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to dl� � � L � n�� spravedlivo neravenstvo

�L � �����n � ��L�n� � �
L��n� ����

Dokazatel�stvo teoremy �� Ispol�zu� sootnoxenie �
�� polu	
qaem� qto

P

�
dS�n� k� L�� a�n� k�

b�n� k�
� x

�
� PfS�n� k� � T� 
 � � �
 Tmg� ����

gde

m � ��xb�n� k� 
 a�n� k��d��

Ne umal�� obwnosti� budem sqitat�� qto �xb�n� k� 
 a�n� k���d
�vl�ets� celym qislom� Oboznaqim

�n � �T� 
 � � �
 Tm �md��m����L�n�� ����

Iz sootnoxeni� ��������� netrudno ubedit�s�� qto dl� l�bo	
go fiksirovannogo x posledovatel�nost� m � m�n� stremits� k
beskoneqnosti� esli k�L � k�n��L�n� i n�k�n� strem�ts� k besko	
neqnosti s rostom n� V qastnosti� �ti dva uslovi� vypoln��ts��
esli L�n� � �O�n���� � k�n��n��� � � i n � k�n� � � pri n � ��
Poluqaem� qto dl� ka
dogo fiksirovannogo znaqeni� x veliqi	
ny �n ime�t v predele standartnoe normal�noe raspredelenie�
Perepixem pravu� qast� ���� v vide

PfS�n� k� � T� 
 � � �
 Tmg � Pf�S�n� k�� a�n� k��b�n� k� � x
 rn�ng�
����

gde

rn � m����L�n��b�n� k�� ����

Vnov� ispol�zu� sootnoxeni� ���������� ube
daems�� qto dl�
l�bogo fiksirovannogo znaqeni� x veliqina rn stremits� k nu	
l�� esli n � �� Sledovatel�no� rn�n shodits� k nul� po ve	
ro�tnosti i � uqityva� utver
denie a� teoremy �� poluqaem�
qto predel pravo� qasti ���� pri l�bom fiksirovannom x ra	
ven ��x�� qto i dokazyvaet teoremu �� Bolee togo� my pokazali�
qto utver
denie teoremy sohran�et silu� esli pozvolit� veli	
qine L �v sheme seri�� rasti s rostom n takim obrazom� qtoby
L � L�n� � O�n����� n���
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Dokazatel�stvo teoremy 	� Po analogii s ���� mo
no napi	
sat�� qto

P

�
dS�n� n� L�� a�n� n�

b�n� n�
� x

�
� PfS�n� n� � T� 
 � � �
 Tmg� ��
�

gde m � �xb�n� n�
a�n� n���d� Dl� togo� qtoby ispol�zovat� utver	

denie c� teoremy �� pervu� qast� ��	� perepixem v vide

PfS�n� n� � T� 
 � � �
 Tmg �

� P

�
S�n� n�� a�n� n�

b�n� n�
� T� 
 � � �
 Tm �md

b�n� n�


md� a�n� n�

b�n� n�

�
�

� P

�
S�n� n� � a�n� n�

b�n� n�
� T� 
 � � �
 Tm �md

b�n� n�

 x

�
� ����

Ostaets� ubedit�s�� qto dl� l�bogo fiksirovannogo x� sluqa�	
na� veliqina

	� �
T� 
 � � �
 Tm �md

b�n� n�

stremits� k nul� po vero�tnosti� Poskol�ku dl� l�bogo � 
 �

Pfj	nj 
 �g � D�	n���
� � mDT���b��n� n� � m��L�n���

�b��n� n��
����

nam dostatoqno proverit�� qto pri l�bom fiksirovannom x pra	
va� qast� v sootnoxenii ��
� stremits� k nul� pri n � �� V
naxem sluqae m � �xb�n� n� 
 a�n� n���d i iz sootnoxeni� ��
� i
���� vidim� qto

m � a�n� n��d � n lnn�d

i
m��L�n��b

��n� n� � 
 lnn��L��n��d�
�n�

Ots�da� analiziru� povedenie ��L�n� i d pri razliqnyh uslo	
vi�h na povedenie L � L�n�� ube
daems�� qto prava� qast� ����
stremits� k nul� ne tol�ko pri fiksirovannyh znaqeni�h L� no
i dl� takih L � L�n� v sheme seri�� dl� kotoryh vypoln�ets�
sootnoxenie L�n� � o�n� pri n���

Dokazatel�stvo teoremy 
� Pri sootnoxenii k�n� � �n��� i
fiksirovannyh znaqeni�h L s bol�xo� vero�tnost�� v ka
do�
novo� gruppe prihod�t L ewe nezakraxennyh xarov� Po�tomu
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imeet smysl v danno� situacii rassmatrivat� lix� momenty
S�n� kL� L�� Zapisav sootnoxenie

PfS�n� Lk� L�� k � rg � PfS�n� k� � T� 
 � � �
 Tmg �
� PfS�n� Lk�� Lk � �T� 
 � � �
 Tm �mL� 
 Lrg� ����

gde m � k 
 r� my� ispol�zu� u
e privedennye metody� ube	

daems�� qto sluqa�na� veliqina �T� 
 � � �
 Tm �mL� stremit	
s� po raspredeleni� k nul�� Otmetim tak
e� qto vero�tnosti
PfT� 
 � � � 
 Tm � dL � �g strem�ts� k ���� Zdes� suwestvenen
tot fakt� qto L 
 � i veliqiny T ne �vl��ts� vyro
denny	
mi� Dalee� raspredelenie veliqiny S�n� Lk� � Lk� kak �to sle	
duet iz teoremy �� imeet v predele puassonovskoe rasprede	
lenie s parametrom 	 � �L������ Sledovatel�no� vero�tnosti
PfS�n� Lk� L�� k � rg shod�ts� pri n�� k vero�tnost�m

�Pf�� � rLg
 Pf�� � rLg����
Ots�da poluqaem utver
denie teoremy 	�
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