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О ПРЯМЫХ МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНЫХ 
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА 

§ А. Постановка задачи и вспомогательные результаты 

1°. Известно, что ряд задач механики (см., например, [1] — [3]) 
сводится к сингулярному интегральному уравнению I рода вида 

1 г 

z T ^ - l [JSiLdx+L [h{t, т)ср(,)^=/(о, ' (l.i) 
т. J z — t it J 

—1 - 1 

где h (по обоим аргументам) и /—непрерывные функции, а сингу­
лярный интеграл понимается в смысле главного значения,по Коши— 
Лебегу [1]. Теория таких уравнений довольно хорошо разработана 
(см., например, [1]). Рядом авторов рассматривались также вопросы 
приближенного решения уравнения (1.1) (см., например, [2] —[8]). 
Первой в этом направлении является работа М, А. Лаврентьева [2],. 
в которой исследуется полигональный метод, а также обсуждается 
применение метода моментов к этому уравнению. 

Следует подчеркнуть, что ряд весьма важных и интересных ре­
зультатов по приближенному решению уравнения (1.1) следует из 
общих результатов В. В. Иванова [4], предложенных им для сингу­
лярных интегральных уравнений, в основном, II рода. Далее, в рабо­
те [5] А. И. Каландия предлагает различные вычислительные схемы 
метода механических квадратур (м.м.к.) и отмечает (в подстрочном' 
примечании) возможность обоснования этих схем с помощью общей 
теории приближенных методов Л. В. Канторовича [9]. В работе [6] 
Г. Бракхаге при весьма жестких предположениях относительно 
функций h(t, т) и ]{t) исследует одну частную схему м.м.к. В ра­
боте [7] И. И. Ефремов, исходя из физических соображений, пред­
лагает различные вычислительные схемы м.м.к. для уравнения типа 
(1.1). В работе [8] М. Шлифф на основе обобщения метода редук­
ции устанавливает, в частности, сходимость метода типа Мультоппа 
для некоторого сингулярного интегро-дифференциального уравнения, 
близкого по форме к уравнению (1.1). 

Данная заметка посвящена приближенному решению уравнения 
(1.1) методами интерполяционного типа. Основное внимание при 
этом уделяется обоснованию рассматриваемых вычислительных схем 
на основе одной модификации обшей теории приближенных методов 
Л. В. Канторовича [lO]1^ Доказывается сходимость в среднем ука­
занных методов, а равномерная сходимость получается как следст-
ствие сходимости в среднем. Устанавливаются среднеквадратические 
и равномерные оценки погрешностей. 

•' В силу ряда причин теория Канторовича в нашем случае неприменима. 
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2°. В дальнейшем нам понадобятся следующие вспомогательные 
результаты. 

Пусть Си L2 — пространства соответственно непрерывных и 
квадратично суммируемых 2^-периодических функций с обычными 
нормами, причем Ц<р|!*=1 пРи ?(s) = 1. Обозначим через Рп оператор, 
ставящий в соответствие любой нечетной функции <p(s) £ С ее не­
четный тригонометрический интерполяционный полином порядка п 
по узлам 

sk = sf = ЫЦп + 1) (ft = 1, /г). (1.2) 
Аналогично, обозначим через Qn оператор, ставящий в соответствие 
любой четной функции Ф(в)£С ее четный интерполяционный поли­
ном порядка п— 1 по узлам 

ей = в̂ я) = (2*-1)1г/2л (А=ТГл). (1.3) 
Сопоставлением соответствующих результатов работ [4], [11] и [12] 
легко получаются следующие две леммы. 

Лемма 1. Равномерно относительно п («>•!) имеем 
a) \\PJc^=WQJc^ = h 6)lPJ i 2HIQJ i 2 = oo; 
в ) | |Я я | | с <- + -1п- (л+1) , « Q J C < - + - l n - « . 

it т; тс л; i t . it • 

Лемма 2. а) Для любой нечетной функции cp(s)^C 

I т - я» ? II2 = I! т ~ Рп т 1 А < 2£„(?); 
б) d/гя любой четной функции ф(9)£С 

[Ф-СЗ„1'112<2ЯЯ_, («!>), 
г<?е Em{f) = Em(f)c — наилучшее равномерное приближение функции 
t (s) £ С тригонометрическими полиномами порядка не выше т. 

Далее, справедлива следующая 
Лемма 3. Пусть для функции z(t)£C выполнено условие 

\\z~Tn\\2<An~r (/г = 1, 2,...), (1.4) 
где Тп (t) — тригонометрический полином степени п, а г и А — не­
которые положительные постоянные. Если г > 1, то имеет место 
оценка 

\\z'-T'n\\2<ABn-r+1, 5 = Д(г) = (1+-2 г)(2Г-1-1Г1 . (1.5) 
Доказательство проведем методом, предложенным в работе [13]. 

С помощью (1.4) функцию z{t) — Tn(t) можно представить в Z2 в 
виде ряда 

со 

г (0 - Тп (t) = £ Uk (0, Uk (0 == 7>„ (/) - 7>~1п (О, 

для общего члена которого получается оценка 
Uk (0»2 < II ?>„ (0 ~ 2 (01| 2+ || 7>-,я (0 - г (01|2 < А (1 + 20 /ГГ2-*'. (1.6) 
Функция Uk(f) является тригонометрическим полиномом степени 
2kn. Тогда из (1.6) с помощью неравенства Бернштейна [15] находим 

lU'k(t)\\2<2kn\\Uk(t)\\2<A(l+2r)n-r+1(2-r+l)k. (1.7) 
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Так как, по условию, г > 1 , из (1.7) вытекает сходимость в среднем 
оо 

ряда ^] Uk(t)- Тогда обычным способом заключаем, что функция 

z(t) имеет производную в Z2 и справедливо равенство z' (t) — 
оо 

— T„(t)= J] Uk{t), откуда с помощью (1.7) получаем неравенство-
(1.5). 

Далее, пусть Rn означает оператор, ставящий в соответствие 
любой нечетной функции у(()£С нечетный полином yn{t) = Rny 
степени я, удовлетворяющий условиям 

Г vn(t)dt= f y{t)dt, e, = e<?+i) (k = \,n). (i.8> 

Как легко видеть, полином yn(t) определяется из условий (1.8) 
единственным образом. При этом, следуя И. Петерсену [14], не­
трудно доказать равенство 

t 

(Rny)(t) = (Qn+iZ)'(t), z(t) = ^y(s)ds. (1.9). 
о 

Лемма 4. а) Справедлива оценка 
| / ? J c < 3 + * + *aQ„+I||c; 

б) для любой нечетной функции у (t) из С 
\\y-%ny\\c<(2 + * + K\\Qn+i\\c)£n(yy, 

в) если, кроме того, у^)^М(а} ( г>0 , 0 < а < 1 ) х \ то 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если у(()£€, то функция z{t) из (1.9)-
удовлетворяет условию Нх с константой H(z; 1) = \z''{t)\c. Теперь 
с учетом леммы 1 и порядка наилучшего приближения [15] находим 

\\z-Qn+1z\\c<(l +\\Qn+1\\c)En(z)<^-(l + \\Qn+1\\c)H:(z; 1)гГ\ 

откуда с помощью результатов работы [13] получаем 
H{z - Qn+l z; 1) = || 2 ' - (Qn+l z)'\\ с<(2.+ к + Ц Qn+l \\c) H(z; 1). 

Таким образом, в силу (1.9), 
lb - Я* J; !с< (2 + * + Ml Qn+J с) ILv I с, 

откуда следуют первые две2' оценки леммы. 
Далее, если y{t) £ H{rl, то функция z(t) из (1.9) принадлежит 

классу На+ , поэтому с помощью леммы 2 и [15] имеем 
\z- Qn+lz\ 2 < 2Еп(z) < (Зх/2)Я(г<'+1>; a)n - / • - 1 - Я ' 

й Т. е. функция у (t) имеет производную порядка г, удовлетворяющую условию-
Гёльдера с показателем а и с константой Н(у^; а). 

2> Здесь вместо ТЕ.[| <?га + i fl с м о ж н о получить (но более промоздким путем): 

~ l !Q„ + i!lc 
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Применяя к разности z — Qn+lz лемму 3, с учетом (1.9) убеждаемся 
в справедливости последней оценки леммы. 

Заметим, что, используя работу А. Л. Гаркави [Щ, лля'\\у — R,,y\\c• 

можно получить также оценку 

\У-ЪУ\с<[т + ( l + f ) ( ^ l n 2 + ^ + 4 ) + | ! | Q n + 1 | l c ] ^ ( ^ 
§ 2. Методы коллокации и механических квадратур 

1°. Будем искать решение уравнения (1.1), неограниченное на; 
обоих концах отрезка [—1, 1]. Как известно [1], такое решение 
имеет вид 

<f(t) = x(t)//l-t\ (2.1) 
где х (t) — интегрируемая функция. Преобразовывая уравнение (1.1) 
с помощью (2.1) и подстановок т = cos 9, t= coss, получаем следую­
щее эквивалентное уравнение: 

2). Kx^Ji^L[—^} de + L[g(s, B)x{B)db=y(s), (2. 
т J COS 0 — COSS я J 

О О 

л (б) = я (cos 9), g(s, 9) = sins h (coss, cos9), у (s) = sins /(coss). 
Для определенности в этом пункте будем искать решение,, 

удовлетворяющее условию 

f <Р (0 <# = [ х (0 (1 - /2)_1/2 dt = §x (9) dB = 0. (2.3) 
- 1 - 1 0 

В связи с этим приближенное решение уравнения (2.2) будем искать 
в виде полинома 

п 
xn(s) = £ ckcosks. (2.4)' 

A = l 

Согласно методу коллокации (м.к.) неизвестные коэффициенты будем 
определять из условий (Кхп) (sj) = у (sj) =yj ( / = 1 , «), которые мо­
гут быть записаны также в виде следующей системы линейных 
алгебраических уравненийХ) 

J ] (К;А + Ы СА = Л' О" = Т"л); ад = sin &sy-, fyft = ~ J g(sj, 9) cos £9 rf6. 
k=l 0 

(2.5) 
Для вычислительной схемы (2.1) —(2.5) справедлива 
Т е о р е м а 1. Пусть уравнение (2.2) имеет единственное квадра­

тично суммируемое решение х* (s) при произвольной правой части. 
Тогда для всех достаточно больших п {точнее, при выполнении 
неравенства р=р(п)< 1, которое дается ниже) система м.к. (2.5) 
имеет единственное решение {с*}. При этом приближенные реше­
ния x*n{s) (т. е. (2А) при ck = c*^ сходятся в среднем к точному реше­
нию х* (s) уравнения (2.2) с быстротой 

. . Ц х* - хп12 < ах (Es
n (g) + Еп(у)),. (2.6)> 

lJ Узлы sj = s<j"'> определены' в (1.2). 
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где1) Es
m(g) = Es

m(g)c — наилучшее равномерное приближение функ­
ции g(s,:B) no s (равномерно относительно 6) тригонометрическими 
полиномами порядка не выше п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через X множество четных 
функций из Z.2, удовлетворяющих условию (2.3) с обычной нормой 
| |х | х ==||х||2 = | |л | г (х^Х); через Y обозначим множество нечетных 
функций из L2 с такой же нормой. Тогда уравнение (2.2) может 
быть записано как линейное операторное уравнение вида 

Кх = Ix + Tgx=у (х £ X, у £ Y), 
TZ ТЕ 

1х = /,* = - ^ - Г ^ Ф), Tgx = —[g (s, 6) х (6) db. (2.7) 
Я J COS 6 — COS S Я J 

0' 0 

Введем «-мерные подпространства Хп и Yn: 

XndX, Xn = {£<ikcosks}; YncY, Гя = { £ pftsinAs} . 
ft=i A = I 

Тогда система (2.5) может быть записана в виде функционального 
уравнения 

Knxn^PnKxn^Ixn + PnTgxn=yn (хп£Ха,уа = Рпу£Гп), (2.8) 
где оператор Р = Рп определен в лемме 1. 

Далее, в силу (2.7), (2.8) и леммы 2 для любого хп£Хп находим2) 

II Кпхп - Кхп || 2 - | Кхп - />„£*„ || й = || 7£хя - PnTgxn || 2 = 
-л: ТС , 

4 i n g - P „ g ) * J 2 < ( - i - | f l r 9 j | g - ( s , 8 ) - P ^ ( S , 9 ) | 2 & ) !!хя||2.< 
о о 

<2Es
n(g)\\xJ2. (2.9) 

Положим /?=jp1(«) = 2£-^fe)||/C-1||2l I I ^ I U H I ^ " 1 ! ^ - Тогда 
р1 (п) < 1 при всех достаточно больших п и согласно теореме 7, ра­
боты [10] уравнение (2.8), а тем самым, и система (2.5) будут одно­
значно разрешимыми, причем, в силу леммы 2 и соотношения (2.9), 
справедлива оценка 

| | Х * - ^ | | 2 < 2 | | / С - 1 | | 2 ( 1 - А Г 1 ( ^ ( ^ ) + Ь1Ы1/С-1 | |2 ЕпШ, (2.60 
из которой, в свою очередь, следует среднеквадратическая сходи­
мость приближенных решений. 

Далее, коэффициенты $Jk системы (2.5) иногда оказывается целе­
сообразным вычислять с помощью квадратурной формулы. Приме­
ним, например, квадратурную формулу средних прямоугольников с 
узлами (1.3). Тогда 

^ = i i ^ ( S / ' 0 ) с ° з Ш 8 « - 1 ^ ( 5 , , 0Jcos£8m = T,ft, Тув = о,(2.10) 
0 т=\ 

•) й/(г = 1, 2,...) — вполне определенные константы, не зависящие от п. 
2) Через Р я или р\ обозначаем оператор Рп, примененный по соответствую­

щей переменной (s или 6). 
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и поэтому система (2.5) принимает вид 

2 («у* + W Ч =У; U = 1ТТ). (2.11) 

Ясно, что система (2.11) является системой метода механических 
квадратур (м. м. к.) для уравнения (2.2). Имеет место 

Т е о р е м а 2. Пусть оператор К из (2.7) линейно обратим в L2. 
Тогда для достаточно больших п приближенные решения x*n(s), 
определяемые алгоритмом м. м. к. (2.2), (2.4), (2.10), (2.11), сущест­
вуют, единственны и сходятся в среднем к точному решению х* (s) 
уравнения (2.2) с быстротой 

||х* - хп||2 < а2(Es
n (g) + El-г (g) + Еп(у)), • . (2.12) 

где смысл соответствующих символов указан в лемме 2 и теореме 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего запишем систему (2.11) в 

виде операторного уравнения. Используя оператор Q„, определенный 
в § 1, легко видеть, что эта система эквивалентна следующему 
функциональному уравнению: 

Knxn = Ixn + Ps
nTQl{gxn)^yn (xn£Xn, yn = Pny^Yn). (2.13) 

Для любого хп£Хп имеем 
II Кпхп - Кхп || 2 < | Кхп - РпКхп || 2 + 1 Кпхп - РпКхп || 2, (2.14) 

где первое слагаемое оценено в (2,9). Оценим второе слагаемое-
Используя последовательно точность квадратурной формулы (2.10), 
лемму 1, неравенство Буняковского и лемму 2, для любого хп(^Хп 
находим 

l\Knxn-PnKxn\\2^\\Ps
n(TQUgxn)-Tgxn)l,=IPn{T(Qlg-g)xn}\\2< 

. <\\Pn\\c-,LjT(Qbng-g)xJc = WT(Qng-e)Xn\\c< 

< max (JL j ' | Qlg (s, 9)-g (s, 6) | 2 db V ' ^ i - j | xn (8) |2 dQY'* < 
о о 

<2E*n-i(g)lx»h- (2.15) 
Таким образом, из (2.13)—(2.15) следует, что при я—»оо 

и при достаточно больших п будет р<\. Отсюда, по теореме 7 
работы [10], следует однозначная разрешимость уравнения (2.13), а 
тем самым, и системы (2.11), причем 

i^-x:u<2\\K-%(i-pr4En(y)+bUK-i\\AK(g) + Ei-1(g))}. 
(2.12') 

Скорость сходимости приближенных решений устанавливает 
Т е о р е м а 3. Пусть функции g(s, 6) (по s для м. к. и по обоим 

аргументам для м.м.к.) и y(s) принадлежат классу Н^ ( г > 0 , 
Д-165. Математика — 2 
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О < а < 1). Тогда в условиях теорем 1 и 2 приближенные решения 
сходятся в среднем и равномерно со скоростями соответственно 

\x*-xn\\2<aztTr-a (r + a>0) ; (2.16) 
I I**-х я \ с<а 3а 4п~ г -*+ щ (г + а > 1/2). (2.17) 

Действительно, оценка (2.16) следует для м. к. из теоремы 1, а 
для м. м. к. — из теоремы 2 с учетом порядков наилучших равномер­
ных приближений (см., например, [15]). Оценка (2.17) следует, как 
известно (см., например, § 1 [11]), из (2.16). 

2°. Будем искать решение уравнения (1.1), ограниченное на одном 
конце интервала [—1, 1] и неограниченное на другом. Как известно "Щ, 
такое решение имеет вид ^(t) = q(t)x(t), где q{t),= [(1 — t)/(l + О]1'2"' 
или q (t) = [(1 + t)l(\ — t)f12, а функция x{t) интегрируемая. Посколь­
ку эти случаи эквивалентны [1], то будем искать решение вида 

Подставляя эту функцию в (1.1) и преобразовывая его так же, как 
и в п. 1°, получаем следующее эквивалентное уравнение: 

Кх^ Л1££_ Г 0 - cos 6) х (6) rfe + i.i' {Sf b)x(9)d9=y(s),. (2.19) 
•к ,) cos в — cos s я J 

о о 
x(6) == x(cos6), g(s, Q) = sins(l — msQ)h(co$s, cosS), 

y(s) = slnsf(coss). 
Приближенное решение уравнения (2.19) будем искать в виде 

л—1 

хп (s) = £ ck cos ks. (2.20) 
ft=0 

По м. к. неизвестные константы \ck) будем, определить из условий 
(Кхп) (sj) — у (sj), j=\, п, которые эквивалентны системе линейных 
алгебраических уравнений 

"t (*j*+ №<>* = У W=yj ( / = l T ^ ) r (2.21) 

Яд, = — sin Sj, aJk — (1 — cos Sj) sin kSj (k = l, n— 1); 

$ =±[g(s., 6)cosA6fl(9 (k = 0, n-l). 
0 • ' 

Для вычислительной схемы (2.18)—(2.21) справедлива 
Т е о р е м а 4. Пусть уравнение (2.19) однозначно разрешимо в-

L2. Тогда для всех достаточно больших п (точнее, при р>• = />3(я)<1) 
система, (2.21) имеет единственное решение \с\ \. При этом при­
ближенные решениях*п(з) {т. е. (2.20) при ck = c*k) сходятся в сред­
нем к точному решению x*(s) уравнения (2.19>) и оценка погреш­
ности дается соотношением 

.' . . lx*-X*nl2<as(Es
n(g) + En(y))~ (2.22) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через X множество четных 
функций из L2 с обычной нормой••ll-*ijc=||;c'|li = 1*112 ix^X), а через 
У—множество нечетных функций из Z.2 с аналогичной нормой. Тогда 
уравнение (2.19) можно записать в виде линейного операторного-
уравнения ; 

Kx^Ix+Tgx=y (х£X, у6 Y), (2.23). 

1х _ / ^ s J E i . f d-cos 8)* (8) dB, Tgx^±-l g(s, B)x (6) db. 
П J COS в — COS S It J 

О Q 

Введем следующие «-мерные подпространства Хп и Yn: 

ХпсX, Хп = { £ «*cosks};. YnczY, Yn = { £ ^sin fe} . 

Как легко видеть, оператор Р из леммы 1 проектирует Y на К„ и5 

приближенная система (2.21) эквивалентна функциональному урав­
нению 

Knxn^PnKxn^Ixn + PnTgxn=yn (хп£Хп,уп = Рпу£Уп). (2.24> 
В силу этого и лемм 1 и 2, дальнейшее доказательство проводится 
по аналогии с доказательством теоремы 1. 

Далее, как и в пункте 1°, можем перейти к методу механичес­
ких квадратур, применяя к интегралу рЛ из (2.21) использованную 
выше квадратурную формулу прямоугольников. Таким путем для, 
определения неизвестных коэффициентов {ck} получается система 
линейных алгебраических уравнений м. м. к.: 

S («# + Ту*К=.Уу U=TTi), (2-25> 

а 
где Тд==(1/«) S g(Sj, 9Ш) cos kbm, aJk дается в системе (2.21), а узлы 
eft = eftn) определены в (1.3). В этом случае, как и в п. Г, доказы­
вается 

Т е о р е м а 5. Пусть оператор К из (2.23) линейно обратим в 
12. Тогда для всех достаточно больших п система (2.25) однознач­
но разрешима. При этом приближенные решения (2.20) при ск=с\ , 
где \съ\— решение системы (2.25), сходятся в среднем к точному 
решению х* (s) уравнения (2.19) с быстротой 

\\x*-x;i2<a6(Es
n(g) + El-l(g) + En(y)). (2.26) 

З а м е ч а н и е . Для м. к. и м. м. к. в этом случае справедливо 
утверждение, аналогичное теореме 3. 

3°. Будем искать решение уравнения (1.1), ограниченное на 
обоих концах отрезка [— 1, 1]. Как известно [1], такое решение 
имеет вид 

<p(0 = * ( * ) / b ^ V (2.27I-
9* 
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где х (t) — интегрируемая функция. Подставляя <?(t) из (2.27) в урав­
нение (1.1) и переходя к новым переменным s и 9, как и в п. 1°, 2°, 
получаем эквивалентное уравнение 

Кх=-{ slnl6 х(6) dS + - Гg(s, 9)х(9)d% = у (s), (2.28) 
It J COS 0 — COS S •K J 

о о 
x(6) = x(cos0), g(s, b) = sin2 9/z (cos s, cos 6), ' у (s)=f (cos s). 

Приближенное решение этого, уравнения будем искать в виде 
л—i 

хп (s) = -й. + V Cft cos fe. (2.29) 

По м. к. неизвестные константы {ск\ будем определять из условий 
(Кхп) (9;) = y(bj) =yj, 6;.= Bf = ((2у - 1 )/2л)*, у = 1, л, которые мо­
гут быть записаны в виде системы линейных алгебраических урав­
нений 

£ ( ^ + ^ К = ^ (У=Т~Я"), (2.зо) 
й=0 

aJk = [— (1/2) cos (ft+1) 9,, k = 0; 1; sin 6, sin % A = 2, /г — 1}, 
i t 

fy* = 8 * - ( V ^ ' 9)С08Ш6; 80= 1/2, 8 f t=l, k=hn~=l. 
о 

Далее, вычисляя интеграл (3̂  из системы (2.30) по квадратурной 
формуле прямоугольников с узлами (1.3), для нахождения коэффи­
циентов {ck\ приближенного решения получаем систему 

и—1 п 

$] («,•* + ljk)4=yj U=TT), T;ft = 8ft-1 £ g(6,, 9m)cos^9m, (2.31) 
fe=0 

которая является системой м. м. к. для уравнения (2.28). 
Следует отметить, что для рассматриваемого случая методы 

коллокации и квадратур могут быть исследованы примерно так же, 
как и в предыдущих пунктах. 

§ 3. Метод подобластей 
1°. В обозначениях п. 1° § 2 будем искать приближенное реше­

ние уравнения (2.2) в виде полинома (2.4). По методу подобластей 
неизвестные коэффициенты {ck\ будем определять из системы 

6 ; + 1 9 / + . 9 - _ 1 ' • - — 

J (Kxn)(s)ds= J v(s)ds, 8y. = 9f+1> = ^ - | - T C (У=1,л). 

(3.1) 
Т е о р е м а 6. Пусть уравнение (2.2) однозначно разрешимо в L2 

и функции g(s, 9) по s (равномерно относительно ,9) и у (а) принад-
лежат классу Н^ ( г>0 , 0 < а < 1 ) . Тогда при всех достаточно 
больших п (точнее, при выполнении неравенства q = q(ri) < 1) система 
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(3.1) имеет единственное решение \ск \ и приближенные решения 
x*„(s) из (2.4) при ck = cl сходятся в среднем к точному решению 
х* (s) уравнения (2.2) с быстротой 

Ц.х*-л£||2<а7л~'-" (г + а>0 ) . (3.2) 
С л е д с т в и е . В условиях теоремы имеет место равномерная 

сходимость приближенных решений к точному со скоростью 
II х* - ха ||с < a7a&n~r-a+112 (г + а > 1/2). (3.3) 

Доказательство проводится по схеме доказательства теоремы 1. 
Только здесь вместо оператора Рп и леммы 2 следует пользоваться 
соответственно оператором Rn и леммой 4. 

2°. Исследование метода подобластей в остальных двух случаях 
проводится на основе соответствующих фактов §§ 1 и 2, и здесь 
получаются результаты, аналогичные теореме 6. 

§ 4. О характере сходимости приближенных решений 
1°. Как мы уже видели в §§ 2 и 3, из сходимости в среднем 

легко можно получить равномерную сходимость с определенной 
оценкой погрешности. Заметим, что оценки (2.17) и (3.3) в смысле 
порядка могут быть несколько усилены. Например, имеет место 

Т е о р е м а 7. В условиях теоремы 3 погрешность приближен­
ного решения в равномерной метрике может быть оценена фор­
мулой 

\\х* — х*п\\с < (а91п2/г + а]0 In я + ап) п~г~а (г + <*> 0), (4.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для м. м. к. из соотношений (2.7) и (2.13) 
находим 

Пх*-хя)=у- Рпу- Tgx* + Ps
nTQl{gxn) ^ аа(s). (4.2) 

В силу леммы 1 (случай в)) имеем 

\y(s)-(Pny)(s)\<(l +±+2-\п±(п + 1))Ея(у)< 
\ я я те / 

< (al2 In n + а13) га_Л_а. (4.3) 
С другой стороны, с помощью неравенства Гёльдера, лемм 1, 2 и 
теоремы 3 равномерно относительно s находим 

! Tgx* - Ps
n TQUgxl)\ < | Tg{x*- xn)\ + \ T(g-Plg)xl\ + 

+ \PnlT(QBng~g)x*n]\<max(±(\g(s, 6) |2 db ^ \\x* - x*n\\2 + 
6 

+ max\g(s, B)-Pa„g(s,B)\lxU> + s, Й 

+ lPJcmax(^-^\g(s,b)-~Qlg(s, b)\2dSy \\x%\\2< 
о 

<(a14 In п + а15)п~г-а. (4.4) 
Теперь из (4.2)—(4.4) следует оценка 

\*а(*)\<(а16\пп + а„)лГг-'.- (4.5) 
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2к 

Поскольку an (s) — нечетная 2тс-периодическая функция, a f(x* (s)— 
о 

— x*n(s))ds==0, то, решая уравнение (4.2) относительно"х* — х* ., с 
помощью соответствующих результатов работы [1] находим 

* * ( S ) - * ; ( s ) = ^ J a „ ( 6 ) c t g ! = * . d 6 . ••• (4.6) 
о 

Таким образом, оценка погрешности м. м. к. в метрике про­
странства С приводит к оценке в этой же метрике сингулярного 
интеграла с ядром типа Гильберта (4.6). Последняя задача, как 
известно, в настоящее время достаточно хорошо разработана в связи 
с оценкой погрешности квадратурных формул для сингулярных 
интегралов (см., например, § 1 работы [11]). Теперь, в силу леммы 1 
и ее следствия из работы [11], с помощью соотношений (4.5), (4.6) 
я леммы 1 легко получается требуемая оценка (4.1) в случае м. м. к. 
В случае же м. к. оценка (4.1) получается, очевидно, как и для 
м. м. к. 

Т е о р е м а 8. Пусть в условиях теоремы 4 g(s, 8) (по s) и у(s) 
принадлежат классу Hir) (r\>0, 0<<х<1). Тогда приближенные. 
решения х*п (s) сходятся к х* (s) в том смысле, что 
шах | (1 — cos s) {x* (s) — х* (s) j < (a18 ln2«+ a19 In n + a20) nrT-a. (4.7) 

s 

В частности, в произвольном промежутке вида 0 < s0 < s < iu полу­
чается равномерная сходимость в обычном смысле с той же ско­
ростью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждая так же, как и при получении 
соотношения (4.6), с учетом результатов п. 2° § 2 наводим 

2и 

(1 - cos s) [х* (5) - х*п (5)] = i - j a„ (6) ctg Ь р - db + 
о 

+ ± J (1 - cos 9) [х* (6) - х'п (8)] d9, 

% № ^У-РпУ- rgx* + Ps
n Tgxn. (4.3) 

Из (4.8) по аналогии с теоремой 7 находим (4.7). Дальнейшее оче­
видно. 

Следует также отметить, что в условиях теоремы 6 справедли­
во утверждение, аналогичное теореме 7. 

2°. Все полученные выше результаты по приближенному реше­
нию уравнения (1.1) были сформулированы относительно преобразо­
ванных уравнений и новых аргументов s, 8. Следует отметить, что 
эти результаты теперь довольно просто могут быть переформулиро­
ваны и в исходных переменных. Остановимся, например, на случае 
м. к. п. Г § 2 (другие случаи рассматриваются аналогично). 

Пусть ищется решение уравнения (1.1), неограниченное на обоих 
концах отрезка [—1, 1] (т.е. вида (2.1)), удовлетворяющее допол-
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нительному условию (2.3). В связи с этим! приближенное решение 
<?n(t) будем определять из системы 

п 

W(ij) = f(tj\ 9n V) = * У ckTk {t)t 7\(t) = cos (k arc cos t), 
у 1 t *•*; 

tj = cos 3% ( / = 1 , я). (4.9) 
1 n + 1 

Т е о р е м а Г. Пусть уравнение (1.1) однозначно разрешимо в 
пространстве L* [— 1,1]. р (0 = V 1 — *2. Гог<?а d/гя всех достаточно 
больших п система (4.9) имеет единственное решение \с\ \. При 
этом приближенные решения сходятся к точному решению уравне­
ния (1.1) в Z-p с быстротой 

||9* - с?; ||гг = О(Я1 fe) + Я'я (у))=0(Я« <g) + Es
n {у)\ 

где Ei(g) и Е1
п(у) означают наилучшие равномерные приближения 

алгебраическими полиномами порядка не выше п для функций соот­
ветственно g(t, i)==Vl — t2h (t, t) no переменной t {равномерно 
относительно -z) и y{t) = V 1 — t2f{t), a Es

n(g) = El
n{g) и Es

n{y) = 
= E'n{y) определены в теореме 1. 

В заключение следует отметить, что работа представляет собой 
часть доклада авторов на VIII (апрель 1970 г.) научной сессии Плов-
дивского высшего педагогического института Болгарии. 

г. Казань Поступило 
2 VII 1971 
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А. С. БОНДАРЕВ. ОБ ОДНОМ ВОПРОСЕ П. КОНРАДА 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Находятся характеристики тех /(-линеалов (линейных структур), в которых осу­
ществимо проектирование н^ компоненты из некоторой заранее заданной алгебры,. 
которая может и не совпадать с алгеброй всех компонент. Предварительно изу­
чаются пространства более общие, чем Af-линеалы, — линейные множества с задан­
ным отношением дизъюнктности (D-линеалы). Строится целый класс реализаций 
(абстрактных и вещественных) D-линеалов и АЧчинеалов на вполне несвязных би­
компактах. Основные результаты переносятся на структурно упорядоченные группы. 
(Работа поступила в. журнал „Математика" 10. I. 1973.) 

Ю..Р. ВАЙНЕРМАН. ПРИБЛИЖЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМИ ПОЛИНОМАМИ ЛАГРАНЖА 

ПО УЗЛАМ ЧЕБЫШЕВА 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В статье получены асимптотические формулы типа А. Н. Колмогорова для укло­
нения интерполяционного процесса Лагранжа по узлам Чебышева на классах непре­
рывных функций. (Работа поступила в журнал „Математика" 7. VII. 1972.) 

В. И. ВЕДЕРНИКОВ. СФЕРЫ ФУБИНИ И ИХ ОБОБЩЕНИЯ 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В настоящей статье многообразие 2 прямых проективного трехмерного, про­
странства рассматривается как многообразие всех классов смежности для всех под­
групп, сопряженных одномерной подгруппе S1 группы Ли S3. Здесь 5 я есть л-мер-
ная сфера. Тогда определится накрывающая (S2 X S2, р, 2) с двухточечным слоем, при­
чем S2 У S2 и будет известной парой сфер Фубини. Заметим, что S2 = S3/Sl. Это 
построение обобщается на случай произвольной замкнутой подгруппы Н группы. 
Ли О и показывается, что здесь возникает расслоенное пространство (5 X S, р, 2)Р 
где 5 = G/H, а 2 — многообразие классов смежности всех подгрупп, сопряженных Я . 
Это расслоенное пространство называется обобщением пары сфер Фубини. Отметим, 
что в случае компактной группы Ли отображение р будет накрытием. (Работа по­
ступила в журнал „Математика" 17. X. 1972.) 


