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1. Ââåäåíèå

Ãåíåðàòîð Ïîëà (ñì. [1]) ñîñòîèò èç r öèêëè÷åñêèõ ðåãèñòðîâ ñäâèãà
âçàèìíî ïðîñòûõ äëèí m1, . . . ,mr íàä êîëüöîì âû÷åòîâ ïî íåêîòîðîìó

ìîäóëþ M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x
(k)
0 , . . . , x

(k)
mk−1), k = 1, . . . , r, çàïîëíåíèÿ

ðåãèñòðîâ ãåíåðàòîðà. Óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü â èíäåêñàõ îáîçíà÷åíèå
t(m) äëÿ íàèìåíüøåãî íåîòðèöàòåëüíîãî âû÷åòà ÷èñëà t ïî ìîäóëþ m.
Çíàêè âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà îáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëå

zt = x
(1)
t(m1) + . . .+ x

(r)
t(mr) mod M. (1)

Åñëè çàïîëíåíèÿ ðåãèñòðîâ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âå-

ëè÷èíàìè X
(k)
i , ðàñïðåäåëåííûìè ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå {0, . . . ,M −

1}, òî âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Zt ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé è èìååò ïåðè-
îä äëèíû L = m1·. . .·mr. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå îòðåçêà âûõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû T ≤ max{m1, . . . ,mr} ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì òàêîãî æå îòðåçêà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàâíîìåð-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ñ÷èòàåòñÿ (ñì. [1]), ÷òî ïðè äëèíå âûõîäíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà Ïîëà íå áîëüøå 2

√
L ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðàâíîâåðîÿòíîé ñëó÷àé-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðè ñóùåñòâåííî áîëüøèõ äëèíàõ îòðåçîê âû-
õîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà ñî ñëó÷àéíûì çàïîëíåíèåì ðåãè-
ñòðîâ ïî ñâîèì âåðîÿòíîñòíûì ñâîéñòâàì çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò îòðåçêà
ðàâíîâåðîÿòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê, â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
M = 2 ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà åäèíèö íà ïîëíîì öèêëå äëèíû L âûõîäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà íå ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíûì è ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì óâåëè÷åíèè äëèí ðåãèñòðîâ è/èëè ÷èñëà ðåãèñòðîâ ñõîäèòñÿ
ê ðàñïðåäåëåíèÿì, îòëè÷íûì îò íîðìàëüíîãî. Òàì æå áûëè ïîëó÷åíû
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàðÿäó ñ ýòèì ëþáîé îòðåçîê
âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà ñî ñëó÷àéíûìè ðàâíîâåðîÿò-
íûìè çàïîëíåíèÿìè îáëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì ðàâíîâåðî-
ÿòíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ öåïî÷êà
(ñëîâî) (a1, . . . , as) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {0, . . . ,M − 1}, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ óñëîâèÿì

a1 6= as, (a1, a2) 6= (as−1, as), . . . , (a1, . . . , as−1) 6= (a2, . . . , as). (2)

Äðóãèìè ñëîâàìè, öåïî÷êà (a1, . . . , as) íå äîïóñêàåò ÷àñòè÷íîãî ñàìîíà-
ëîæåíèÿ.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîÿâëåíèé â îòðåç-
êå âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíêðåòíîé öåïî÷êè, íå äîïóñêàþùåé
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ñàìîíàëîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâà îöåíêà òî÷íîñòè ïóàññîíîâñêîé àïïðîêñè-
ìàöèè, àíàëîãè÷íàÿ îöåíêå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïîÿâëåíèé òàêîé
æå öåïî÷êè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ðàâíîìåðíî íà àëôàâèòå. Ýòà îöåíêà ñîäåðæàòåëüíà äëÿ
ëþáûõ äîñòàòî÷íî äëèííûõ îòðåçêîâ âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â
òîì ÷èñëå è äëÿ åå ïîëíîãî ïåðèîäà. Èç ýòîé îöåíêè â ðàáîòå âûâîäÿòñÿ
ïóàññîíîâñêàÿ è ¾îêîëîïóàññîíîâñêàÿ¿ íîðìàëüíàÿ ïðåäåëüíûå òåîðå-
ìû, àíàëîãè÷íûå êëàññè÷åñêèì òåîðåìàì äëÿ ÷èñëà ïîÿâëåíèé öåïî÷êè,
íå äîïóñêàþùåé ñàìîíàëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3]).

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî àíàëîãè÷íûìè
àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ è ìíîãèõ äðó-
ãèõ êëàññîâ ðåäêèõ ñîáûòèé â âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåíåðàòîðà
Ïîëà.

2. Ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåíåðàòîð ñ r ðåãèñòðàìè âçàèìíî ïðîñòûõ äëèí

m1, . . . ,mr. Ïóñòü X
(i) = (X

(i)
0 , . . . , X

(i)
mi−1) � ñëó÷àéíîå çàïîëíåíèå i-ãî

ðåãèñòðà, i = 1, . . . , r. Âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X
(i)
j â ýòèõ íàáîðàõ íåçà-

âèñèìû â ñîâîêóïíîñòè è èìåþò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæå-
ñòâå {0, . . . ,M − 1}. Âûõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíåðàòîðà çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

Zt = X
(1)
t(m1) + . . .+X

(r)
t(mr) mod M. (3)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ öåïî÷êó a1, . . . , as èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{0, . . . ,M − 1}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (2). Ïîÿâëåíèåì â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {Zt} öåïî÷êè a1, . . . , as ñ íà÷àëîì â òî÷êå t åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü ñîáûòèå

{Xt = a1, . . . , Xt+s−1 = as}.
Íàñ èíòåðåñóåò ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ξ(s, T ) òåõ ïîÿâëåíèé öåïî÷êè
a1, . . . , as, íà÷àëà êîòîðûõ ëåæàò â çàäàííîì îòðåçêå âûõîäíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äëèíû T ≤ m1 . . .mr. Â îáîçíà÷åíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ(s, T ) íå óêàçàíû íè ðàñïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà, íè âû-
áîð çíàêîâ a1, . . . , as, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξ(s, T ) îò ýòèõ
ïàðàìåòðîâ íå çàâèñèò.

Óñëîâèìñÿ èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå L(W ) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû W è îáîçíà÷åíèå Po(λ) äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ïî âàðèàöèè ìåæäó ðàñïðå-
äåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí U è V íà ìíîæåñòâå íåîòðèöàòåëüíûõ
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öåëûõ ÷èñåë âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

ρ(L(U),L(V )) =
1

2

∞∑
k=0

|P{U = k} −P{V = k}| .

Ïîëîæèì
Λ = TM−s. (4)

Åñëè s < min{m1, . . . ,mr}, òî Λ = Eξ(s, T ).
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ]b[ äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà,

ïðåâîñõîäÿùåãî ÷èñëî b èëè ðàâíîãî åìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M ≥ 2, 2s − 1 ≤ min{m1, . . . ,mr}, T ≤ m1 . . .mr.
Òîãäà

ρ(L(ξ(s, T )),Po(Λ)) ≤ (M + 1)(2s− 1)

M s

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
. (5)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà (5) ãðóáåå àíàëîãè÷íîé îöåíêè äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà η(s, T ) ïîÿâëåíèé öåïî÷êè a1, . . . , as â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èç T íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ðàâ-
íîìåðíî íà ìíîæåñòâå {0, . . . ,M − 1}. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ η(s, T ) àíàëî-
ãè÷íî (5) âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(L(η(s, T )),Po(Λ)) ≤ (M + 1)(2s− 1)

M s
. (6)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü M ≥ 2, T ≤ m1 . . .mr, à m1, . . . ,mr, s, T → ∞
òàê, ÷òî Λ = TM−s → λ ∈ (0,∞) è

max
i,j

(
lnmi

mj

)
→ 0. (7)

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(s, T ) ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëå-
íèþ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü M ≥ 2, T ≤ m1 . . .mr, à m1, . . . ,mr, s, T → ∞
òàê, ÷òî Λ = TM−s →∞ è

T

M s
max
i,j

(
lnmi

mj

)
→ 0. (8)

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ξ(s, T )− Λ)Λ−1/2 ñõîäèòñÿ ê
ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
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3. Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ââåäåì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Et(a) = {Zt = a} = {X(1)
t(m1) + . . .+X

(r)
t(mr) ≡ a mod M}.

Íàáîð çíà÷åíèé i1 = t(m1), . . . , ir = t(mr) è óñëîâèå 0 ≤ t < m1 . . .mr

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó t. Ïîýòîìó äëÿ èíäèêàòîðà ïîÿâëåíèÿ
öåïî÷êè a1, . . . , as â ìîìåíò t ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

W (i1, . . . , ir) = I{Et(a1) ∩ . . . ∩ Et+s−1(as)},

ãäå I{E} � èíäèêàòîð ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ E.
Ââåäåì ìíîæåñòâî

Γ(T ) = {(t(m1), . . . , t(mr)) : t = 0, . . . , T − 1}.

Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(s, T ) íå
çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêà íàáëþäåíèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à
ñâåëàñü ê èçó÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ′(s, T ) =
∑

(i1,...,ir)∈Γ(T )

W (i1, . . . , ir). (9)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ(s, T ).

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ëîêàëüíîãî âàðèàíòà ìåòîäà ×åíà � Ñòåé-
íà (ñì. [4], [5] è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ). Ïóñòü

Γind
(i1,...,ir)(T ) =

= {(i′1, . . . , i′r) ∈ Γ(T ) : min{|i′k − ik|, |mk − (i′k − ik)|} ≥ s, k = 1, . . . , r}.
Ïîëîæèì

Γ(i1,...,ir)(T ) = (Γ(T )\{(i1, . . . , ir)})\Γind
(i1,...,ir)(T ). (10)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàW (i1, . . . , ir) íå çàâèñèò
îò ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{W (i′1, . . . , i
′
r) : (i′1, . . . , i

′
r) ∈ Γind

(i1,...,ir)(T )}.

Ïîýòîìó îöåíêà ïî ìåòîäó ×åíà � Ñòåéíà (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 6.1
â [5]) ïðèíèìàåò âèä

ρ(L(ξ′(s, T )),Po(Λ)) ≤
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≤ 1− e−Λ

Λ

 ∑
(i1,...,ir)∈Γ(T )

EW (i1, . . . , ir)
(
EW (i1, . . . , ir) + EU(i1, . . . , ir)

)
+

+
∑

(i1,...,ir)∈Γ(T )

EW (i1, . . . , ir)U(i1, . . . , ir)

 , (11)

ãäå

U(i1, . . . , ir) =
∑

(i′1,...,i
′
r)∈Γ(i1,...,ir)

(T )

W (i′1, . . . , i
′
r). (12)

Ëåììà 1. Ïóñòü 2s− 1 ≤ min{m1, . . . ,mr}. Òîãäà

|{(i1, . . . , ir)} ∪ Γ(i1,...,ir)(T )| = |Γ(T )\Γind
(i1,...,ir)(T )| ≤

≤ (2s− 1)

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêöèè ìíîæåñòâà {(i1, . . . , ir)} ∪ Γ(i1,...,ir)(T ) íà
¾îêðóæíîñòè¿ {0, . . . ,m1−1}, . . . , {0, . . . ,mr−1} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îò-
ðåçêè èç 2s−1 ïîäðÿä èäóùèõ òî÷åê. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t(m1) ñ ðîñòîì
ïàðàìåòðà t îò 0 äî T − 1 ïðîõîäèò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà {0, . . . ,m1− 1}
ïîäðÿä (ïî êðóãó) íå áîëåå ]T/m1[ ðàç. Â ýòîì ïðîöåññå çíà÷åíèå t(m1)
ïîïàäåò íà îòðåçîê èç 2s − 1 òî÷åê íå áîëåå (2s − 1)]T/m1[ ðàç. Ýòî
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ ÷èñëà òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{(i1, . . . , ir)}∪Γ(i1,...,ir)(T ), êîòîðûå ïîïàëè â ýòî ìíîæåñòâî çà ñ÷åò íàðó-
øåíèÿ óñëîâèÿ min{|i′1− i1|, |m1− (i′1− i1)|} ≥ s. Òî æå ñàìîå âûïîëíåíî
äëÿ îñòàëüíûõ ïðîåêöèé. Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (13). Ëåì-
ìà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî
ïðè âñåõ (i1, . . . , ir) ∈ Γ(T )

EW (i1, . . . , ir) =
1

M s
. (14)

Èç (13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî

EW (i1, . . . , ir) + EU(i1, . . . , ir) = |{(i1, . . . , ir)} ∪ Γ(i1,...,ir)(T )| 1

M s
≤

≤ 2s− 1

M s

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
.
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Ïîýòîìó ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (11) äîïóñêàåò îöåíêó∑
(i1,...,ir)∈Γ(T )

EW (i1, . . . , ir)(EW (i1, . . . , ir) + EU(i1, . . . , ir)) ≤

≤ Λ(2s− 1)

M s

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
. (15)

Îöåíèì âòîðóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (11).

Ëåììà 2. Ïóñòü 2s− 1 ≤ min{m1, . . . ,mr},

(i′1, . . . , i
′
r) ∈ Γ(i1,...,ir)(T ), (i1, . . . , ir) ∈ Γ(T ).

Òîãäà EW (i1, . . . , ir)W (i′1, . . . , i
′
r) ≤M 1−2s.

Ê ëåììå 2 ìû âåðíåìñÿ â êîíöå ñòàòüè, à ïîêà ïðîäîëæèì äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû. Ñîãëàñíî (12), (13) è îöåíêå ëåììû 2∑
(i1,...,ir)∈Γ(T )

EW (i1, . . . , ir)U(i1, . . . , ir) <
∑

(i1,...,ir)∈Γ(T )

|Γ(i1,...,ir)(T )| 1

M 2s−1
≤

≤ Λ(2s− 1)

M s−1

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
. (16)

Èç (11), (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî

ρ(L(ξ′(s, T )),Po(Λ)) ≤

≤ (M + 1)(2s− 1)

M s

(]
T

m1

[
+ . . .+

]
T

mr

[)
. (17)

Èç (17) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèé 1 è 2. Èç (4), íåðàâåíñòâà T ≤ m1 . . .mr è
óñëîâèÿ Λ→ λ ∈ (0,∞] ñëåäóåò, ÷òî s = O(lnm1 + . . .+ lnmr), à ïðàâàÿ
÷àñòü â (5) äîïóñêàåò ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó îöåíêó

O

(
sT

M s

(
1

m1
+ . . .+

1

mr

))
= O

(
Λ max

i,j

(
lnmi

mj

))
. (18)

Ïîýòîìó ïî óñëîâèÿì ñëåäñòâèé îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è èç óñëîâèÿ
Λ → λ ∈ (0,∞) è òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè-
÷èíû ξ(s, T ) ê ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà Po(λ). Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñëó÷àå Λ → ∞ èç ñõîäèìîñòè ê íóëþ âûðàæå-
íèé (18) è òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ê íóëþ ðàññòîÿíèÿ ïî âàðèà-
öèè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(s, T ) è ðàñïðåäåëåíè-
åì Ïóàññîíà Po(Λ) ñ ðàñòóùèì ê áåñêîíå÷íîñòè ïàðàìåòðîì Λ. Ïîñëåä-
íåå ðàñïðåäåëåíèå ïðè óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå öåíòðèðîâêå è íîðìè-
ðîâêå ñòðåìèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó
âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2. Èòàê, îáà ñëåäñòâèÿ äîêàçàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïóñòü 1 ≤ t < t+ l ≤ m1 . . .mr − 1. Ñîáûòèå
Bt ∩Bt+l ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âûïîëíåíèå ñèñòåìû èç 2s ñðàâíåíèé

X
(1)
t(m1) + . . .+X

(r)
t(mr) ≡ at mod M, t = 1, . . . , s, (19)

X
(1)
(t+l)(m1) + . . .+X

(r)
(t+l)(mr) ≡ at mod M, t = 1, . . . , s. (20)

Ñèñòåìà (19) � (20) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
1) Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2s − 1 ≤ min{m1, . . . ,mr} ìíîæåñòâà íåèçâåñò-

íûõ â óðàâíåíèÿõ êàæäîé èç ñèñòåì (19) è (20) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2) Êîìáèíàöèÿ, âûðàæàþùàÿ óðàâíåíèå ñèñòåìû (19) ÷åðåç óðàâíå-

íèÿ ñèñòåìû (20), åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëèøü èç
îäíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (20) (èíà÷å â íåé îêàçàëîñü áû áîëåå r íåíó-
ëåâûõ ñëàãàåìûõ). Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (20). À
çíà÷èò, âîçìîæíû ëèøü ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

2à) ñèñòåìû (19) è (20) èìåþò îáùåå óðàâíåíèå,
2á) íè îäíî óðàâíåíèå ñèñòåìû (19) íå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (20), è îáðàòíî, íè îäíî óðàâíåíèå ñèñòåìû (20) íå
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (19) � (20).

Â ñëó÷àå 2à) ñîáûòèÿBt èBt+l íåñîâìåñòíû, òàê êàê öåïî÷êà a1, . . . , as
íå ìîæåò íàëîæèòüñÿ ñàìà íà ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî (çäåñü è íèæå â (22)
ik = t(mk), i

′
k = (t+ l)(mk), k = 1, . . . , r),

EW (i1, . . . , ir)W (i′1, . . . , i
′
r) = 0. (21)

Â ñëó÷àå 2á) êàæäîå ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (19) � (20) (óðàâ-
íåíèÿ ìîæíî áðàòü â ëþáîì ïîðÿäêå) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî íåèçâåñò-
íîå, íå âõîäÿùåå â ïðåäûäóùèå óðàâíåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, ïî êðàéíåé
ìåðå, 2s − 1 íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû (19) � (20) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ
îñòàëüíûìè íåèçâåñòíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

EW (i1, . . . , ir)W (i′1, . . . , i
′
r) < P{Bt ∩Bt′} ≤M 1−2s. (22)

Èç (21) è (22) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (22) âûïîëíåíî â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ. Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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