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Труды Московского математического общества

О нарушении кратного перемешивания, близком
к экстремальному

С. В. Тихонов

Для перемешивающего действия L группы G и множества A половинной меры, рассматрива-
ются возможные пределы мер µ(A∩ Lmi A∩ Lni A) при i→∞ и mi , ni , mi − ni→∞. Если действие
3-перемешивает, то такие пределы всегда равны 1/8. В примере Ледрапье для некоторых после-
довательностей этот предел равен нулю. Изучается вопрос: что можно сказать о действиях, если
один из таких пределов положителен, но мал? В статье предлагается ряд наблюдений на эту тему.

Библиография: 11 названий. УДК: 517.987 MSC2010: 28D05, 58F11. Ключевые слова
и фразы: сохраняющие меру преобразования, динамические системы, кратное
перемешивание, пример Ледрапье.

§ 1. Введение

Под преобразованиями в данной работе понимаются обратимые сохраня-
ющие меру отображения единичного отрезка X в себя. Действием тополо-
гической группы G называется такой набор преобразований L={Lg}g∈G, что
Lg Lh= Lgh и отображение g 7→µ(Lg A∩ B) непрерывно для любых множеств A
и B (здесь и в дальнейшем µ— мера Лебега на X и речь идет только об изме-
римых множествах; также два множества считаются совпадающими, если их
симметрическая разность имеет меру нуль).

Действие L называется перемешивающим (или 2-перемешивающим), если
для любых множеств A, B имеем

µ(Lgi A∩B)→ µ(A)µ(B)

при1 gi→∞.
Перемешивающее действие L называется 3-перемешивающим, если для

любых множеств A, B, C и расширяющегося набора последовательностей
{m= {mi}, n= {ni}} (т. е. такого, что при i→∞ выполнено mi→∞, ni→∞,
mi−ni→∞) имеем

µ(A∩ Lmi B∩ Lni C)→ µ(A)µ(B)µ(C)

при i→∞. Аналогично определяется n-перемешивающее действие.
Мотивировкой этой работы служит следующий частный случай проблемы

Рохлина [8] о кратном перемешивании:

1Здесь и далее обозначение gi→∞ используется для последовательностей {gi}⊂G, имеющих
лишь конечное число элементов в каждом ограниченном подмножестве G.

ffi С. В. Тихонов, 2021

Том 82, вып. 1, 2021 г.
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для каких групп G существует перемешивающее G-действие L, не являюще-
еся 3-перемешиванием?

Для краткости любое перемешивающее действие, не обладающее 3-пере-
мешиванием, будем называть примером. По-прежнему не известен ответ на
вопрос о 3-перемешивании для групп Z и Rd при d∈N, то есть для преобразо-
ваний и многомерных потоков.

Основной вопрос, рассматриваемый в литературе в связи с проблемой Рох-
лина, такой:

Как на возможные пределы µ(A∩ Lmi B∩ Lni C) влияют свойства действия L?
Есть большое количество утверждений об отсутствии примеров в том или

ином классе преобразований или действий, см. [1, 2, 5, 9, 10]. В классе алгеб-
раических действий для определенных групп примеры, наоборот, существу-
ют [6].

В настоящей работе рассматривается обратный вопрос:
Как возможные пределы µ(A∩ Lmi B∩ Lni C) влияют на свойства действия L?
В связи с этим вопросом естественно ввести следующее понятие.
Определение. Действие L называется Lε-системой, если оно перемешива-

ет, для некоторых множества A, µ(A)= 1
2 , и расширяющегося набора после-

довательностей {m={mi}, n={ni}} существует предел мер µ(A∆ Lni A∆ Lmi A)
при i→∞, отличающийся не больше чем на ε от 0 или 1.

По крайней мере для абелевых групп существование примера и Lε-системы
с ε< 1

2 эквивалентны. Такая Lε-система является примером, поскольку

µ(A∩ Lni A∩ Lmi A)→ µ(A∆ Lni A∆ Lmi A)
4 6= 1

8

при i→∞. Обратно, если имеется пример L, то по результату Дж. Кинга
о кратном перемешивании Реньи [3] существует нестандартный предел для
некоторой последовательности мер µ(A∩ Lmi A∩ Lni A). Можно показать, что
в этом случае существует и пример (возможно, другой), для которого µ(A)= 1

2 .

В работе установлено, что для многомерных потоков ε¾ 1
16 (следствие 3),

получена оценка на ε и для преобразований (теорема 5). В последнем случае
оценка зависит от последовательностей m и n.

Также установлен один интересный структурный результат (следствие 3):
для действий абелевых групп при ε < 1

48 существуют аналоги устойчивых
шейпов, то есть такие пары m, n∈G, что

µ(A∆ L2k m A∆ L2k n A) ¶ 6ε,

для всех натуральных k.
Проиллюстрировать смысл последнего результата можно при помощи из-

вестного алгебраического примера для группы G=Z2 — (трехточечного) при-
мера Ледрапье L [4].



i
i

“13-tikhonov” — 2022/3/17 — 0:14 — page 207 — #3 i
i

i
i

i
i

о нарушении кратного перемешивания, близком к экстрема льному 207

Остановимся на нем подробнее.
Свойства этого примера определяются существованием шейпа — таких

элементов m, n∈G, что

µ(A∆L n A∆Lm A) = 0.

Шейп является устойчивым, то есть при увеличении m и n в два раза мы
снова получим шейп, так как

µ(A∆L 2n A∆L 2m A) ¶
∑

l∈{0,m,n}
µ(L l(A∆L n A∆Lm A)) = 0.

Отсюда следует, что µ(A∆L 2k n A∆L 2k m A)=0 для всех натуральных k. Тогда
пример Ледрапье является L0-системой и, значит, не обладает 3-перемеши-
ванием. Если «возмутить» меру µ(A∆L n A∆Lm A) (то есть рассматривать
ε-шейп), то само доказательство предполагает рост возможных ошибок в ме-
рах µ(A∆L 2k n A∆L 2k m A)=0 при росте k. Однако в Lε-системах такого роста
не происходит, см. следствие 3.

L0-системы изучались в работе [11], и их структура изучена глубже. Преоб-
разования и потоки такой структурой не обладают, а Z2-действия в каком-то
смысле исчерпываются примером Ледрапье.

Статья структурирована следующим образом: в § 2 доказываются ограни-
чения на меру пересечений Lk A∩ A и даются ограничения на ε для потоков.
В § 3 рассматриваются пересечения ∆h∈H Lh A. Они тоже обладают некоторой
жесткостью. Как следствие, доказывается устойчивость ε-шейпов для этой
системы. Наконец, § 4 посвящен следствиям из полученных результатов,
в нем устанавливаются ограничения на ε для преобразований, являющихся
Lε-системами, в зависимости от последовательностей m и n.

§ 2. Двукратные пересечения

Одно и то же действие L может быть Lε-системой относительно разных
наборов параметров — множества A и последовательностей m и n. Условим-
ся называть такие наборы подобными, если последовательности совпадают,
а различаются лишь множества. В этом параграфе мы изучаем простейшие
ограничения, вытекающие из подобности наборов параметров. Как след-
ствие получаем ограничения на ε для действий некоторых групп.

Главным техническим средством в дальнейших рассуждениях будет рас-
смотрение вместо меры µ функции ω, определяемой формулой

ω(A) = 1−2µ(A).

С точки зрения функции ω, предельное поведение Lε-систем означает, что

lim
i→∞
|ω(A∆ Lni A∆ Lmi A)| 2ε∼ 1.
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Здесь и далее a ε∼ b означает, что |a − b|¶ ε; выполнение какого-либо свой-
ства P с точностью до меры ε будем обозначать ε− P, а µ(A∆TA) ε∼0 означает
ε-инвариантность множества A относительно преобразования T .

Функция ω не является аддитивной функцией множества. Однако ее по-
ведение на симметрических разностях множеств относительно перемешива-
ющего действия аналогично поведению меры на пересечениях. Более точно
это сформулировано ниже.

Утверждение 1. Пусть действие T перемешивает, а n и m — расширяю-
щийся набор последовательностей.

Тогда для любых множеств A, B имеем

ω(T ni A∆T mi B)→ ω(A)ω(B)

при i→∞.
Доказательство. См. [7].
Общая информация по ω собрана в следующей лемме.
Лемма 1. Для любых множеств2 A, B, A1 и B1

• ω(A∆B)=−ω( A∆B);
• если µ(A) ε∼µ(B) то ω(A) 2ε∼ ω(B);

• если ω(A) ε∼a, то µ(A)
ε/2∼ 1−a

2 ;

• если µ(A) ε∼µ(A1) и µ(B) ε∼µ(B1), то ω(A∆B) 4ε∼ ω(A1∆B1).
Все эти утверждения проверяются непосредственно.
Прежде чем сформулировать теорему о подобных наборах параметров,

мы примем еще одно соглашение, несколько усложняющее формулировки
и упрощающее доказательства. Дело в том, что в подобных наборах мера
симметрической разности может стремиться к разным пределам (близким к
0 или 1). Допускаются оба поведения. В доказательствах, тем не менее, же-
лательно учитывать, какое поведение свойственно этим системам. Поэтому
будет использоваться эквивалентная, но более сложная формулировка для
подобных наборов параметров Lε-системы.

Определение 1. Подобными наборами параметров для Lε-системы L на-
зываются расширяющийся набор последовательностей {m, n}, наборы мно-
жеств {Ai |ω(Ai)=0}i∈I и {Ci |Ci ∈{∅, X}}i∈I , такие, что предел

ω(Ci∆ Ai∆ Lm j Ai∆ Ln j Ai)

при j→∞ будет 2ε-близок к 1 для всех i∈ I.
В дальнейшем, если не оговорено противное, мы предполагаем что подоб-

ные наборы параметров обозначены теми же буквами, что и в этом опреде-
лении.

Кроме того, во всех формулировках через A всегда обозначается множе-
ство, по которому строится Lε-система, сама система обозначается L.

2Здесь и далее черта над множеством обозначает дополнение к этому множеству.
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Теорема 1. Пусть Lε-система L обладает подобными наборами парамет-
ров по множествам A1 и A2. Тогда либо ω(A1∆ A2) 8ε∼ 0, либо |ω(A1∆ A2)| 8ε∼ 1.

Доказательство. Имеем

lim
i→∞
|ω((A1∆ Lni A1)∆(A2∆ Lni A2))| 4ε∼

4ε∼ lim
i→∞
|ω(C1∆C2∆ Lmi A1∆ Lmi A2)| = |ω(A1∆ A2)|.

С другой стороны,

lim
i→∞
ω((A1∆Lni A1)∆(A2∆Lni A2))= lim

i→∞
ω((A1∆A2)∆Lni (A1∆A2))=ω2(A1∆A2).

Таким образом, |ω(A1∆ A2)| 4ε∼ ω2(A1∆ A2). Если |ω(A1∆ A2)| − 1
2 > 0, то,

разделив выражение

|ω(A1∆ A2)|−ω2(A1∆ A2) ¶ 4ε

на |ω(A1∆ A2)|, получим

1−|ω(A1∆ A2)| ¶ 4ε
|ω(A1∆ A2)| < 8ε.

Если |ω(A1∆ A2)|− 1
2 ¶0, то разделим выражение

||ω(A1∆ A2)|−ω2(A1∆ A2)| ¶ 4ε

на 1−|ω(A1∆ A2)|¾ 1
2 , получим

|ω(A1∆ A2)| ¶ 4ε
1−|ω(A1∆ A2)| ¶ 8ε.

Замечание 1. Таким образом, мы имеем три варианта: ω(A1∆ A2) 8ε∼ 0,
ω(A1∆ A2) 8ε∼ 1 и ω(A1∆ A2) 8ε∼ −1. Переводя полученные неравенства в нера-
венства для мер, получим µ(A1∆ A2) 4ε∼ 1

2 , µ(A1∆ A2) 4ε∼ 0 и µ(A1∆ A2) 4ε∼ 1. На-

конец, так как множества A1 и A2 имеют меру 1
2 , последние неравенства мож-

но переписать также с помощью пересечений: µ(A1∩ A2) 2ε∼ 1
4 , µ(A1∩ A2) 2ε∼ 1

2
и µ(A1∩ A2) 2ε∼ 0. Первый случай означает, что множества A1 и A2 4ε-независи-
мы, второй — что они 4ε-совпадают, третий — что одно из них является 4ε-до-
полнением другого. Все три случая реализуются в известных L0-системах.

Замечание 2. Оценки в теореме можно усилить более точным решением
неравенства x− x2<4ε при x∈ [0, 1]. В этом случае оценка содержит радика-
лы и усложняет дальнейшие рассуждения.

Через C(L) обозначим централизатор L, то есть множество преобразова-
ний, коммутирующих со всеми элементами L. Покажем, что имеются серьез-
ные ограничения на взаимодействие множества A с элементами централиза-
тора.

Следствие 1. Если P∈C(L), то возможны два варианта: либо µ(A∆PA) 4ε∼0,
либо множества A и PA являются 4ε-независимыми.
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Доказательство. Так как для любого набора целочисленных индексов I
имеем

µ
�

⋂

i
Li PA
�

= µ
�

P
�

⋂

i
Li A
��

= µ
�

⋂

i
Li A
�

,

то применима теорема 1 с множествами A1= A и A2= PA1. Нам достаточно
показать, что случай ω(A1∆ A2) 8ε∼ −1 можно исключить. Для этого заметим,
что в переходе

lim
i→∞

ω((A1∆ Lni A1)∆(A2∆ Lni A2)) 4ε∼ lim
i→∞

ω(C1∆C2∆ Lmi A1∆ Lmi A2)

множество C2= PC1 и совпадает с C1. Следовательно, C1∆C2 можно убрать
из второй части этого выражения. Тогда

lim
i→∞

ω((A1∆ Lni A1)∆(A2∆ Lni A2)) 4ε∼ lim
i→∞

ω(Lmi A1∆ Lmi A2) = ω(A1∆ A2).

Дальнейшие рассуждения теоремы повторяются дословно, мы лишь опуска-
ем модуль у выражения ω(A1∆ A2), результатом будут два возможных вари-
анта: ω(A1∆ A2) 8ε∼ 0 и ω(A1∆ A2) 8ε∼ 1.

Следствие 2. Пусть тотально эргодическое преобразование P коммутиру-
ет с L и ε< 1

24 . Тогда µ(Pk A∩ A) 2ε∼ 1
4 при всех k∈Z\{0} и j=1, ‌, n.

Доказательство. Напомним, что преобразование P называется тотально
эргодическим, если инвариантные множества каждого из преобразований Pk,
k ∈N, имеют меру 0 или 1. Таким свойством обладают, например, все пере-
мешивающие преобразования. Применив предыдущее следствие к Pk ∈C(L),
получаем два варианта: либо µ(A∆ Pk A) 4ε∼ 0, либо µ(A∆ Pk A) 4ε∼ 1

2 . Предпо-
ложим что для некоторого k выполняется первый вариант. Без ограничения
общности можно считать, что k=1. Пусть второй вариант также реализуется,
в частности, для некоторого минимального натурального l. Тогда

1
2

4ε∼ µ(A∆ P l A) = µ(A∆ P l−1 A∆ P l−1 A∆ P l A) ¶

¶ µ(A∆ P l−1 A)+µ(P l−1 A∆ P l A) ¶ 4ε+µ(A∆ PA) = 8ε.

Так как ε< 1
24 , такая ситуация невозможна и µ(A∆ P l A) 4ε∼ 0 для всех l. Таким

образом, множество A является 4ε-инвариантным относительно всех степе-
ней P. Применим статистическую эргодическую теорему для эргодического
преобразования P и характеристической функции f множества A:

1
n

n
∑

k=1

∫

f (Pk x) f (x)dµ→
�

∫

f (x)dµ
� 2
= 1

4

при n→∞. Так как
∫

f (Pk x) f (x)dµ=µ(A∩ Pk A)¾ 1
2 −2ε, то

1
2 −2ε ¶ 1

4 ⇒ ε ¾
1
8 ,

что противоречит условию.
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Следствие 3. Пусть d ∈N и Rd-действие L является Lε-системой. Тогда
ε¾ 1

16 .

Доказательство. Согласно следствию 1, непрерывное отображение g 7→
7→ µ(Lg A ∩ A) может принимать значения только в трех непересекающихся
отрезках: [0, 2ε],

�1
4 −2ε, 1

4 +2ε
�

и
�1

2 −2ε, 1
2

�

. Следовательно, оно принима-
ет значения только в одном из них. Однако его значение при g= 0 лежит в
последнем отрезке, а предельное значение по любой возрастающей последо-
вательности — во втором, противоречие.

§ 3. Многократные пересечения

Теорема 2. Пусть Lε-система обладает подобными наборами параметров
по множествам {Ai}i=1,...,n. Тогда либо ω(∆i Ai)

4nε∼ 0, либо |ω(∆i Ai)|
4nε∼ 1.

Доказательство. Имеем

lim
j→∞
|ω(∆i(Ai∆ Ln j Ai))| 2nε∼ lim

j→∞
|ω((∆i Ci)∆ Lm j (∆i Ai))| =

= lim
j→∞
|ω(∆i Lm j A)| = |ω(∆i Ai)|.

С другой стороны,

lim
j→∞
|ω(∆i(Ai∆ Ln j Ai))| = lim

j→∞
ω((∆i Ai)∆ Ln j (∆i Ai)) = ω2(∆i Ai).

Таким образом, |ω(∆i Ai)|
2nε∼ ω2(∆i Ai). Если |ω(∆i Ai)| −

1
2 > 0, то, разде-

лив обе части неравенства

|ω(∆i Ai)|−ω2(∆i Ai) < 2nε

на |ω(∆i Ai)|, получим

1−|ω(∆i Ai)| <
2ε

|ω(∆i Ai)|
< 4nε.

Если |ω(∆i Ai)|−
1
2 ¶0, то разделим обе части неравенства

||ω(∆i Ai)|−ω2(∆i Ai)| ¶ 2nε

на 1−|ω(∆i Ai)|¾
1
2 , получим

|ω(∆i Ai)| <
2nε

1−|ω(∆i Ai)|
¶ 4nε.

Замечание. Таким образом, в случае трехкратных пересечений мы имеем
три варианта:ω(A1∆A2∆A3) 12ε∼ 0,ω(A1∆A2∆A3) 12ε∼ 1 иω(A1∆A2∆A3) 12ε∼ −1.
Переводя полученные неравенства в неравенства для мер, получим

µ(A1∆ A2∆ A3) 6ε∼ 1
2 , µ(A1∆ A2∆ A3) 6ε∼ 0, µ(A1∆ A2∆ A3) 6ε∼ 1.
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Следствие. Пусть тотально эргодическое преобразование P коммути-
рует с Lε-системой, ε < 1

24 , и k 6= l — ненулевые целые числа. Тогда мера

µ(Pk A∩ P l A∩ A), с точностью до 9ε
2 , равна одному из чисел 0, 1

8 , 1
4 .

Доказательство. Применим предыдущую теорему с A1 = A, A2 = Pk A
и A3= P l A. Мера µ(Pk A∆ P l A∆ A) с точностью до 6ε равна 1

2 , 1 или 0. Далее,

µ(Pk A∆ P l A∆ A) = µ(A)+µ(Pk A)+µ(P l A)−

−2µ(P l A∩ A)−2µ(Pk A∩ A)−2µ(P l A∩ Pk A)+4µ(Pk A∩ P l A∩ A).

По следствию 2, меры µ(P l A∩ A), µ(Pk A∩ A), µ(P l A∩ Pk A) с точностью до 2ε
равны 1

4 .
Таким образом,

4µ(Pk A∩ P l A∩ A) 18ε∼ α,

где α— одно из чисел 0, 1, 1
2 . Следовательно,

µ(Pk A∩ P l A∩ A)
9ε/2∼ α

4 .

Определение. ε-Шейпом (для множества B) и действия P назовем любой
такой непустой конечный набор элементов H={hi}⊂G, что

|ω(∆i Phi B)| ε∼ 1.

Шейп H является устойчивым ε-шейпом, если для любого натурального k
набор элементов 2k H = {2khi}i является ε-шейпом. Если ε-шейп H содержит
n элементов, то он называется n-точечным.

Теорема 3. Пусть ε< 1
48 , тотально эргодическое абелево действие P ком-

мутирует с Lε-системой и обладает трехточечным 12ε-шейпом Н по множе-
ству A. Тогда 2H также 12ε-шейп.

Доказательство. Возьмем такое C ∈{∅, X}, что

ω(∆i Phi A∆C) 12ε∼ 1.

Тогда µ(∆i Phi A∆C) 6ε∼ 0.
Пусть также C0 ∈ {∅, X} — симметрическая разность #H множеств C.

Имеем

µ(P2h1 A∆ P2h2 A∆ P2h3 A∆C0) =

= µ((∆i Ph1+hi A∆C)∆(∆i Phi+h2 A∆C)∆(∆i Phi+h3 A∆C)) ¶

¶ µ(∆i Ph1+hi A∆C)+µ(∆i Phi+h2 A∆C)+µ(∆i Phi+h3 A∆C) =

= 3µ(∆i Phi A∆C) 18ε∼ 0.

Следовательно,
|ω(P2h1 A∆ P2h2 A∆ P2h3 A)| 36ε∼ 1.
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Таким образом, 2H — это 36ε-шейп. Согласно теореме 2, выражение

|ω(P2h1 B A∆ P2h2 A∆ P2h3 A)|

может лежать либо в отрезке [0, 12ε], либо в отрезке [1− 12ε, 1]. Так как
ε<

1
48 , первый отрезок с [1−36ε, 1] не пересекается. Тогда

|ω(P2h1 A∆ P2h2 A∆ P2h3 A)| 12ε∼ 1.

Следовательно, 2H является 12ε-шейпом.
Следствие. Пусть абелева Lε-система обладает трехточечным 12ε-шей-

пом H по множеству A и ε< 1
48 . Тогда 2k H также является 12ε-шейпом для

всех натуральных k.
Доказательство. Применяя последовательно предыдущий результат к мно-

жествам H, 2H, 22H, ‌, получаем, что все они являются 12ε-шейпами.

§ 4. Преобразования, близкие к экстремальным

В этой части работы рассматриваются только преобразования L, являющи-
еся Lε-системами, или преобразования P, коммутирующие с таковыми.

Нам понадобится связь между симметрическими разностями и многочле-
нами от одной переменной.

Каждому конечному набору элементов {hi}⊂Z+ поставим в соответствие
многочлен
∑

xhi над полем Z2 и симметрическую разность

∆i Lhi A.

Таким образом, устанавливается однозначное соответствие между полинома-
ми и симметрическими разностями такого вида. Умножение полинома на
моном xh соответствует переходу к симметрической разности

∆i Lh+hi A,

при этом мера симметрической разности сохраняется. Симметрическая раз-
ность двух множеств вида ∆i Lhi A и ∆i Lgi A приводит к сумме соответству-
ющих им полиномов. Если многочлен представляется как сумма двух мно-
гочленов, соответствующих ε-шейпам, то сам он соответствует некоторому
2ε-шейпу.

Через K=K(m, n) обозначим минимальное натуральное число, такое, что
xK +1 делится на xm+ xn+1 в Z2[x].

Утверждение 2. K(m, n)¶2m−1.
Доказательство. Рассмотрим остатки при делении {x l + 1}l=1,...,2m−1 на

xm + xn + 1. Количество таких остатков не превышает количества многочле-
нов степени m− 1, то есть не более 2m. Кроме того, остаток 1 невозможен,
так как x l не делится на xm+ xn+1 ни при каких l, m, n. Таким образом, мо-
жет быть не более 2m − 1 остатков. Если остатки при делении многочленов
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{x l + 1}l=1,...,2m−1 на xm + xn + 1 различны, то среди них встретится каждый
возможный остаток по одному разу, в частности остаток 0. Таким образом,
в этом случае утверждение выполняется. Предположим теперь, что остатка 0
нет. Тогда для некоторых l= l1, l2 (l2> l1) эти остатки совпадают. Следователь-
но, x l2 − x l1 = x l1 (x l2−l1 +1) делится на xm+ xn+1. Так как x l1 не имеет общих
множителей с многочленом xm + xn + 1, то (x l2−l1 + 1) на этот многочлен де-
лится. Учитывая, что l2− l1<2m, получаем требуемую оценку на K(m, n).

Пусть I — такой набор степеней x, что
�

∑

i∈I
x i
�

(xm+ xn+1)= xK(m,n)+1.

Утверждение 3. #I¶ 2K(m, n)
3 .

Доказательство. При умножении
�

∑

i∈I
x i
�

на (xm+ xn+1) появляются 3#I

слагаемых вида xk. Из них два крайних, 1 и xK(m,n), встречаются по одно-
му разу. Все остальные слагаемые xk должны встретиться четное число раз
(0 или 2, так как больше трех раз терм xk встретиться не может). Поэтому
имеем оценку 3#I¶2(K(m, n)−1)+2=2K(m, n).

Теорема 4. Пусть преобразование P, коммутирующее с Lε-системой, обла-
дает 12ε-шейпом (m, n, 0), m>n>0 и ε< 1

24 . Тогда ε¾ 1
8(K(m, n)+1) .

Доказательство. Переведем на язык симметрических разностей равен-
ство
�

∑

i∈I
x i
�

(xm+ xn+1)= xK(m,n)+1:

µ(PK(m,n) A∆ A) = µ(∆i∈I P i(Pm A∆ Pn A∆ A)) 6ε#I∼ α,

где α∈{0, 1}. При ε< 1
24 , по следствию 2, µ(PK(m,n) A∆ A) 4ε∼ 1

2 . Следовательно,

1
2

(6#I+4)ε∼ α.

Тогда ε(6#I +4)¾ 1
2 и ε¾ 1

12#I+8 . Используя оценку утверждения 3, получаем
требуемое неравенство.

Обозначим через (a, b) наибольший общий делитель чисел a и b.
Теорема 5. Пусть дано Lε-преобразование L, ε< 1

24 и

K = min
j

K
� m j

(m j , n j)
,

n j

(m j , n j)

�

,

где минимум берется по всем тройкам, для которых (m j , n j , 0) образует
12ε-шейп. Предположим, что этот минимум достигается на некоторой паре
m>n>0. Тогда ε¾2−

m
(m,n)−3.

Доказательство. Согласно предыдущей теореме, примененной к преобра-
зованию L(m j ,n j ), имеем ε¾ 1

8K
�

m
(m, n) , n

(m, n)

�

+8
для любой пары (m, n). Под-

ставляя оценку из утверждения 2, получаем требуемое неравенство.
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