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ЯДРО БЕРШАНА В ОКРЕСТНОСТИ ДИАГОНАЛИ 
ДЛЯ ОБЛАСТИ, БЛИЗКИХ К ЭЛЛИПСОИДАМ 

0. К настоящему времени оценкам, асимптотике и вычислению 
ядер Бергмана для областей Е С* посвящена обширная литература. 
Однако без преувеличения моано сказать, что двумя мощными после­
довательными импульсами, породившими ее, являются фундаменталь­
ные работы Ч.Феффермана [i] и Л.Буте де Монвеля и И.Шёстранда 
[в], посвященные строго поевдовыпуклым областям с С09-границей. 
Ч.Фефферманом путем виртуозной работы было выделено главное сла­
гаемое в ядре Бергмана при использовании сильных результатов о 
решении Н -задачи Неймана, создан метод, впоследствии уточняв­
шийся самим Ч.Фефферманом и другими математиками; Л.Буте де Мон-
вель и И.Шёстранд применили теорию псевдодифференциальных опера­
торов. Пока для получения главного члена асимптотики в ядре 
Бергмана в точном виде альтернативных подходов, кроме этих двух, 
не было. Для получения точных по порядку оценок ядра Бергмана и 
его производных для достаточно произвольных слабо псевдовыпуклых 
областей недавно И.Стейном и другими был применен новый метод. 
Однако употребленная там терминология, чрезвычайно удобная для 
оценок, не позволяет уточнить оценки до асимптотики. 

В настоящей работе предлагается еще один подход к задаче об 
асимптотике ядра Бергмана, позволяющий отказаться от требования 
гладкости границы - при том, конечно, условии, что изучается по­
ведение ядра "вблизи, диагонаяи". Если область строго псевдовыг-
пукха и с С4-границей, то приводимая ниже теорема дает главное 
слагаемое как У Ч.Феффермана [i] с оценкой остатка как у Л.Буте 
де Монвеля - И.Шёстранда J2] , в работах которых облаоть должна 
была иметь См-границу. 

1. Перейдем к точным формулировкам. Пусть Хк , # к*И , 
К = %г.р>- произвольные числи, ifi0 - комплексный эллипсоид 

Л0={?=(гр...;^):|гЛ|га|Ч...+К1^^}> 
В0(55,^); %,4G-£L0- ОДРО Бершана для эллипсоида Л 0 . Выражение 
ДляВвСг,^ имейся в статье А.Бонами и Н.Лоуе [ з ] . В настоящей 
работе для экономии места не будем выписывать его явно. Пусть 
далее Л- область со следующими свойствами (не обязательно 
псевдовыпуклая): а) область ill ограничена, | * | < С 0 п р и б е й , 
о С* -границей и вне цилиндра Т е ^ { г . ' / г , , - ! к 80} произвольна, 
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в) пересечение ifL П Тс задается неравенством 

Kl**KI*4.-4ij^^(V-4)<i, (I) 
где V - вещественная с* -гладкая функция со свойством 

где * f =* ( +^, • Ь*\, fl>*, Л> Я , ЛкДЧ^.. . ;«- . 
Пусть, далее, г*= (f, 0,..0)» где 0 < / < 1 и 0 < <Г< f 
Через VfCfc*} обозначим" эллипсоид 

Нетрудно установить, что существует f = fe(G,,&в|р аг>-• •**»^ < ^ 
такое, что при f0<-f<1 будут справедливы Ьоотношения 2*е,&, 
VfU^ct&fliflo , а также 

ТЕОРЕМА. Предположим, что область SL удовлетворяет условиям, 
приведенным в пунктах, а) и в), fe, , V{{%*) введены выше. 
Пусть • ! • 

Через Ъ(% ,у) обозначим ядро Бергмана для Л \, B0U ,у) - со­
ответственно, для А„ . Тогда существует постоянная Д = 
= А ( С „ С , , ^ , ( ( ; ^ . . . й Л , 0 , такая, что п р и ^ y*V(%*) 
выполнено 

ЗАМЕЧАНИЕ. Если Л - строго псевдовыпукл^я область с С -
границей, то с помощью канонического биголоморфизма [i] можно 
привести ее-к виду (I) с-функцией Р , удовлетворяющей соотноше­
нию (2) при * к = 1 , Я,«К«И, )* = 4, }к*Ь,~ %*^<Ь > Ч т о 

дает 1-1 , т.е. действительно получится в данном случае глав­
ное слагаемое Be( t,"^) как в [ i j с оценкой остатка, как в [ з ] . 
Представляет интерес также и зависимость постоянной А только 
от перечисленных параметров. 

2. Начало доказательства: свойства ядра Бергмана. 
Приведем некоторые классические факты о ядре Бергмана. 

а) Для любой ограниченной области Л с С*! ядро Бергмана 
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K&Cl,7?) существует и К л ( 2 , -)е La(J2.J 
в) Ддро К^(%,^) голоморфно по "» и антиголоморфно по ̂  , 

при этом * 
<&<?,*> = X f l 7 ^ ' К (?,?>> О 

с) если функция f голоморфна в tfl и ^ е Ь ( Л ) » то 

id) = \ iC/)<i%,Vi^ , <t(Tf - мера Лебега в Л , 
А) если А - биголоморфное отображение, А:Л —*-$$ » *}(?)-

якобиан Д , то 

в) если i fycf l^ , 5?еЛ 4 , то 

Для полноты изложения и в гаыу важности для дальнейшего докажем 
свойство е). Пользуясь свойством с), неравенством Кош-Зуняков-
ского, свойством в) и опять свойством с), получим 

что и дает свойство е). 
3. Продолжение доказательства: специальное отображение 
Используя обозначения тоореш, введем оледущее биголоморф­

ное отображение 

Тогда 
а) А(Лв)= A 0 , A(7J = n 
в) существуют ><« fe(Ce,C,,6,.,f, «*...«№,^ <f и 

СА= CvCO^D^b,,^,...,^,^) ̂  0 такие, что при Д <^>< -f . , 
£*=({>0 ..,0) справедливо 
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U*t(htvf (**)), да,) *'<kii-f) 
с) существуют . / « Д ( С , , Ь,, 6,,<Г,*»,...,«,„0 J<f . и % = 

= с,<с„,е, ,6„«Г,«4 , . . . ,«»,«;>o такие- что ПРИ '*•/>/* 
и We дЛ выполняется 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, 
а) Имеем 

*«ЗЛв4=» |*J +£!*„ ! * * « • 

= 4 . 

Поэтому, если у» ( f t , , . . , ^ ) = Д ( ^ , fceftfl, • т о 

VI <-v 
что и требовалось; то, что А(%>)= ft, » очевидно. 

в) Понятно, что достаточно установить соотношение 
.**. 

Поскольку в данном случае 

то 2«u №?КГ= Vf 
ЧЧ\ \4h »(51т.И 

si 7г/ 
1-i 

IV ivJV ei* /»_/>/*- r* , ' - > гм-Я 

что и требуется. 
с) Рассмотрим сле,цущие вспомогательные области ifli+ , Л _ : 

Л.=}г=га),...,ч):|*-7.|*е.,КГ—|г»1*,1с,(|1-«,1^|(,|Ь\1й54 

Ясно, что 
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л+ с л л Т6в е л . . 
В самом деле, если %е ОЛ П В & , то 

поэтому в силу (2) „л 

|,/+...*|»j*4*<...)>i, !*/+••• * I * / - V " ^ ^ 
с » 

т.е. действительно ?#JL , fceJL. . 
Рассмотрим теперь следугкидае.точки: 

где -г°± определены по ц , . . , *„,), *,= 0J, + fy гак: 

К ^ М ^ - Л ^-^(XHAcJvfl^ (3) 

*? - t f * « i l l / • j (4) 

ЕСЛИ 2«fli£!i + , TO 

* i I *j*\4kiVHi=«(*,-fM»HA tf * 

a - * 
и аналогично при $е(Ш_ 

Понятно также, что 
«-<i*i*«-il, 1&1*Ы (7) 

K t h W v •••k=*v* > (8) 

затем из (3> - (5) и (7),(&) находим, что ,для некоторой постоян­
ной С= Ц Л , ^ . . ^ , ^ ' ^ , . , . ^ ) выполняется 

| х ( - * ; + | $ С | * ( - < | * , " « е 0 Д + (9+) 

\%,-xl\*u\xr\\fi , %*%&- (9_) 
l ^ - j f f l * &1$.,|Г / * " е ^ + (10+)~ 
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(Ю_) 

(II+) 

|l*klK-k|%o|4iV«to- (IIJ 

Далее, (6+) - (II+) влекут Ери Ъ^Ы± и / « , - f | « € 0 : 

I &M*-*U'%•«**, /£М*ЧГ> t±U. (i2) 
I <J« '141**' Ы д " ' v ' * 6 ' К Л *e3jl- (I3) 

Наконец, вспоминая определение f , из (3)-(13) находим 

КЧИ"*.-^» ««ta,;l*,-< K M f ««to- <") 

Если мы учтем, что при малых &t и "*=U0... %ц)^8^пЪ0 спра­
ведливо Х,*!, ^«Xji- ijAf , то с учетом (7) имеем 

I f-r *| |=w* A/jf- (f-fA */<*•/х wrtf-*» А/У х 

аде * = (*,,.•• sjediftt лВг# ,. О</<*. 
Закончим теперь доказательство свойства с) биголоморфизма 

Д . Превде всего отметим, что если 1eJL\Tg , т.е. если 
k_.f|>g,e но \%\^ с , то с некоторой постоянной йг// при 

тогда (ЧХ/ЛЧ к 
-1 tfti-ftefti-f)1 

Поскольку для V(г) = | ^ j + £ j г к | к справедливо 

то (18) влечет 
5» С„ , 

(18) 

(19) 

.(20) 
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Если мы воспользуемся соотношением (19) и тем, что 
Л + с Д пТ£<|с Д_ , т.е. fi£h riT£ c j l . _ \ ill+ , то понятно, что а6 • - , " ' « о 

достаточно установить соотношение 

% 
Пусть 55= (д^,,., %к)е. $Л+ ш £e0j2_ ; через 55к обозначим 
соответственно st" или %"к . С учетом (6 )-(Г7) имеем 

\Ф f К1ч-1 *f-,r 
<-я< ^ 7 * W N • 

n-v/' /f-Af 

^с н-кг M-/A(f-<r (21) 

Итак, (20) и (21) о учетом вышесказанного доказывают свой­
ство с) биголоморфизма 4 . 

Отметим важное для дальнейшего следствие свойств а) - с): 
г I 

СЛЕДСТВИЕ. Пусть в уололиях теоремы о0 = (1-р) . Сущест­
вуют постоянные С<у = <^ (с„ £„, «f,. . .,^)и д = . д «,,..., JJ„)<.f 
такие, что при 1>f>f3 ж ({=1 f с,^^ будут справедливы 
включения 

и 
4. Окончание доказательства теоремы. 

Свойство (А) ядер Берплана д&ет 

Wv'w-w**,№) 
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В А («,«)= <^В^ «tw, <Ы 
и далее по свойству в) ядер Бергмана и свойству в) биголомор-
физма А для: Т е А (V,f(?*)j имеем 

О < Ъл (***> - В ^ С ^ я « efe (Го , (22) 
**,<***>**&(*>*)* В ^ а д , (22'} 

и, значит, (22), (22') влекут 

Теперь пусть (1?, ffj e Д (V,f(2*)) • Тогда, поскольку 
S-AdfliJcUl,, . имеем 

" i l l 

М -I, +I* -J3 ' 
Теперь 1 * 

i, = вл^«-Ва^^ 
в силу аналитичности B,„(Ujtr)'no I* 
Далее, 

13= ^ В я й ю В д ^ Ы ^ = 

-|а в1^в^<Ш<; = 1двлд^в^<Ц = 
= 4 (^1-5 . (т,г; . (25) 

Наконец, 

[ BV tf,^B,a (titMfi = Вл (*,г> - е ^ п ( * , r > , (26) 
Л^Л 
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где 

ewi4*,« = J Вл$,юВА.(%Ыа. • (27) 

В итоге (24)-(27) дают 

- тог(г, «э - Б « (Т, Я = - (Вл (% е)- Вд №,«J- wwto, е).{28) 

Применяя неравенство Коши-Еуняковского, находим 

± 

Как следует из свойств в) и с) битоломорфнзма А и из 
асимптотики ядер Бергмана д,м эллипсовдов [з], при %eA(Yr(3*)) 
и t е «Лл \ Л выполнено 

т.е. при P,'Veh(\/r(%*)) t опять применяя с) для Д , найдем, 

(T,r;U с. U*t ft . (зо) 
Теперь, комбинируя (23), (2«)-(30), полущи 

\\ъ*)-Ъа&А*\^«)\+ъьг.*ъюГо . (3D 
Наконец, применяя к (31) саойотво (й) ядер Бергмана, получим 
требуемое утверждение теоремы. 
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Summary 

Asymptotics of the Bergman kernel near the diagonal of a 
paeudoconvex domain with mild boundary restrictions is investi­
gated. For strictly paeudoconvex domains with С -boundary the 
principal term has the Ch.Fefferman form, and the error estima­
te coincides with that of L.Boutet de Monvel^ 
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