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В настоящей работе рассматриваются статистики, заданные на последовательнос­
тях перестановочных случайных величин: число возрастаний, число убываний, число 
равенств, число двойных возрастаний, двойных убываний, число пиков и число впа­
дин. Получены явные выражения первых моментов таких статистик через простые 
характеристики совместных распределений. 

Работа первого автора выполнена при поддержке грантом НШ-1758.2003.1 про­
граммы Президента Российской Федерации поддержки ведущих научных школ и про­
граммой РАН «Современные проблемы теоретической математики». 

1. Определения и обозначения 
Случайные величины £i, £2, • • •, £л называются перестановочными, если совместные рас­
пределения £i, £2, • • •, £л и £<т(1)> £<т(2), • • •, £<г(л) совпадают при любой перестановке 
а(1) ,сг(2) , . . . ,а(л) чисел 1 , 2 . . . , и . 

Примерами распределений наборов £ i , . . . , £„ дискретных перестановочных случай­
ных величин являются равномерное распределение на перестановках { 1 , . . . , и}, равно­
мерное распределение на множествах наборов заданной спецификации и смеси таких 
распределений. Всюду далее считаем, что £ = (£i, £ 2 , . . . , £л) — последовательность пе­
рестановочных случайных величин. 

Индикаторную функцию события А будем обозначать х(Л): х(Л) = 1, если А истин­
но, в противном случае х04) = 0. 

Образуем случайные величины 

л - 1 

Д = £х{&<&+1}, 
* = 1 
л - 1 

* = 1 
л - 1 

£ = £*{&=&+.}. 
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которые равны, соответственно, числу возрастаний, числу убываний и числу равенств в 
последовательности £ i , . . . , £„. Цель работы — выразить первые моменты распределений 
R,L,F и некоторых других случайных величин через характеристики распределения 
случайных величин £i, £2 , . . . , £л. 

2. Основные результаты 
Распределение трехмерного случайного вектора (R,F,L) сосредоточено на двумерной 
плоскости, определяемой очевидным равенством 

R + F + L = n-l. 

В теоремах 1-3 приводятся выражения для математического ожидания и компонент ко­
вариационной матрицы вектора (R, F, L). Введем обозначения, которые будут использо­
ваться в работе. Для п ^ 4 полагаем 

Ргл = РШ = fc, Ь = Ы, Р*г = Р{£. = Ъ. < Ы - P{£i = h > Ы-
Теорема 1. Математическое ожидание и дисперсия числа возрастаний R равны, соот­
ветственно, 

МЛ = £zi>(1 _ P2)t 

OR = ^ 1 ( 1 - Р2.2) + J (И " 2)(P3 " Р2.2) + ^(« - D2(^2,2 " Р^. 

Замечание 1. Если случайные величины £i, £г, • • •, £л независимы, то 

Ъ,2 = Pi 
и последнее слагаемое в формуле для DR равно нулю. 

Замечание 2. Если £i, £г > • • •, £л — случайная перестановка, равновероятно выбираемая 
из множества всех перестановок степени п, то 

Р2 = Р3 = Р2Л = 0. 

В этом случае теорема 1 дает формулы 

„„ = - ! , м _« + 1. 
согласующиеся с известной предельной теоремой (см. [3], стр. 288). 

Теорема 2. Математическое ожидание и дисперсия числа убываний F равны, соответ­
ственно, 

MF = MR, DF = DR, 
ковариация R и F равна 

cov(J?,F) = - ( * - ! ) О ̂  
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Замечание 3. Совпадают не только первые моменты, но и сами распределения числа 
возрастаний R и числа убываний F, поскольку в силу перестановочности случайных 
величин £i, £2, • • •, £л отрезки (£1, £2, • . . , £л) и (£„, %п-\,. • •, \\) распределены одинаково. 

Замечание 4. Если случайные величины £i, £г, • • •, £л независимы, то в силу замечания 1 
последнее слагаемое в правой части выражения для ковариации Rn F равно нулю. 

Если £ 1, £2 , . . . , £л реализуют равновероятные перестановки заданной спецификации, 
то исследование числа убываний F сводится к известной задаче Симона Ньюкомба (см. 
[2], стр.254). 

Теорема 3. Математическое ожидание и дисперсия числа равенств L равны, соответ­
ственно, 

ML = ( « - 1 ) P 2 , 
DL = -2cov(L, R) = -2cov(L, F) 

= (n- 1)P2(1 - Pi) + 2(n - 2)(P3 - Ргл) + ("- 2)(л - 3)(/>2f2 - Р$). 

Замечание 5. Утверждения теорем 1, 2 и 3 были опубликованы ранее [1]. Можно так­
же получить утверждения для моментов третьего порядка, одно такое утверждение мы 
приводим для примера. 

При соответствующих предположениях, что п ^ 5,6, дополнительно полагаем 

i>3,2 = P { £ l = £ 2 = £ 3 , £ 4 = £ 5 } , 

^2,2,2 = Р{£1=£2,£з=£4,£5=£б}. 

Теорема 4. Третий момент числа равенств L равен 

ML3 = (п - \)Р2 + 6(71 - 2)РЪ + б(л - 3)Р4 

+ 3(и - 2)(и - 3)Р2,2 + 6(л - 3)(л - 4)Р3,2 + (п- 3)(л - 4) (л - 5)Р2,2,2. 

Введем случайные величины 

п-2 п-2 

*Р = Т, *{& < &+1 < &+2>, ^ = Е Х<& < &+1 = &«>, 

л-2 л-2 

РР = Е *<& < &+i > &+2>. ^ = Е х<& = &+i < &«}, 

л-2 л-2 
L L = Е Х(& = &+1 = &+2>. L ^ = Е Х«* = &+1 > &+2>, 

л-2 л-2 

™ = Е *<& > & + 1 < &+2>. ^ = Е Xtt* > &+1 = &+2>, 

п-2 

FP=J^x{t;k > & + i >&+ 2 }-

Величины RR,RF, FR, FF назовем, соответственно, числом двойных возрастаний, чис­
лом пиков, числом впадин, числом двойных убываний в последовательности £i, £2, • • •, £л-
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В [4] для случая, когда (£i, £г,•••> £л) — равновероятная перестановка степени и, получены 
рекурсивные формулы вычисления совместного распределения этих четырех случайных 
величин. 

При соответствующих предположениях, что п ^ 4,5,6, дополнительно полагаем 

л = p«i = ь = ь = ы, р; = р«1 = ь = ь < ы - p{£i =ь = ь> ы. 
Р> = Р{̂ 1 = *2 = Ь = *4 = Ь), Рг,Ъ = Р«1 = & = $3, $4 = $5 = &>, 

Теорема 5. Математическое ожидание и дисперсия числа двойных возрастаний RR 
равны, соответственно, 

мЯ.-«.-»(!-£ + $). 

+^-'6°"+v, f,- f,,,)+^w- f») 
+^i)(f)-f„)+("-4>'5"-7)

w,,-f?). 
5 45 

Замечание 6. Как и в замечании 3, легко видеть, что два набора статистик 
(RR, RL, LF), (FF, LR, ft) 

распределены одинаково. 

Теорема 6. Математическое ожидание и дисперсия числа двойных равенств LL равны, 
соответственно, 

MLL = (n-2)P3 

Р Р . -Ч _1_ (** _ ? W * . _ /1W D L DLL = 2{п - 4)(/>5 - />з,э) + (п - 3)(и - 4)(/>3,з - Л2) 
+ 3(л - 3)(Р4 - Рз) + (Зя - 8)Р3(1 - Л ) . 

Замечание 7. Если случайные величины £i, £2, • • •, £л независимы, то, дополнительно к 
замечанию 1, 

^2,2,2 = />2
3, ^3,2 = РъР2, Л,3 = Pi 

Замечание 8. Если £i, £г, • • •, £л — случайная перестановка, равновероятно выбираемая 
из множества всех перестановок, то, дополнительно к замечанию 2, 

Ръ = РА = Л = ^3,2 = ^2,2,2 = Л,3 = 0. 

Теорема 7. Математические ожидания числа пиков RF и числа впадин FR равны, со­
ответственно, 

-»-o-»G-^+£). 
„™=(„_2)(i_^i+£). 
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Замечание 9. В силу очевидных равенств 

R + F + L = n-l, 

RR + RF + RL + x{£„-i <^} = RR + fR + LR + X{£i < Ы = *> 

Ш + FF + FL + xfe,-i >$„} = RF + FF + LF + X{£, > &} = F 

статистики L, RL, LR, FL, LF линейно выражаются через n, R, F, RF, FR, RR, FF, 
Hi < Ы, to > Ы, {?«-i < Ы, «»-i > !«>• 

3. Вычисление вероятностей некоторых событий, 
связанных с перестановочными случайными 
величинами 

В настоящем пункте вычисляются вероятности и некоторые вероятностные характерис­
тики, которые будут использованы при доказательстве теорем. 

Лемма 1. Если £ь £г> £з — перестановочные случайные величины, то в соответствии с 
введенными обозначениями 

P{£i = & < Ы + Р{$1 =Ь> Ы =Рг- Ръ, (2) 

P«i < fc < Ы = ^ - у + у . О) 

РШ < fc, & < Ы = ^ - ^ у ^ + у , (4) 

Р<&<*2.Ь<Ы = } - ^ у £ + £ . (5) 

РШ^Ь- £2<Ы = ^ - у > (6) 

РШ^Ь. ^ Ы = ^ + ^ у ^ + у (7) 
Замечание 10. Если £ь £г> £з независимы, одинаково распределены, и распределение £i 
симметрично, то есть совпадает с распределением С — £i при некоторой постоянной С, 
то 

/>* = />* = 0. 

Замечание 11. Сумма правых частей (4), (6), (7) равна 1; это является следствием пе­
рестановочности £ь £2, £з и того, что события {£i < £з,£2 < Ы> (£i < £г,£з ^ Ы> 
{& ^ £ь £з ^ £i} попарно не пересекаются, а их объединение дает полное событие, то 
есть содержит все возможные исходы. 

Доказательство леммы 1. Равенства (1) следуют из тождеств 

1 = Р « К Ы + Р « 1 = Ы + Р « 1 > Ы . 

P « I < Ы = P{£i > Ы-
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Аналогично выводится (2) из равенства 

Рг = РШ = Ы = P{£i =h< Ы + P{$i = & = Ы + Р«1 = Ъ > Ы-
Равенство (3) следует из (2) и того, что в силу перестановочности случайных величин £i, 

1 = 3!Р{£,<£2<Ы + ЗР{£, = $2 < Ы + ЗР{£, = fc > Ы + P{fi = & = Ы 
= 6Р{£, <^2<?з} + З Р 2 - 2 Л . 

Используя (3), (2) и определение Р%, получаем (4): 

Р{*1 < fc.fc < Ы = Р{*1 < Ь < Ы + Р«2 < *1< Ы + P{|l = fc < Ы 

= 2Р&<Ъ<Ы+
Р2-Р> + Р> 

1 л />3 р; = — £ + — + —. 
3 2 6 2 

Аналогично получаем равенство (5): 

Р«1 < fe.fi < Ы = 2Р{£, < & < Ы + ^ " ^ ~ Р*2 

3 2 6 2 " 
Равенство (6) следует из (4), (2) и определения Р*: 

РФ =s &,& < Ы = P«i < &,Ь < Ы + P«i = Ь > Ы 
= 1 р2 - р; рз л - л - р2* 

3 2 6 2 

= 1-^1 
3 3 ' 

Наконец, (7) выводится из (4) и (2): 
P{£i < fc.fc < Ы = P{fe < fc.fc < Ы + Ptfi < fc = Ы 

+ P{fl=$3>$2> + P{$l=$2=fc} 

= 1 A - i £ Л 
3 2 " " ^ Z i 

Следствие 1. Для перестановочных случайных величин fi, fe, £з справедливы равенства 

D = DX{£i < Ы = DX{h < Ы = Ц ^ - , (8) 

c « = cov(X{f, < Ы- X(fe S Ы) = Ц ^ - ^ A ~ Ц-, (9) 

c«< = cov(X{f, < Ы - X{fe < fe» = Ц ^ - + ^ Ц А (Ю) 

c < < = cov(x{|i < Ы, X(fe < Ы) = Ц ^ - ^ A + 2 

http://fe.fi
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Доказательство. Равенства (8) непосредственно следуют из (1). Далее, из (7), (1) и (4) 
выводим (9): 

= I + Pl " Р2 + ^1 _ 0 + ^ 
3 2 6 4 

12 4 6 2 ' 

Аналогично доказываются формулы (10) и (И): 

1 Р 2 - Р * , i>3 ( 1 - Р 2 ) 2 

cov(X{?. < Ы , х{& < Ы ) = г г-^- + 3 2 6 4 

~ 1 2 ~ 4 + 6 + 2 ' 

Замечание 12. Если случайные величины £ ь £2, £э независимы и имеют равномерное 
распределение на { 1 , . . . , т}, то 

Рг = \/т, Рг = 1/т2, Р* = 0, 

и поэтому 

Dxtfi sS Ы = DX«i < Ы = ^ ^ , (12) 

cov(x{^i < ?з},х{?2 < Ы ) = СОУ(ХШ < Ы,Х{& < Ы ) 
т2-\ 
12т = cov(X{£, < ы . x{fc < Ы) = - т г - (13) 

Лемма 2. £слм £i, £2. £з. £» — перестановочные случайные величины, то 

Р{$1<*2 ,Ь<$4} = ^ - у + ^ , (14) 

P t f i ^ & . f c ^ } ^ - ^ 2 - , (15) 

Р « 1 ^ Ы з ^ Ы = ^ + у + ^ . (16) 

Доказательство. Из тождества 

Р{*1 = 12} = Р«1 = $2,& < W + Р{$1 = &,Ь = W + Р{̂ 1 = $2,& > Ы 
= 2Р{£, = fc.fc < $4} + Р{̂ 1 = ЬЬ = $4> 

следует равенство 

Р { ^ = | 2 , | з < Ы = / > 2 / 2 ' 2 - (17) 
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Из аналогичного тождества 

и из (17) получаем, что 

""4 2 4 ' 

Равенство (15) получается сложением правых частей (14) и (17). 
Докажем (16): 

Ptfl < &,& < Ы = P{£l < Ь,Ь < Ы + Р«1 < Ь,$Э = Ы 

= - J - + — — + ^2,2 

_ 1 +2^24-^2,2 

4 

Из леммы 2 получаем следующее утверждение. 
Следствие 2. Для перестановочных случайных величин %\, £г, £з, 4̂ справедливы равенст­
ва 

c4 = cov(x(£i ^ Ы > Х ( £ з ^ Ы ) 
= -COV(X{£l ^ Ы > Х ( £ з < Ы ) 
= cov(x(^i <Ы>Х(£з < Ы ) 

4 

Доказательство. Докажем последнее из трех равенств: 

1 - 2/>2 + ^2,2 

(18) 

№ 
^2,2 " Pi 

4 

Два других равенства следуют из очевидного тождества 

и некоррелированности произвольных случайных величин с константами. 

Лемма 3. Если £ь £г, £з, £4 — перестановочные случайные величины, то в соответствии 
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с введенными обозначениями 

Р{Ь=Ь<Ь = Ы=Р2'2~Р\ (19) 

Ptfi = Ь = Ь > М = Рз~Р*~ Р*ъ. (20) 

Р{£. = Ь = 1=г < Ы = Р* ~ Р* + Р \ (21) 

2РШ=Ь<Ь<^4} + Р Ш < ^ = ^ < Ы = ( / > 2 ~ / > 2 , 2 ) ^ ( / > 2 * " Р з * ) + / ? 4 - Р з , 
(22) 

2Р{̂ 1 < £2 < Ь = Ы + Р{*1 < £2 = $3 < $4} = ( / > 2 " f 2 ' 2 ) ~ ( / > 2 * ~ / > 3 * ) + Л - Л , 
(23) 

Доказательство. Равенство (19) следует из перестановочности ^,^.5з>?4И очевидного 
тождества 

/>2,2 = P{|l = $ 2 , £ 3 = Ы 
= РА + Р{$, = f2 < *3 = Ы + Р«1 = $2 > Ь = |4}. 

Равенства (20) и (21) следуют из определения .Р3* и тождества 

Pj = P{$, = f c = | 3 } 
= Л + Р{?1 = fc = §3 < W + Р{£> = & = $3 > $4>-

Выполняется цепочка равенств 

P{£i = $2 < Ы = Р{£, = Ь < Ь < Ы + P{?i = | 2 < Ь = Ы 
+ P{£i =h<b> Ы 

= Р{̂ 1 = $2 < & < Ы + Р{$, = & < $3 = Ы 
+ P{£i = Ь < fc < Ы + Р{& = & = £4 < Ы 

С учетом (19) и (21) выражение в правой части цепочки преобразуется к виду 

2Р{^=^<^<^} + ^ ^ - + Р З ~ Р ^ + Р; +Р{^ < $ 2 = $ 3 < $ 4 > , 

но согласно определению /•* левая часть цепочки есть (Р2 + Р£ - Рг)/2. Равенство левой 
и правой частей цепочки после приведения подобных членов доказывает формулу (22). 
Формула (23) выводится аналогичным образом из равенства 

Р{& < $3 = М = Р{*1 < $2 < h = $4} + Р{*1 = $2 < & = *4> 

+ Р{̂ 2 < $1< ?3 = Ы + Р{$2 < $1 = §3 = Ы 
+ Р{?2 <^Э =^4 



12 А. М. Зубков, Д. В. Шуваев 

с учетом формулы 

и формул (19), (20). Докажем (24). В силу перестановочности fi, £2, £з> & выполняется 
тождество 

1 = 4 ! Р Ш < | 2 < £ з < Ы 
+ 12(Р{£, = Ь < £з < Ы + P{£i < Ь = Ь < Ы + P{£i <i-2<h = i;4 }) 
+ 4(Р{£, = £2 = | 3 < Ы + P{£i < Hi = £з = Ы) 
+ 6Р{£, = Ь < Ь = Ы + P{?i = & = Ь = Ы-

Рассмотрим сумму в правой части равенства. Группа слагаемых, перед которыми стоит 
коэффициент 12, равна, очевидно, полусумме 

2Р{£! =Ь<Ь< Ы + РШ < Ь = & < Ы 

и 

2Р{& < Ь < £з = Ы + РШ < fc = fc < Ы 

и выражается с помощью (22) и (23). Группа слагаемых перед которыми стоит коэффи­
циент 4, выражается через (20) и (21), слагаемое с коэффициентом 6 выражается через 
(19), последнее слагаемое есть / V В результате указанных преобразований и приведения 
подобных членов получаем (24). 

Лемма доказана. 

Лемма 4. Если £ь %2, £з> £4, £s — перестановочные случайные величины, то в соответ­
ствии с введенными обозначениями 

P{£i = Ь = £э,$4 < Ы = ^(Л - Л,2). (25) 

P{£l = ?2 = 6 = ?4 < Ы + Р{̂ 1 = Ь = Ь = £4 > Ы = Л " Л , (26) 
РФ = Ь = Ь < ^ = Ы + P{̂ i = Ь = £э > & = Ы = Ръл - Р$, (27) 

ЧЬ^Ь^Й.-^-***-^^-^ . (28) 

Доказательство. В силу перестановочности 

Р{& = Ь = Ь,Ъ <Ь) = P{$i =Ь = 1з,|4 >Ы, 

поэтому 

2Р{̂ 1 = Ь = $3,$4 < Ы + Р{£. = $2 = £з,£4 = Ы = Р{̂ 1 = $2 = Ы-

Из последнего равенства следует (25). Равенства (26) и (27) следуют непосредственно 
из определения величин Рзд, PA, PS- Равенство (28) докажем, исходя из следующего 
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тождества: 

1 = 5! Р{$, < & < & < $4 < £5} + | P { £ I = Нг < Нг < НА < Ы 

+ f Р{*1 < |2 = Ь < НА < Ы + | Р { * 1 < & < $3 = *4 < М 

+ | Р « 1 < $2 < $3 < $4 = Ы + | Р « 1 = ?2 = Ь < НА < Ь) 

+ §РШ = Нг <Нг = НА <Ы + ^РШ =НКЬ<НА = Ы 

+ |Р{*1 < Нг = Нг = НА < Hs} + ^P{?i < fc = & < $4 = Ы 

+ | P « I < & < £з = НА = Ы + |Р{$1 = & = £з = ?4 < Ы 

+ 2§jP{£i = & = £з < НА = Ы + ^ P { | i = fc < £з = £. = Ы 

+ | | Р « 1 < *2 = Ь = *4 = Ы + Р{$1 = *2 = |3 = $4 = Ы-

Преобразуем правую часть тождества, разбив для удобства всю сумму на отдельные груп­
пы слагаемых с одинаковыми коэффициентами (точнее, с коэффициентами, записанны­
ми одинаковым образом). Слагаемые первой группы определяются искомой величиной. 
Слагаемые второй группы (с коэффициентами 5!/2) могут быть описаны следующим об­
разом: среди £i, £2, £з, £4, £5 найдется ровно четыре различных значения. Заметим, что 
если £i < £2 < £3 < £4, то значение £5 либо совпадает с одним из £ь £2, £з, $4, либо 
может быть вставлено в строго возрастающую цепочку £i < £2 < £з < £4 одним из пяти 
способов. Из этого следует равенство 

P{£l = & < $3 < $4 < £5} + P{£l < Ь = Ь < £4 < £5} + P{£l < £2 < Ь = £4 < £5} 
+ P(£i < £2 < £з < £4 = £5} = P{£i < £2 < £3 < £4} - 5P{£! < £2 < £3 < £4 < £5}, 

в котором с учетом свойства перестановочности мы пренебрегли различными переста­
новками индексов. Рассмотрим третью группу слагаемых (с коэффициентами 5!/3!), их 
можно описать следующим образом: среди £ь £2, £з> £4, £s найдется три равных и най­
дется три попарно различных значения. Из равенств (25), (26) и очевидного тождества 

Ptfi =Нг = Ь,НА < Hs} = P{£i = Нг = Нъ < НА < Hs} 
+ Р{£. = Нг = Нг = НА < Hs} 
+ Р{|4 < | i = Нг = Нг < Hs} 
+ P{HA<HS = HI =Нг<Нг) 

+ Р{НА<Н5<Н1=Нг<НгЬ 

получим формулу для преобразования третьей группы слагаемых: 

P{£i = Нг = Нг < НА < Hs) + ?{Нх < Нг = Нз = НА < Hs} 
+ Р{$1 < Нг < Нг = НА = Hs) = (Рз - Рг,г)П ~ РА + Ps-

Слагаемые четвертой группы описываются следующим образом: среди Hi, Нг, Нг, НА, HS 
найдется две пары равных значений и найдется три попарно различных значения. Найдем 
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выражение для преобразования этой группы. Последовательно получаем: 

= P{£i = 1к1ь,Ь = Ы + Ргл + P{li = 1г> ls,li = Ы 
= РШ = ll < Is < Ь = Ы + Р{*1 = Ь < h = Ь = Ы 

+ P{£i = Ь <Ь = Ъ <Ы + Р{& = 1г = Ь=14<Is} 
+ 9{Ь = Ь < & = & < Ы + Рзл + РШ =Ь >ls>h = Ы 
+ РШ = Ь > Ь = £» = Ы + Р{*1 = ll > Ь = 4̂ > Ы 
+ Р{£. = ?2 = *3 = £4 > Ы + Р{£3 = $4 > ll = ll > Ы-

Используя перестановочность, переставим индексы в единообразном порядке и продол­
жим преобразования с учетом формул (27), (26): 

Р2,1 = 2(Р{£, = £2 < Ь < t» = Is} + P{£l =h<h=b< Ы 
+ Р{£. =b>b=b>Ы) + РФ = Ь <Ь = £4 = Ы 
+ P{£l = Ь > ll = *4 = Ы + Р{*! = fc = fc = *4 < Ы 
+ P{^i = Ь = Ь = & > Ы + Л,2 

= 2(Р{£, -= & < & < *4 = Ы + Р{̂ 1 = fc < Ь = ?4 < Ы 
+ P{£i = £2 > 1з = & > Ы ) + Рз,г -P5 + P*-Ps + Рз.г. 

что изначально было равно Рг,г- Из доказанного равенства следует формула для преоб­
разования четвертой группы слагаемых: 

Ptfi = %г < £з < U = £5} + P{£i = £2 < £3 = £4 < £5} 
+ P{£l = £2 > £з = £4 > £5} = (/>2,2 - Л ) / 2 - Р3,2 + Л . 

В пятую группу войдет два слагаемых с коэффициентами 5!/(3!2!), и они будут пре­
образованы с помощью формулы (27). 

В группу слагаемых с коэффициентами 5!/4! войдет тоже два слагаемых, и они будут 
преобразованы с помощью формулы (26). 

В седьмую группу войдет единственное последнее слагаемое, и по определению 

Рз = Ptfi = £2 = £з = £4 = Is). 

В результате указанных преобразований исходное тождество приобретет вид 

1 = 5!Р{£, < £ 2 < £ з < £ 4 < Ы 

+ | ( P « i <1г<1г< 14} - 5РШ < fc < fc < fc < Is}) 

Формула (28) получается, если из последнего равенства выразить вероятность 
P{£i < £2 < £з < £4 < £5}, применить формулу (24) и привести подобные члены. 

Лемма доказана. 
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Лемма 5. Если £ь £г> £з> %4> £s> £б — перестановочные случайные величины, то в соот­
ветствии с введенными обозначениями 

P{£i < Ь < ЬЛА < Ь < Ы = — - -g- + у + -^ з" + — • (29) 

Доказательство. Подобно тому, как при доказательстве леммы 1 из представления веро­
ятности полного события 

1 = 3!Р{$1<&<Ы + ЗР{$! = £ 2 <Ы + ЗР{$1=$2>Ы + Р{$1=&=Ы 
= 6Р{£, < Ь < Ь } + ЗР 2 -2 /> 3 . 

было получено равенство (3), так из аналогичных представлений вероятностей 

Р2 = Р{^=Ы ft =Р{$4 = & = & } . . Р { | К | 2 < Ы 

получаются равенства 

Р«1 < 6 < £з,*4 = *5 = Ы = у - ^ + ^ , 

Р{§1 < Ь < Ь.*4 < |5 < Ы = g P « l < *2 < Ы " ^Р{$1 < $2 < $3, $4 = Ы 

+ j P « K b < b . ^ 4 = f 5 = W -

Из этих равенств следует утверждение леммы. 

4. Доказательства теорем 
Доказательство теоремы 1. Выражение для математического ожидания следует из оп­
ределения величины F и из формулы (1). Вычислим дисперсию: 

/1-1 л - З я - 1 

">* = £ DX«i < 6+1} + 2 £ £ cov(x& < fc+1}, Х & < &+|}) 
1 = 1 / = 17=1+2 

л-2 

+ 2 ] ^ c o v ( x t e <£/+i},x(&+i <&+2» 
i = i 

= (и - 1)/) + (п - 2)(л - 3)с4 - 2(Й - 2 ) ^ < . 

Используя равенства (8), (18) и (10), получаем, что 

м _ („ _ „Ц££ + („ -Я(, _ з , ^ 1 - 2(„ - „ ( Ц З - 2z*j 
= ^ ( 1 - 1u) + |(« - 2)(?з - ftj) + \(i - Iftftj - *J). 

Теорема 1 доказана. 
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Доказательство теоремы 2. В силу замечания 3 распределения случайных величин R и 
F совпадают. Остается доказать формулу для их ковариации. По определению 

/ 1 -1 Л - 1 

cov(/?,F) = £ X > v ( X { £ , > £,+,}, х{£,- < £,+,}) 
(=1 j=\ 

л-1 

= ]£cov(x{£, > £/+i},x{& < £/+i» 
1 = 1 

л—3 л—1 

+ 2J2 Л C0V(xfe>^+i},X{^<^+i}) 
1 = 1 у =1+2 

л-2 
+ ^ c o v ( x f e > £/+i},x{£/+i < |/+2» 

1 = 1 

л - 2 

+ ]Tcov(x{& < f/+i},x{£/+i > &+2» 
1 = 1 

= - (я - 1)7) + (л - 2)(л - 3)c4 + (л - 2 ) c ^ + (n - 2)c«. 

ДЛЯ завершения доказательства остается подставить в последнее выражение формулы 
(8),(18),(11)и(9). 

Теорема 2 доказана. 

Доказательство теоремы 3. Выражения для математического ожидания и дисперсии 
случайной величины L получается из теорем 1 и 2 и тождества 

R + L + F = п- 1, 

но проще их найти непосредственно. Выражение для математического ожидания следует 
из определения значения Р2. Равенство 

DL = -2cov(L, R) = -2cov(L, F) 

получается, если рассмотреть дисперсии правой и левой части тождества 

R+L=n-\-F 

и учесть равенство распределений F и R. Для дисперсии находим выражение 

DI = (и - l)DXtf 1 = Ы + 2(я - 2) cov(x{£i = Ы> Х{£2 = Ы ) 
+ („ - 2)(,» - 3) COV(X{£, = fc}. Xtf3 = Ы)-

Для завершения доказательства остается применить формулы из следствий 1 и 2. 

Доказательство теоремы 4. По определению 

л-2 

!\М=1 

Отсюда с учетом перестановочности £i, £2, • • •, £л следует утверждение теоремы 4. 
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Доказательство теоремы 5. По определению 
л-2 

МДД = м £ ) х { & < & + 1 <&+*> 

= ( Й - 2 ) Р « , < 5 2 < Ы . 

Учитывая (3), получаем первое утверждение теоремы. Чтобы доказать второе утвержде-
2 

ние, вычислим MRR . Учитывая перестановочность f i, £г> • • •»£л» находим, что 
л-2 л-2 

MRR2 = М Y, Xtfj < £/+i < £/+2} I ] х(& < &+i < &+2> 

= {n- 2)P{£j < | 2 < fc} + 2(и - 3)P{£i < | 2 < Ъ < Ы 
+ (n - 4)(и - 5)P{$, < & < |з.$4 < & < M 
+ 2(и-4)Р{£, < £ 2 < £ з < £ 4 < Ы -

Отсюда получаем, что 

DRR = MRR2 - (MRR)2 = (и - 2)Р{|, < & < Ы 
+ 2(и - 3)Р{£, < | 2 < £з < Ы + 2(и - 4)Р{£, < & < £3 < $4 < Ы 

+ (и - 4)(и - 5)Р{£, < | 2 < ?з,$4 < £5 < Ы - (и - 2)2Р2{£, < | 2 < Ы -

Используя формулы лемм 1-5, путем элементарных преобразований выводим второе 
утверждение теоремы 5. 

Доказательство теоремы 6. По определению 

л-2 

= ( /1-2)Р«!=52=Ы-
Учитывая определение Рз, получаем первое утверждение теоремы. Чтобы доказать второе 

— ^ 2 
утверждение, вычислим MLL . Учитывая перестановочность £i, £2, • • • > £л, находим, что 

л-2 л-2 
MLL = М £ Xib = ly + i = £7+2} £ *<** = &+i = &+2> 

= (и - 2)Р{£, = £2 = Ы + 2(и - 3)P{f, = | 2 = 1з = Ы 
+ 2 ( и - 4 ) Р { $ , = ! 2 = $ з = $ 4 = Ы 
+ (и - 4)(и - 5)Р{£, = Ь = 1з,fc = | 5 = Ы -

Отсюда получаем равенство 

DLL = MLL2 - (MLL)2 

= (и - 2)Р3 + 2(и - 3 ) Л + 2(и - 4)Р5 + (п- 4)(и - 5)Р3,з - (и - 2)2Р3
2, 

которое после элементарных преобразований дает нужную формулу для дисперсии. 
Теорема 6 доказана. 
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Доказательство теоремы 7. Выражение для математического ожидания числа пиков сле­
дует из формулы (4). Выражение для математического ожидания числа впадин следует из 
формулы (5). 

Теорема 7 доказана. 
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