
А. Б. Гулисашвили 

О МУЛЬТИПЛИКАТОРАХ В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА 

Пусть А,, и А г- функциональные пространства на Е?, н>1 . 
Функция £ , определенная на Шк , называется мультипликато­
ром в паре (А 1 5А 4) , если 

для всех $еА,, , ж постоянная с не зависит от ^ . Множе­
ство, состоящее из .всевозможных мультипликаторов в паре (А 1 ?А г) » 
будет обозначаться через М(А,,—>-А4). 

Свойства мультипликаторов в функциональных пространствах 
изучались во многих работах. Отметим £э] и, особенно, [3J , где 
содержится обзор по теории мультипликаторов и обширная библио­
графия. О мультипликаторах в пространствах Бесова можно прочесть 
в [II] . 

В этой работе нас интересуют условия, при которых характе­
ристическая функция измеримого по Лебегу множества Е, 
Е е Е н , является мультипликатором в паре пространств Бесо­

ва. Х.Трибель (см. [ i l ] , замечание 2 в главе 2.8.7) поставил 
вопрос, является ли характеристическая функция полупространства 

30 = ,(*4,...,»»)eR*,':*f»0} 
мультипликатором в пространстве Бесова с предельной гладкостью 

' в э т о й с т а т ь е показано, что ответ на этот вопрос от­
рицателен. Более того, доказана следующая 

ТЕОРЕМА 4.1 (см.§ 4 ниже). Функция не принадлежит 
множеству М ( В ^ — » - Вр£, ) , ' f < P < 0 0 ; + / ! < c | , = $ o o . 

Кроме того, в § 4 доказывается, что в случае 1 из 
Hp "i/P 

(Вр̂ —«-Вр,,,,), 1<р«», i<ty^oo следует, что множество 
Е тривиально (мы будем называть множество Ее тривиальным, 

если j U , t t E = 0 , либо jU.a(|M\E) = 0 ) . По-видимому, такая 
теорема справедлива и в случае %>1 . ^ 

Совсем иначе .обстоит дело со включением ̂ef1(Bp̂ —»-Bpee ). 
В этом случае ̂ леМ(Вр^—^Вр'^ )) ; 1 < р ̂  °о , и более то­

го , автору удалось найти простое геометрическое условие на Е , 
гарантирующее принадлежность ^ множеству М ( В ^ — ' - В ^ )• 
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Оказалось, что важную роль в этой задаче играет теория множеств 
с конечным периметром (см. £2] , £l2] ) . Справедлива 

ТЕОРЕМА В. Для справедливости включения ^ Е « М ( В ^ — В , ^ ) 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условш 

\ _ 1 « ̂ Е) П В ( » Л ) ) ^ Л xeRH
? 0 < а < 1 И ) 

с постоянной С , не зависящей от х и г . 
В формулировке теоремы В через "Я^^ обозначена ( t t - -0-

-мерная мера Хаусдорфа в I w , через B(x,^j - открытый шар в 
Е 1* с центром в точке зс и радиусом г , а через Е --

-приведенная граница Е , иначе говоря, множество тех точек 
границы- Е , ' В которых существует аппроксимативная внешняя нор­
маль. Теорема В является частным случаем теоремы 3.1, доказывае­
мой ниже. 

Заметим, что различные аналоги условия (I) появлялись при 
изучении теорем вложения пространств гладких функций (см. [з] ) 
и в теории сингулярных интегралов на спрямляемых кривых в Щ<* . 
Как было показано Г.Давидом в [в] , аналог условия (I) является 
необходимым и достаточным для того, чтобы сингулярный интеграль­
ный оператор на кривой Г был ограничен в Ь Р(Г) при 1<р<оо, 

I . Предварительные сведения 

Через В , н»1 обозначается ft-мерное евклидово прост­
ранство с мерой Лебега j&n , а через - №-1) -мерная 
мера Хаусдорфа в Ц£н . . 

П р о с т р а н с т в о Б е с о в а В^, i «=p«» , l4ty^°°f 

О < ь< 0 0 (мы рассматриваем в этой работе только такие значе­
ния параметров) определяется следующим образом (см. £l] , [4] , 

В о ] , Bl] ) : пусть функция Vj, Aj)e£(]g,n) , такова, что 

1)М*£р<Н-{|:£«|£|« I) ; 2) <р<&)> О п Р и Г < | | ! < г ; 

3) 2 ^ (Z^|)==1 t=t=Q • Обозначим через ф - о о < к * 0 0 , 
К = - о о . . * 

и V* функции, определенные при помощи равенств 

где Г - преобразование Фурье. Тогда 
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где 

Г к=<| г 

Пространства Вр^ допускают эквивалентную нормировку в 
терминах группы сдвигов на Е . Нам понадобится только случай, 
когда л<1 . Пусть ;f<sLT(0tH;, f « p < ° ° . Модуль непрерыв­
ности £ в определяется при помощи равенства 

Р 0«lJll*t г 
Определим при 1«р<оо, 0 < 4 < 1 норму 

I IIW 

I О) (3) 

Известно, что 

й?ч вр* % 
с постоянными &j, о 4 , зависящими только от параметров (см. 

Ы , [ Ю ] , [ И ] ) . . 
Как уже было отмечено, важную роль в настоящей работе игра­

ет теория множеств с конечным параметром (или множеств Каччиопо-
ли в честь автора определения). Подробные сведения об этой тео­
рии можно найти в [2] и [12] . 

П е р и м е т р о м множества Е из t w называется вели­
чина 

реч,Е== in* jam "Н^ (3Mi) , 
\ — > - о о 

где.. \п£ берется по множеству всевозможных последовательностей 
{Mi,} множеств с гладкой гранщей (или полиэдров), таких,что , 

й о/ • ^ 
П р и в е д е н н о й г р а н и ц е й IF* Е множества Е 

называется множество всех точек границы Е , в которых сущест­
вует аппроксимативная внешняя нормаль (определение см. в £2} и 
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[12] ) . Известно, что 

p<n, £ = (£** Е ) 
(см. [2~\ , \l2~\ ) . Приведенная граница может не быть замкнутым 
множеством, но она всегда плотна в существенной границе Е , 
равной пересечению границ всех множеств, совпадающих с Е jx% -
почти всюду. 

Пространство BV (функции с градиентом ограниченной вариа­
ции см. \2~\ ) определяется как множество всех локально интегри­
руемых на функций £ , у которых обобщенные первые производ­

ят . 
цые , 13 v *S и, являются ограниченными борелевскими мера­
ми. В случае п~1 получается обычное пространство функций с ог­
раниченной вариацией. Мы будем рассматривать банахово простран­
ство Li* Л В V • Нормой в этом пространстве будет сумма нормы в 

L и полной вариации градиента функции. 
Основным фактом в теории пространств В V является форму­

ла Кронрода-Федерера-Флеминга-Ршела (см. [2] , [3] , [ ? ] ) . Эта 
формула такова: 

со 
1^1 ^ = | рел, { хейЛ. £(»)>t} й . (4) 

— о о 

В частности, из (6) следует, что 

X E « s B V < = = > реаЕ<«>о . ~ (5) 

Нам понадобятся еще неравенства из теории интерполяции ли­
нейных операторов. Они задают порядок К-функционала для пары 
{\!(V), Wp С S**>) . где Wp (-R*) - пространство Собо­
лева (определение К -функционала и сведения по теории интер­
поляции можно найти в [i] , fj5] , £ю] ) . Известно (см. jjp] , 
стр.258), что п р и 1 « р - с о о справедливы неравенства 

Cp{wp(t,f) + wiH(U)|Hp}«K(t^^?,W>Gp

7|co?(ti)t.mH(it)||f|p* • ( 6 ) 

Наконец заметим, что через с ниже будут обозначаться не­
которые положительные постоянные, возможно разные. 

2. Обобщение на многомерный случай теорем Титчмаша 
и_Харди=Литтлвгаа 

Пространство LvpcM) на Sit*1' определяется следующим об­
разом: 
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Теорема Титчмарша утверждает, что в случае и==1 из 

J j rfHwtfc)- K»)|(tx==0(fe), W O 
a 

следует, что $s=wt4t п.в. .на (см. [б] ) . Аналогичная 
теорема справедлива и в случае п * 1 

ТЕОРЕМА 2.1. Если для какого-нибудь шара В, В с R*1, и 
jpelj имеем 

В 
то £з=сеиа£ п.в. на- В . 

Мы не приводим доказательства теоремы 2 .1 , ввиду полной 
аналогии с теоремой Титчмарша. 

Харди и Литтлвудом было доказано, что в случае И=1 для то­
го , чтобы было справедливо утверждение 

<o,<t,fj —0( t ) i t - » - 0 + , 
необходимо и достаточно, чтобы функция $ совпадала почти всю­
ду с функцией ограниченной вариации (или, что эквивалентно, обоб­
щенная производная j 1 была бы ограниченной борелевской мерой) 
(см. [5] ) . 

Ниже доказывается многомерный аналог этой теоремы. 
ТЕОРЕМА 2.2. Имеет место равенство 

L'n BV = U p d , 1 ) , 
и для f e l j 1 справедливы оценки 

(7) 

. Из теоремы 2.2, используя ( 5 ) , выводим такое 
СЛЕДСТВИЕ 2.3. Пусть ЕсК н, ̂ Е < ° ° • Тогда 

t > о t >o 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.2. Пусть feLvp Cf ,1 ) .Тогда 

из (6) при р=1 вытекает существование для любого t > 0 разло­
жения . 

* _ * « + , ^ ' e L 1 , f ; i , e w;, 
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такого, что 

Отсвда выводим, что 

а из возможности такой аппроксимации следует, что £"sBv (нор­
ма в BV полунепрерывна снизу) и что 

Обратно, если £«Ь' П BV , то существуют ^ е ^ , 
tfr* 1 , такие, что ||in + , Jf-^||^ 0,к-~оо 

(сглаживаем f ) . Из (6) следует неравенство 

ы Д л + • ( 9 ) 

Переходя в (9) к пределу при ( t - * « , получаем, что 

t" (t Л ) + Г'mw (11 ) | f | |^ с ( | f ||^ | ̂  [ в у ) . 

Отсюда следует неравенство 

(10) 
, е. I II ч- н * н т и i 
1 UpcM 

Теперь неравенство (7) получается из неравенств (8) и (10) 
из соображений однородности. 

3. Мудьтипликатош в случае предельной гладкости 
Из теоремы Титчмарша и следствия 2.3 следует, что простран­

ство . Е*yla является предельным пространством в шкале прост­
ранств Бесова, содержащим нетривиальные характеристические функ­
ции. 

Мы доказываем утверждение,содержащее теорему А. 
ТЕОРЕМА 3.1. Для измеримого множества Е из Е следую­

щие утверждения эквивалентны: 
'f/p i/p 

I) ̂ Е
е М ^ р 1 — > - В р ^ ) для какого-нибудь p,<f<p««» ; 

2)7 Е«М<В#— Bpl) для всех 

з) М (Lipc-M)—-Lip(1,l>); 
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4) ̂ eMd /nBV— L1nBV); 

5) Жпч(F*Eл В(x>*>)< cV' 1, эсеК^ 0 < - » < * ; 

6) ре*(ЕпВ(х , г ) )«сг*~ ' ' , л е й 1 1 ; 0 < г < 1 ; 

7) р е г С Е п А Х с ^ А + ре̂ А ) для любого измеримого А, к<=-&*. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1&шликадия 5 ) = > 4) следует из [з] , § 1.2, 
где доказано, что если V - некоторая мера на ft'*1, , то для 
справедливости неравенства 

[|»|(lV«e|tt| ( , и е С Г СП) 

необходимо, и достаточно, чтобы было выполнено условие 
V(B(x,a))«ca r t"' (, я « ! и ' , 0 < г < 4 • Если записать (II) для 
меры i А == (F*E П А) , то при помощи подходящей аппрок­
симации можно получить неравенство 

3CH_,, ( Я Е п А х с ^ А + рсгА) . 

Далее, из того, что рег(Ел А) «ре^А + Х 4 Ч (#"*ЕлА ) , 

следует 7), а из 7) при помощи (4) получаем 4 ) . 
Итак при доказательстве 5 ) = > 4 ) было доказано, что 

5)==» 7), 7)=»-4). 
Несложно установить, что 7 ) = > 6 ) , 6 ) = > 5 ) , 2 ) = > 1 ) . Эк­

вивалентность условий 3) и 4) следует из теоремы 2.2. 
Докажем, что 1 ) = > 6 ) . Предположим, 4ToOL«sM(B!f?—*-Bp/£> ) . 

Для любых х, г , x<s&*, 0< г < 4 . несложно построить функ­

цию Ч) такую, что а) ^ '> в> 9 * , ^ = ^ П Р И 

^ е В ( х , г ) ; с) 0«4>ж>г^ 1 ; <b ( у = 0 при 

^.еЩ \ В ( х , Ь ) ; е ) [9 х J v p < сг р с постоянной с , не 
' Г'1 

зависящей от х и г (достаточно построить такую функцию для 
0С=0, \—\ , а затем применить растяжение и сдвиг). 

При помощи следствия 2.3 получаем оценку 

рег(ЕпВ(х , -^ ) )$о ^ p t \ ( t , ^ E n B ( А ^ с ж р + о и р -

— Ч + *Ч • (12) 
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Оценим ^ . Для этого используем условие I) теоремы и 
свойства функций <?х % . Получим оценку 

Итак, нами получена оценка 

£, * o r 4 " 1 . (13) 

Оценим ^ . Имеем 

Я с < б * - 1 > » В ( я , - ^ ) - = С ^ . (14) 

Согласно (12),(13) и (14), справедливо неравенство 

рег(ЕпВ(х,-^))^г^, 0<г<4 ? 

Отсюда следует, что 1 ) = > 6 ) . 
Осталось доказать, что 7) влечет 2 ) . Это - самый сложный мо­

мент доказательства теоремы. Нам понадобятся две леммы. Первая 
дает оценку сверху для нормы пространства Бесова через меру и 
периметр сечений в духе теоремы Кронрода-Федерера-Флеминта-Рише-
ла, а вторая - некоторую оценку снизу. Для простоты обе леммы фор­
мулируются и доказываются в случае, когда f > Q , хотя они вер­
ны и для функций произвольного знака. 

ЛЕММА 3.2. а) При4*=р<оо> 0<4<; справедливо неравенст­
во 

.] f | ^ c | f | + с | j ^ A { « t f W > » } ^ M * > ¥ * • ( I 5 ) 
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с постоянной с s зависящей только от р и i 
в) При -i« р< оо справедливо неравенство 

' ' ' в^* сИр + с1 b r V i x : A * ) ^ J t y } р (16) 

с постоянной с > зависящей только от р . 
ЛЕММА 3.3. а) При'fssp-too, 0< 4<1 / р справедливо неравен­

ство 

г > 
с постоянной с . зависящей только от р и 6 

в) При 1 *s р <• 0 0 справедливо неравенство 

1 о г ™р 
с постоянной с , зависящей только от р 

Неравенства (15) и (17) приводятся ввиду их самостоятельно­
го интереса и ниже использоваться не будут. Неравенство (15) бы­
ло ранее доказано автором в [б] , но более сложно, чем в настоя­
щей работе. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 3.2. Несложно доказать, что 

Отсюда и из (3) следует, что при 0 < 4<i / p 

| Н,.«{Ь м1^1иГ. 119' 
РР 0 -11 

Аналогично доказывается, что 
з следствия 2.3 выводим, что 
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Последнее неравенство в совокупности с (19) дает (15), а следст­
вие 2.3 в совокупности с (20) дает (16). 9 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕМШ 3.3. Заметим, что если ;N Wp , то 

f + (oc)== wax( f (x ) , 0 ) , 5~Ш=тахНи),0) (каждую функцию из 
Wp можно изменить на множестве меры нуль так, что для почти 

всех сечений вдоль координатных осей полученная функция будет 
локально абсолютно непрерывной и обобщенная производная будет 
совпадать с обычной производной, существующей почти всюду. Спра­
ведливо и аналогичное обратное утверждение (4J . Ясно, что ука­
занное выше свойство обобщенной производной сохраняется при пе­
реходе от £ к | + и $~ ) . Следовательно, предположение 

£> 0 не ограничивает общности в лемме 3i3. 
Неравенство (18) при помощи (4) можно переписать так: 

# « С £ I f L . , 1 , а последнее следует из нера-
"BV Р "р 

венства Гельдера. 
Для того, чтобы доказать (17), применим неравенство Гельде­

ра к левой части (17) и используем (18). Получим, что 

- Ф 1 Р ы к •.. 
Вернемся к доказательству теоремы 3.1. Напомним,.что оста­

лось доказать только 7 ) = > 2 ) . Предположим, что имеет место 7 ) , 
и пусть $• принадлежит B*{f для какого-нибудь р, 4 < р ^ ° ° . 
Для функций 9 К , » и |jf , определенных при помощи (2) , 
справедливы неравенства (см.лемму 6.2.1 в [ i ] ) -

1***Ц-«Ф**1,» • ( 2 1 ) 

1**%\*<**1*\**Чк1г**у: ( 2 2 ) 

Из (16),(18) и (21) для множества Е , удовлетворяющего 
условию 7) теоремы 3.1 выводим, что 

^роо -оо 
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p -o 

у 1 [ д , { * : Я < : ( £ * if)(xk-^t pw-{x:Be(j*K[)(*)<-^]]^}« •I 
о 

Итак, мы доказали, что 

•"poo ' Г ' 
Аналогично при .помощи (22) доказывается, что 

Складывая четыре последних неравенства, получаем, что 

[ М Ь Р Ф Е ^ Ю Ь / Р + 2 ЬЕЫ$*%)1и1> + 
р©о -°роо К 2*1 -"роз 

+|1с Е 1м(^^| | v p + HhEiw(f.qv)Lp*c{lt&(f.$)L + 

г К»1 ' -"p-i 
4. Характеристическая ФУНКЦИЯ полупространства не 

является мультипликатором в Вр<£. , 1<р<«» . 

Напомним, что полупространством в % % называется множество 
Е+ = 1 х = ( Х 1 , . . . , * н ) : т ^ > 0 \ . 

ТЕОРЕМА 4.1 . Функция у^ъ не принадлежит множеству 

ТЕОРЕМА 4.2 . Пусть П = 1 . Тогда из справедливости утвержде­
ния ^ Е е М (В р

 Р-^~ В р/Р, ) дая каких-нибудь р, , 1 < р < <*> , 



' l - c t y ^ o o , следует что ^ Е= 0 или ^ ( й Ч Е ) — 0 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4.2. Определим на R' функцию 

е _ 
I»! 

, 1*|>1 , 
где tog- обозначает натуральный логарифм, а е - его основание. 

Докажем, что ^©B^ , 1^ р<°о , 1<<£«ьо . Пусть число 

U таково, что 0<к<-1Д . Тогда 

Пусть же(-1,-2й) . По теореме Лагранжа 

| ^ ( X + k ) - ^ W ) | = l t ^ ^ ) | ^ ^ j | f ^ - ^ -jlj- , (24) 

(в цепочке неравенств (24) ^€(зь,х + к ) , и использовано то, что 

l * | - 1 * < | $ | < | * | , t 1 j * | < l l j< | х | ) . 
Аналогично, при хе(1*, 1 -й ) шеем 

| £ (Я + 1 О - 0 < * ) | — Ы ? ' Ф 1 ^ ^ % ~ у ^ ~ % - ^ .(25) 

Из (24) и (25) следует, что 

Для оценки I , применим неравенство &HJ.(1+*)«S X . Имеем 
е 

И при малых fa. (26) 

при малых к. (27) 

Наконец, вновь используя неравенство i0Q(1+oc)«= X , полу­
чаем 
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при малых Я-. 
Из (23),(26),(27) и (28) получаем, что 

а отсюда следует, что 

Ясно, что для любого е> 0 функция ^ ( £ )(х)==^(б"'л) принадле­

жит В р ^ , 1<-р<«», -f<<j,«oo , и что 4 U p p ^ ( £ ; e £ - 6 , 6 ] . 

Пусть теперь ^ ( В ^ В ^ ) . Тогда ̂ в « ( В £ * В £ ) 

и по теореме 3.1 для любого конечного интервала А множество 
Д П Е имеет конечный периметр. Отсюда следует что 7д л Е 
совпадает почти всюду с функцией ограниченной вариации (теоре­
ма Харди-Литтлвуда, § 2 ) . Значит, если Е - нетривиальное мно­
жество, то существует эс0е&'' и £>0 , такие,что один из ин­
тервалов (&0— £.,%„), ( « а , х 0 + £.) почти весь принадлежит Е • а 
другой - В ^ ч Е . 

Предположим для определенности, что (* 0> * 0 +Б) с: Е , 
(X 5-£,,* 0)c:Kf\ Е • Рассмотрим функцию 

Ясно, что ° 

J ^ B j , 1 < р < ~ , 1 ^ * о о . (29) 

С другой стороны, 

? Е ( х ) ^ \ х ) = ^ (Х)^(х), х е ^ . 

При-£<;Я<0 имеем 

f I \ ^ ^ ) ^ ( x + k ) - ^ ( X ) ^ ( x ) | P ( i ^ I l ^ - ^ C U + k j " 
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«,1-1 и 

(30) 

Из (30) следует, что 

Поскольку (29) и (31) противоречат тому, что/реМ(В^—**Bw, Ь 
получаем, что с тривиально. • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4.1 . Рассмотрим такую функцию на К * 

ft,(да) = Uж,,...,**) = $ ( * f x j y № % ) . . . ^ (зо п ) , 

где jjf- - функция, построенная при доказательстве теоремы 4.2, 
a tp̂  , i*i П, - какие-нибудь функции, принадлежащие всем 
Вр'£ , >|<р<<», ^ < : ^ < о о „ Несложно доказать, рассматривая 

модули непрерывности вдоль координатных осей, что 

к е В р
/ Р , 1<р<<~, 1<$=5<~ . 

С другой стороны, как следует из рассуждений в доказательстве 
теоремы 4.2, 

И/р 
рее 

Значит, ^ $ М ( В р
/ Р - В р 1 ) • * 
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Summary 

It is proved that the characteristic function of a half-
epace !R+ is not a multiplier for the pair (B , ) ? 
•^<p<oo ; 4 < ^ со . A necessary and sufficient 
condition is given for )t to belong to fl ( № — * - ВУ£, ) • 
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