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К упрощенному описанию волн в бесстолкновительной плазме*
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Цель предлагаемой методической заметки – сопоставить развитые А.А. Власовым и Л.Д. Ландау подхо-
ды к распространению электромагнитных волн в горячей разреженной плазме. Более полувека назад А.А. Власов
и Л.Д. Ландау, используя метод кинетического уравнения, показали, что – в соответствии с принципом причинности –
собственные волны равновесной плазмы должны затухать, даже если бинарное взаимодействие частиц пренебрежимо
слабо. Однако долгое время близость пионерских теорий А.А. Власова и Л.Д. Ландау представлялась недостаточно
очевидной.

Чтобы минимизировать расхождения в подходах к кинетическим эффектам затухания–нарастания волн в бес-
столкновительной плазме, данная заметка вместо метода кинетического уравнения предлагает более простой метод –
основанный на использовании элементарных уравнений движения электронов. Для однородной плазмы с осесим-
метричным распределением электронов по невозмущенным скоростям выведен интеграл, пригодный для того, чтобы
рассчитать диэлектрическую проницаемость плазмы и, соответственно, получить дисперсионное соотношение для са-
мосогласованной продольной волны. В частности, если скоростное распределение описывается достаточно плавной
функцией, то – в соответствии с теорией Л.Д. Ландау – инкремент или декремент волны определяется производной
от функции распределения электронов в точке их черенковского синхронизма с волной.

В качестве простейшей модели рассмотрено распространение волны в плазме, где исходное распределение
электронов по скоростям описывается функцией Лоренца. Декремент волны в этом случае совпадает с декрементом,
который был получен в свое время А.А. Власовым, а при черенковском синхронизме на «хвосте» функции распреде-
ления этот декремент имеет величину, которая соответствует асимптотике Л.Д. Ландау.

Таким образом, проведенный анализ подтвердил взаимное согласие теорий А.А. Власова и Л.Д. Ландау.
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Aim of this methodic note is to collate approaches of A.A. Vlasov and L.D. Landau to the propagation of electromag-
netic waves in hot rarified plasmas. Over half a century ago, A.A. Vlasov and L.D. Landau used the kinetic equation to show
that – in accordance to the causality principle – electromagnetic waves propagating in equilibrium plasmas should decay even
if the binary interaction between particles is negligibly weak. However, for a long time, the pioneer theories of A.A. Vlasov
and L.D. Landau were regarded as not quite congenial.

To reduce misconceptions in approaches to the kinetic effects at the wave propagation in non-collision plasmas, the
paper submitted proposes to duplicate the method of kinetic equation with a simpler method – based on using elementary
electron motion equations. The theoretical model represents a homogeneous plasma where the primary distribution of electron
velocities is axis-symmetric; the longitudinal electric wave is propagating along this axis. The electron motion equations are
used to derive an integral related to the plasma dielectric permittivity which is included into the wave dispersion equation.
In particular, if the electron velocity distribution function is sufficiently smooth, the increment or the decrement of the wave
is determined with derivative of the primary distribution function at the point of Cherenkov synchronism between electrons
and the wave (the asymptotic solution of L.D. Landau).

The simplified approach is illustrated with a wave propagation in a plasma where the electron velocity distribution
is approximated with a Lorenz function. In this case, the wave decrement coincides with one obtained in the old paper
of A.A. Vlasov; and at the Cherenkov synchronism at the «tail» of the function the wave decrement corresponds to the
asymptotic theory of L.D. Landau.

Thus, the simplified analysis has confirmed that the theories of A.A. Vlasov and L.D. Landau are mutually consistent.
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Рассмотрим однородную плазму, в которой исходное скоростное распределение электро-
нов осесимметрично относительно направления 𝑧. Распределение электронов по скоростям 𝑣
продольным относительно этого направления будем описывать функцией 𝑓(𝑣) с нормировкой∫︀ +∞
−∞ 𝑓(𝑣)𝑑𝑣 = 1, приняв, что в элементе объема ∆𝑉 находятся 𝑁 (∆𝑉 ) частиц. Следуя мето-

дологии принципа причинности [1, 2], подействуем на эту плазму продольной электрической
волной 𝐸𝑧(𝑧, 𝑡) = 𝐸0𝑒

−𝑖ω𝑡+𝑖ℎ𝑧 , растущей во времени

Imℎ = 0, ℎ > 0, Imω > 0. (1)

При 𝑡 = −∞ электрон двигался равномерно с постоянной скоростью 𝑣, а при 𝑡 > −∞ к исходной
невозмущенной координате 𝑧(0) = 𝑧0 + 𝑣𝑡 появился добавок ∆𝑧, удовлетворяющий уравнению

𝑚
𝜕2∆𝑧
𝜕𝑡2

= −𝑒𝐸𝑧(𝑧
(0), 𝑡), (2)

где 𝑚 и (−𝑒) – масса и заряд электрона. В линейном по полю 𝐸𝑧 приближении из уравнения (2)
имеем

∆𝑧 =
𝑒𝐸𝑧(𝑧

(0), 𝑡)

𝑚(ω− ℎ𝑣)2
. (3)
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В окрестности произвольной точки усредним смещения ∆𝑧 по невозмущенным скоростям элек-
тронов

⟨∆𝑧⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑓∆𝑧𝑑𝑣 =

𝑒𝐸𝑧

𝑚
𝑍, (4)

𝑧 =

∫︁ +∞

−∞

𝑓𝑑𝑣

(ω− ℎ𝑣)2
, (5)

откуда для диэлектрической проницаемости плазмы получаем

𝜀 = 1− ω2p𝑍, (6)

ω2p =
4π𝑒2𝑁

𝑚
. (7)

Самосогласованной плазменной волне соответствует дисперсионное уравнение [1, 2]

𝜀(ω, ℎ) = 0. (8)

В частности, согласно (5)–(8), «холодная» – 𝑓(𝑣) = δ(𝑣−0) – однородная плазма колеблется
с частотой ω = ωp [1].

Согласно [2], формулы (5), (6) справедливы и при нарушении условия (1), если под ин-
тегралом (5) подразумевать его аналитическое продолжение в область с произвольными ком-
плексными частотами ω. В частности, если распределение электронов по скоростям описыва-
ется достаточно плавной функцией 𝑓(𝑣), а мнимая составляющая частоты ω достаточно мала
(| Imω| → 0) [3], то контур интегрирования в формуле (5) при условии (1) можно деформиро-
вать к виду, изображенному на рис. 1. Соответственно

𝑍 = −1

ℎ

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑓/𝑑𝑣

ω− ℎ𝑣
𝑑𝑣 → −1

ℎ

∫︁ +∞

−∞

𝑑𝑓/𝑑𝑣

ω− ℎ𝑣
𝑑𝑣 +

𝑖π
ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

, (9)

�/h
v

Рис. 1. Контур интегрирования (5) в комплексной плос-
кости 𝑣 при Imω→ 0

Fig. 1. The contour of integration (5) in the complex plane
𝑣 at Imω→ 0
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Рис. 2. Контур интегрирования (5) в комплексной плос-
кости 𝑣 для функции распределения (12) при условии (2)

Fig. 2. The contour of integration (5) in the complex plane 𝑣
for the distribution function (12) under the condition (2)
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где в правой части интеграл берется в смысле главного значения, а второе слагаемое представ-
ляет собой полувычет относительно точки черенковского синхронизма [3]. В частности, если
черенковский синхронизм имеет место на «хвосте» скоростного распределения электронов, то

𝑍 → 1

𝑤2
+

𝑖π
ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

(10)

и дисперсионное уравнение (8) сводится к виду

ω ≈ ωp + 𝑖
πω3p
2ℎ2

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

. (11)

В статье [4] распределение электронов по скоростям в равновесной плазме было аппроксимиро-
вано лоренцевой функцией

𝑓(𝑣) =
𝑉

π(𝑣2 + 𝑉 2)
, (12)

где 𝑉 – средняя величина скорости электрона. В этом случае интегрирование (5) можно допол-
нить интегрированием по бесконечной полуокружности в комплексной плоскости 𝑣 – как это
показано на рис. 1, и поскольку функция (12) имеет вычет в полюсе 𝑣 = −𝑖/𝑉 , из (5) получаем

𝑍 =
1

(ω+ 𝑖ℎ𝑉 )2
, (13)

и из дисперсионного уравнения (8) – в согласии с [4] – имеем

ω = ±ωp − 𝑖ℎ𝑉. (14)

В пределе, когда черенковский синхронизм ω = ℎ𝑣 имеет место на «хвосте» лоренцева распре-
деления (12), можно надеяться, что дисперсионное соотношение (14) совпадет с (11). И действи-
тельно, поскольку в этой асимптотике

𝑑𝑓

𝑑𝑣

⃒⃒⃒⃒
𝑣=ω/ℎ

→ −2𝑉

π
ℎ3

ω3p
, (15)

то (11) стремится к (14) – подходы [3] и [4] оказываются во взаимном согласии*.
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*Примечание рецензента. В дополнение к [4], дисперсионное уравнение (14) для плазмы с лоренцевой функцией
распределения (12) было получено – методом кинетического уравнения – в книге [5]. Дефектом функции (12) является
расходимость энергетического интеграла

∫︀ +∞
−∞ 𝑣2𝑓𝑑𝑣; но, как говорил в свое время А.А. Рухадзе, этот дефект легко

устранить занулением функции 𝑓(𝑣) при 𝑣 > 𝑣, где 𝑣 – достаточно большая величина – тогда из (5)–(8) получается

частота ω = ±ωp(1− δ)− 𝑖ℎ𝑉 , которая при δ =
ω2p𝑉

3πℎ2𝑣3≪1
мало отличается от (14).
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