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Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ, êàê ìîæíî áûëî áû äîêàçûâàòü ãèïîòå-

çó �èìàíà, ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, ñïåêòð

êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {z : |Im z| < 1
2
, ζ

(

1
2
− iz

)

= 0}. Â
ñòàòüå ñòðîèòñÿ îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà,

ñâÿçàííîãî ñ íåêîòîðîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íåíî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî.

Îñíîâíûì îáúåêòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà èíòåðâà-

ëå (−∞,−2π) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H(t) =

(

e2t

−2t 0

0 e−2t

−2t

)

. (1)

Êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòü óðàâíåíèå

Jḟ(t) = zH(t)f(t)

íà èíòåðâàëå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ãäå f =

(

f+
f−

)

� �óíêöèÿ îò t, z �

ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, J =

(

0 −1
1 0

)

, H � ãàìèëüíîíèàí, ïðåäñòàâëÿ-

þùèé ñîáîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðè÷íîçíà÷íóþ

(2× 2)-�óíêöèþ. Â ñâÿçè ñ òåîðèåé êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì ÷èòàòåëþ ïðåä-

ëàãàåòñÿ êíèãà [1℄. Â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ñóììèðóåì âáëèçè

ëåâîãî êîíöà èíòåðâàëà, îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî ìîæåò áûòü íå òàê; â

íàøåì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí íåñóììèðóåì âáëèçè −∞.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êñè-�óíêöèÿ �èìàíà, ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà, êàíîíè÷åñêàÿ ñèñ-

òåìà.

�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ �19-01-00565à.
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�èëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû åñòü âåñîâîå ïðîñòðàí-

ñòâî ïàð �óíêöèé íà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå, äëÿ êîòîðîãî ãàìèëü-

òîíèàí ÿâëÿåòñÿ âåñîì (îïðåäåëåíèå âûãëÿäèò ñëîæíåå â îáùåé ñèòóàöèè,

êîãäà ãàìèëüòîíèàí èìååò òàê íàçûâàåìûå íåäåëèìûå èíòåðâàëû). Îïå-

ðàòîð êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû L îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

(Lf)(t) = H(t)−1Jḟ(t)

è ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíî ñèììåòðè÷íûì.

�àìèëüòîíèàí (1) íà èíòåðâàëå (−∞,−2π) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

äèàãîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà âèäà

H(t) =

(

h+(t)
2 0

0 h−(t)2

)

(2)

íà èíòåðâàëå (−∞, a), ãäå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèè h+, h− òàêîâû, ÷òî

(p1) h2+ ∈ L1(−∞, a);

(p2) h2− 6∈ L1(−∞, a) è h2− ∈ L1(a−1, a) (òî åñòü ñóììèðóåìîñòü èìååòñÿ

âáëèçè ïðàâîãî êîíöà èíòåðâàëà è íàðóøàåòñÿ âáëèçè ëåâîãî).

Ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà ðåãóëÿðåí è òàì íàêëàäûâàåòñÿ ãðàíè÷íîå

óñëîâèå. Ñòàíäàðòíîå óñëîâèå f−(a) = 0 äàåò îïåðàòîð ñ íåòðèâèàëüíûì

ÿäðîì, ñîäåðæàùèì ýëåìåíò

e =

(

1
0

)

ïðîñòðàíñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ ν ∈ C îïðåäåëèì îïåðàòîð Lν

êàê ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ L íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìóþ ãðàíè÷-

íûì óñëîâèåì

f+(a) = νf−(a).

Íà ëåâîì êîíöå −∞ èìååì ñëó÷àé ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,

îïåðàòîðû Lν ïðè âåùåñòâåííûõ ν ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Äëÿ êà-

íîíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ãàìèëüòîíèàíàìè âèäà (2), îáëàäàþùèìè ñâîéñòâàìè

(p1), (p2), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ν, Lν � (íåîãðàíè÷åí-

íûé) çàìêíóòûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Åñëè

ν � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî Lν � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Óñëîâèå

(p3)

lim
x→−∞

(

x
∫

−∞

h+(t)
2 dt×

a
∫

x

h−(t)
2 dt

)

= 0
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ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì ãàìèëüòîíèàíîì äëÿ öå-

ïî÷êè ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà. �àâíîñèëüíîå óñëîâèå äëÿ îïåðàòîðà ñòðó-

íû, ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ äèàãîíàëüíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, áûëî ïîëó-

÷åíî â ðàáîòå [2℄; â ñòàòüå [3℄ ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà îá-

ùèé ñëó÷àé, ïðè÷åì êðèòåðèé ïðåäñòàâëåí â ïðèâåäåííîé âûøå �îðìå.

Ïðè ýòîì ïðè âåùåñòâåííûõ ν ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû Lν èìåþò äèñ-

êðåòíûå ñïåêòðû. Ñâîéñòâî (p3) î÷åâèäíî âûïîëíåíî â íàøåì ñëó÷àå äëÿ

ãàìèëüòîíèàíà (1).

Èìååì Le = 0, è 0 ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñïåêòðà ñóæåíèÿ

îïåðàòîðà L íà êëàññ �óíêöèé, îïðåäåëÿåìûé ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

f−(−2π) = 0.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà ν ÿäðî îïåðàòîðà Lν òðèâèàëüíî è åãî ñïåêòð íå ñîäåðæèò

òî÷êó 0. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû Tν êàê îáðàò-

íûå ê Lν :

Tν = L−1
ν .

Â îñíîâíîé òåîðåìå íàì ïîíàäîáèòñÿ òîëüêî ñëó÷àé ν = 0.
Çà�èêñèðóåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî α ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ

1
2 , â êîòîðîì

äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà èìååò ïðîñòîé êîðåíü: ζ(α) = 0.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ γ íà

(−∞,−2π), äëÿ êîòîðîé

(

0
γ

)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà êàíî-

íè÷åñêîé ñèñòåìû íà (−∞,−2π) ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1), è òàêàÿ, ÷òî

îïåðàòîð

T = T0 +

(

∗,
(

1
0

)) (

0
γ

)

èìååò ÷èñòî òî÷å÷íûé ñïåêòð, ñîâïàäàþùèé ñ ìíîæåñòâîì

{1

z
:
1

2
− iz ∈ {s : Re s ∈ (0, 1), ζ(s) = 0} \ {α, ᾱ}

}

.

ßñíî, ÷òî ãèïîòåçà �èìàíà ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî ñïåêòð

îïåðàòîðà T ëåæèò íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Tν = T0 − ν

(

∗ ,
(

1
0

))(

1
0

)

, (3)

ñì. ï. 6.3. Ñëåäîâàòåëüíî T � îäíîìåðíîå âîçìóùåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà Tν ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì ν.

Ïðîÿñíåíèå âèäà �óíêöèè γ ïðåäïîëàãàåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ.
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�. �îìàíîâ îáðàòèë âíèìàíèå àâòîðà íà ñâÿçü êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ

ãàìèëüòîíèàíîì (1) ñî ñòàòüåé [4℄, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàòîðû

Øð¼äèíãåðà ñ ïîòåíöèàëàìè Ìîðñà. Êðîìå òîãî àâòîð ïðèçíàòåëåí �. �î-

ìàíîâó çà öåííûå îáñóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ êàíîíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è

�óíêöèÿìè Áåññåëÿ, à òàêæå âñåì êîëëåãàì, ïðîÿâëÿâøèì èíòåðåñ ê ýòîé

ðàáîòå.

�1. Öåïî÷êà ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàíîíè÷åñêèå ñèñòåìû îáùåãî

âèäà íà èíòåðâàëå âèäà (−∞, a), ãàìèëüòîíèàíû êîòîðûõ èìåþò âèä (2) è

îáëàäàþò ñâîéñòâàìè (p1)�(p3).

Ïóñòü öåëàÿ �óíêöèÿ E ïðèíàäëåæèò êëàññó Ýðìèòà�Áèëåðà, òî åñòü

|E(z̄)| < |E(z)| äëÿ âñåõ z èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðîñòðàíñòâî äå Áðàí-
æà HE ñî ñòðóêòóðíîé �óíêöèåé E ñîñòîèò èç âñåõ öåëûõ �óíêöèé F , äëÿ

êîòîðûõ �óíêöèè

F
E è

F ♯

E ïðèíàäëåæàò êëàññó Õàðäè H2
â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

F ♯(z) = F (z̄).

Íîðìû �óíêöèé

F
E è

F ♯

E â H2
ñîâïàäàþò, è îíè îïðåäåëÿþò íîðìó �óíê-

öèè F â ïðîñòðàíñòâå HE .
Ëþáîå ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé öåïî÷êîé ïîä-

ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà. Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ óïîðÿäî÷åííîñòè åãî ïîäïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà ïî ïîðÿäêó

âêëþ÷åíèÿ, âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñì. ïðåäëî-

æåíèå 3 íèæå. Ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ öåïî÷êè ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà,

ñâÿçàííàÿ ñ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé, åñòü �óíêöèÿ E(t, z), îïðåäåëåííàÿ
äëÿ t ∈ (−∞, a]. Ïðè êàæäîì t ýòî öåëàÿ �óíêöèÿ îò z, ïðèíàäëåæàùàÿ

êëàññó Ýðìèòà�Áèëåðà, è òåì ñàìûì ïðè êàæäîì t èìååì ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà; �óíêöèÿ E(a, z) ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó

ïðîñòðàíñòâó äå Áðàíæà. Êðîìå ýòîãî äëÿ

A(t, z) =
1

2

(

E(t, z) + E♯(t, z)
)

, B(t, z) =
1

2i

(

E(t, z) − E♯(t, z)
)

,

ãäå E♯(t, z) = E(t, z̄), âåêòîð-�óíêöèÿ

(

A

B

)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàíîíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî

E = A+ iB.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

(p4) E(t, z) → 1 (÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî A(t, z) → 1 è B(t, z) → 0)
ïðè t → −∞ äëÿ êàæäîãî z.
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Èç óðàâíåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè z = 0 åå ðåøåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé �óíêöèåé îò t. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (p4) ïîëó÷àåì,

÷òî A(t, 0) = 1, B(t, 0) = 0 (èëè, èíà÷å, E(t, 0) = 1) ïðè âñåõ t.

Áûëî áû èíòåðåñíî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî îáùèì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî (p4)

äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì, ãàìèëüòîíèàíû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-

ÿì (p1)�(p3).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(

A

B

)

� òàêîå ðåøåíèå êàíîíè÷å-

ñêîé ñèñòåìû, ÷òî äëÿ �óíêöèè E = A+ iB âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî (p4).
Òîãäà E ïðèíàäëåæèò êëàññó Ýðìèòà�Áèëåðà êàê �óíêöèÿ îò z ïðè

êàæäîì t.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 4 ðàáîòû [1℄,

íàäî ëèøü çàìåíèòü ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà íà −∞. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòà-

òåëÿ íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ïðèâåäåí â ï. 6.1.

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì f =

(

f+
f−

)

ïðîñòðàíñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû

àññîöèèðóåòñÿ öåëàÿ �óíêöèÿ V f ,

(V f)(z) =
1√
π

a
∫

−∞

(

f+(t)A(t, z)h
2
+(t) + f−(t)B(t, z)h2−(t)

)

dt. (4)

Ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êàíîíè÷åñêîé ñè-

ñòåìå, ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ êîòîðîãî åñòü

E(z) = E(a, z) = A(a, z) + iB(a, z).

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îáùèé �àêò òåîðèè ïðî-

ñòðàíñòâ äå Áðàíæà äëÿ êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðåãóëÿðíûì ëåâûì êîíöîì

èíòåðâàëà (êîãäà ãàìèëüòîíèàí ñóììèðóåì âáëèçè ëåâîãî êîíöà) âåðåí è

â íàøåì ñëó÷àå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Îïåðàòîð V èçîìåòðè÷åñêè îòîáðàæàåò ïðîñòðàí-

ñòâî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû íà HE .

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà áóäåò äàí â ï. 6.2.

�2. Îäíîìåðíûå âîçìóùåíèÿ

Â ï. 6.3 áóäóò óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �îðìóëû. Â

÷àñòíîñòè, áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äëÿ F ∈ HE èìååì

(V T0V
∗ F )(z) =

1

z

(

F (z)− F (0)
E(z) + E♯(z)

2

)

, (5)
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ãäå E♯(z) = E(z̄), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì àíàëîãîì òàêîé æå �îðìóëû äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ëåâûé êîíåö èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Ëåììà 4. Âîçüìåì ýëåìåíò ω ïðîñòðàíñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû è

ðàññìîòðèì îïåðàòîð

T = T0 + (∗, e) ω,

ãäå e =

(

1
0

)

. Òîãäà T óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó â HE , äåéñòâó-

þùåìó ïî �îðìóëå

F 7→ F − F (0)ϕ

z
ïðè

ϕ =
E + E♯

2
−

√
π zV ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè V f èìååì

(V f)(0) =
1√
π

a
∫

−∞

f+(t)h
2
+(t) dt =

1√
π
(f, e). (6)

Ïî �îðìóëå (6) äëÿ F = V f ∈ HE ïîëó÷àåì

(V ∗F, e) = (f, e) =
√
π(V f)(0) =

√
πF (0).

Òåïåðü ïî �îðìóëå (5) ìîæíî çàïèñàòü

V TV ∗ F = V T0V
∗ F + (V ∗F, e)V ω

=
1

z

(

F − F (0)
E + E♯

2

)

+
√
π F (0)V ω =

F − F (0)ϕ

z

ñ òðåáóåìîé �óíêöèåé ϕ. �

Èìååì E(t, 0) = 1 äëÿ ëþáîãî t; â ÷àñòíîñòè, E(0) = E(a, 0) = 1. Òàêèì
îáðàçîì,

ϕ(0) = 1,
1

z

(E + E♯

2
− ϕ

)

=
√
π V ω ∈ HE .

Îïåðàòîð T èç îñíîâíîé òåîðåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí â �îðìå

T = T0 + ( ∗ , e)ω,

êàê â ëåììå 4 ïðè ω =

(

0
γ

)

.

Ëåììà 5. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ 6= 0 òî÷êà 1
λ ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó

îïåðàòîðà T = T0+( · , e)ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ(λ) = 0; â òàêèõ
òî÷êàõ ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååò ðàçìåðíîñòü 1.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ω = 0 èç ëåììû âèäíî, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà T0 åñòü

ìíîæåñòâî { 1
λ : E(λ) + E♯(λ) = 0}; èíà÷å ãîâîðÿ, ñïåêòð îïåðàòîðà L0

ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì íóëåé �óíêöèè E + E♯
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4 îïåðàòîð T óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðà-

òîðó F 7→ F−F (0)ϕ
z â HE .

Äëÿ λ 6= 0, åñëè ϕ(λ) = 0, òî

ϕ

z − λ
=

1

z − λ

(E + E♯

2
−

√
πz V ω

)

=
1

z − λ

(E + E♯

2
−

√
πλV ω

)

−
√
π V ω

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà HE , ïðè÷åì

ϕ

z − λ
→

ϕ
z−λ + 1

λϕ

z
=

1

λ

ϕ

z − λ
;

ñëåäîâàòåëüíî,

1
λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Îáðàòíî, èç óðàâíåíèÿ

äëÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ ìîæåò

èìåòü òîëüêî òàêîé âèä, è òîãäà ϕ(λ) = 0.

Åñëè ϕ(λ) 6= 0, òî ðåçîëüâåíòà äåéñòâóåò êàê F 7→ zF (z)−λF (λ)
ϕ(λ)

·ϕ(z)
1− z

λ
. �

Æîðäàíîâû áëîêè ñóùåñòâóþò â òî÷êàõ, â êîòîðûõ íóëè ϕ êðàòíûå.

Òî÷êà 0 ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó, êîãäà ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî, è ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ∈ HE .

�3. Ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ öåïî÷êè ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà

�àìèëüòîíèàí H, îïðåäåëåííûé ïî �îðìóëå (1) íà èíòåðâàëå (−∞,−2π),
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äèàãîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà íà (−∞, a) ïðè
a = −2π, èìåþùåãî âèä (2) äëÿ

h+(t) =
et√
−2t

, h−(t) =
e−t

√
−2t

è îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè (p1)�(p3).

Ìîæíî ïåðåïèñàòü êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó â âèäå

ḟ+(t) = z h2−(t) f−(t), ḟ−(t) = −z h2+(t) f+(t).

Ïðîñòðàíñòâî êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä

{(

f+
f−

)

: f+h+, f−h− ∈ L2(−∞, a)

}

.

Äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû äåéñòâóåò ïî �îðìó-

ëå

L
(

f+
f−

)

=

(

h−2
+ 0
0 h−2

−

)(

0 −1
1 0

)(

ḟ+
ḟ−

)

=

(

−h−2
+ ḟ−

h−2
− ḟ+

)

.
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Äëÿ t < 0 ïîëîæèì

A(t, z) =

√

−t

2π
e−t
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

,

B(t, z) = −i

√

−t

2π
et ·
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

,

ãäå Ks � ìîäè�èöèðîâàííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ, è èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷å-

íèå

s = s(z) =
1− iz

2
.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì, åñëè s ïîÿâëÿåòñÿ â âûðàæåíèÿõ, çàäàþùèõ �óíê-

öèþ îò z, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ýòó �îðìóëó.

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà �óíêöèé Áåññåëÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â

ãëàâå 7 êíèãè [5℄. Çäåñü ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé äëÿ

íèõ, è äëÿ êàæäîãî áóäóò äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè.

Èìååì Ks = K−s, ñì. [5, �îðìóëà (7.2.14)℄. Äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé

àðãóìåíòà t èìååì

K♯
s(t) = K 1−iz̄

2
(t) = K 1+iz

2
(t) = K1−s(t) = Ks−1(t).

Ïðè s = 1
2 èìååì K1/2(−t) =

√

π
−2t e

t
, ñì. [5, �îðìóëà (7.2.42)℄; ñëåäîâà-

òåëüíî,

A(t, 0) =

√

−t

2π
e−t · 2K1/2(−t) = 1, B(t, 0) = 0.

Îïðåäåëèì

E(t, z) = A(t, z) + iB(t, z)

=

√

−t

2π
e−t
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

+

√

−t

2π
et ·
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

=

√

−t

2π

(

(e−t + et)Ks(−t) + (e−t − et)Ks−1(−t)
)

.

Òåîðåìà 6. Ôóíêöèÿ E ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíîé �óíêöèåé öåïî÷êè ïðî-

ñòðàíñòâ äå Áðàíæà äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äèàãîíàëüíûì ãàìèëü-

òîíèàíîì

(

e2t

−2t 0

0 e−2t

−2t

)

ïðè t < 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå ñîäåðæèòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî âåêòîð-�óíê-

öèÿ

(

A

B

)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû:

Ȧ(t, z) = z
e−2t

−2t
B(t, z), Ḃ(t, z) = −z

e2t

−2t
A(t, z).

Èç ñîîòíîøåíèé (7.11.25�26) êíèãè [5℄ ïîëó÷àåì

K̇s(−t) = −Ks−1(−t) +
s

t
Ks(−t).

Ïîñêîëüêó

√
2π A(t, z) =

√
−t e−t ·

(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

,

√
2π B(t, z) = −i

√
−t et ·

(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

,

èìååì

√
2π · Ȧ(t, z)

=
( −1

2
√
−t

−
√
−t
)

e−t ·
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

−
√
−t e−t ·

(

−Ks−1(−t) +
s

t
Ks(−t)−Ks(−t) +

1− s

t
Ks−1(−t)

)

=
e−t

√
−t

×
{(−1

2
+ t
)

·
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

+ t ·
((s

t
− 1
)

Ks(−t) +
(1− s

t
− 1
)

Ks−1(−t)
)}

=
e−t

√
−t

×
(

s− 1

2

)

·
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

=
e−t

√
−t

· −iz

2
·
√
2π B(t, z)

−i
√
−tet

=
√
2π · z e

−2t

−2t
B(t, z),

êàê è òðåáîâàëîñü. Àíàëîãè÷íî,

√
2π · Ḃ(t, z)

= −i
( −1

2
√
−t

+
√
−t
)

et ·
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

− i
√
−tet ·

(

−Ks−1(−t) +
s

t
Ks(−t) +Ks(−t)− 1− s

t
Ks−1(−t)

)
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=
−iet√
−t

×
{(−1

2
− t
)

·
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

+ t ·
((s

t
+ 1
)

Ks(−t)−
(

1 +
1− s

t

)

Ks−1(−t)
)}

=
−iet√
−t

×
(

s− 1

2

)

·
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

=
−iet√
−t

· −iz

2
·
√
2πA(t, z)√
−te−t

= −
√
2π · z e2t

−2t
A(t, z).

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî s èìååì

√
−t
et Ks(−t) →

√

π
2 ïðè t → −∞, ñì. [5℄,

�îðìóëà (7.4.4) ïðè M = 1; ñëåäîâàòåëüíî, A(t, z) → 1. Êðîìå ýòîãî

B(t, z) → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 2. �

�4. Ìîäåëüíîå ïðîñòðàíñòâî äå Áðàíæà

Äëÿ êàæäîãî t < 0 �óíêöèÿ E(t, z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ýðìèòà�Áè-

ëåðà, òàê ÷òî

E♯(t, z)
E(t, z) � âíóòðåííÿÿ �óíêöèÿ. Èìååì

E♯(t, z)

E(t, z)
=

√

−t
2π e

−t
(

Ks−1(−t) +Ks(−t)
)

+
√

−t
2π e

t
(

Ks−1(−t)−Ks(−t)
)

√

−t
2π e

−t
(

Ks(−t) +Ks−1(−t)
)

+
√

−t
2π e

t
(

Ks(−t)−Ks−1(−t)
)

=

(

Ks−1(−t)
Ks(−t) + 1

)

+ e2t ·
(

Ks−1(−t)
Ks(−t) − 1

)

(

Ks−1(−t)
Ks(−t) + 1

)

− e2t ·
(

Ks−1(−t)
Ks(−t) − 1

) =

Ks−1(−t)
Ks(−t) + 1−e2t

1+e2t

1 + 1−e2t

1+e2t
Ks−1(−t)
Ks(−t)

.

Ïîñêîëüêó

∣

∣

1−e2t

1+e2t

∣

∣ < 1, �óíêöèÿ Ks−1(−t)
Ks(−t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (�îð-

ìóëà îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ

E♯(t, z)
E(t, z) åñòü òàê íàçûâàåìûé ñäâèã ïî Ôðîñò-

ìàíó �óíêöèè

Ks−1(−t)
Ks(−t) ). Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñðàçó âèäíî, ÷òî Ks(−t) �

òàêæå �óíêöèÿ Ýðìèòà�Áèëåðà (êàê �óíêöèÿ îò z).

Ïðè t = −2π ïîëó÷àåì

E(z) = E(−2π, z)

= e2π
(

Ks(2π) +Ks−1(2π)
)

+ e−2π
(

Ks(2π)−Ks−1(2π)
)

= (e2π + e−2π)
(

Ks(2π) + β Ks−1(2π)
)

, ãäå β =
1− e−4π

1 + e−4π
.

(7)
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Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà

îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî. Íàáîð âñåõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà

äå Áðàíæà ñî ñòðóêòóðíîé �óíêöèåé E ïàðàìåòðèçóåòñÿ òî÷êàìè åäèíè÷-

íîãî êðóãà, à èìåííî, ìîæíî çàïèñàòü HE = HEβ , ãäå

Eβ =
1

(1− |β|2)1/2
(

E − β̄E♯
)

, |β| < 1.

Êîý��èöèåíò

1
(1−|β|2)1/2 íóæåí äëÿ ðàâåíñòâà íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ. Â

íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

Eβ(z) =
e2π + e−2π

(1− |β|2)1/2
(

Ks(2π) + βKs−1(2π) − β̄Ks−1(2π)− |β|2Ks(2π)
)

=
(

e2π + e−2π
)(

1− |β|2
)1/2

Ks(2π) = 2Ks(2π).

Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé �àêò.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà ñî ñòðóêòóðíûìè �óíêöè-

ÿìè E(z) = E(−2π, z) èç �îðìóëû (7) è 2Ks(2π) ñîâïàäàþò.

�5. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Êñè-�óíêöèÿ �èìàíà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ξ(s) =
1

2
s(s− 1)π−s/2 Γ

(s

2

)

ζ(s).

Ïîëîæèì

ϕ(z) =
|Imα|2
ξ(12)

· ξ(2s − 1
2)

(2s − 1
2 − α)(2s − 1

2 − ᾱ)
.

Òîãäà ϕ(0) = 1, è ìíîæåñòâî íóëåé �óíóöèè ϕ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì èç

�îðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ ϕ îáðàùàåòñÿ

â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

2s − 1

2
= 2 · 1− iz

2
− 1

2
=

1

2
− iz

ÿâëÿåòñÿ íóëåì äçåòà-�óíêöèè èç âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, â êîòîðîé âåùå-

ñòâåííàÿ ÷àñòü ëåæèò â èíòåðâàëå (0, 1), çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê α è ᾱ.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà ëåììå 5. Îïðåäåëèì

Φ =
1√
π

1

z

(E + E♯

2
− ϕ

)

.
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Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî Φ ∈ HE , èëè, òî÷íåå, ÷òî V

(

0
γ

)

= Φ äëÿ íåêîòî-

ðîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé �óíêöèè γ òàêîé, ÷òî

(

0
γ

)

� ýëåìåíò ïðîñòðàí-

ñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òî, ÷òî

Φ
E ∈ H2

, åñòü ñëåäñòâèå ñëåäóþùåé ëåììû, ïîçâîëÿþùåé ïîëó-

÷èòü îñíîâíóþ òåîðåìó áåç èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàí-

ñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñâÿçàííîãî ñ äçåòà-�óíêöèåé.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîîáùèë àâòîðó �. �îìàíîâ, åãî äîêàçàòåëü-

ñòâî áóäåò ïðåäñòàâëåíî â ï. 6.4.

Ëåììà 8. Ôóíêöèÿ

π−s Γ(s)
Ks(2π)

îãðàíè÷åíà â ïîëóïëîñêîñòè {Re s > 1
2}.

Èìååì

Φ(z)

E(z) =
1

E(z) · √πz

(E(z) + E♯(z)

2

− |Imα|2
ξ(12 )

·
1
2

(

2s− 1
2

)(

2s − 3
2

)

π
1
4
−sΓ

(

s− 1
4

)

ζ
(

2s− 1
2

)

(

2s− 1
2 − α

)(

2s− 1
2 − ᾱ

)

)

.

Ôóíêöèÿ â ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íóëü â íóëå. Ôóíêöèÿ

E♯(z)
E(z) � âíóòðåííÿÿ,

ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìîå

1

E(z) · √πz
· E(z) + E♯(z)

2
=

1√
πz

·
1 + E♯(z)

E(z)
2

áóäåò ïðèíàäëåæàòü H2
ïîñëå óäàëåíèÿ îñîáåííîñòè â íóëå (íàïðèìåð, ñ

ïîìîùüþ âû÷èòàíèÿ

1√
π z
). Îñòàåòñÿ îöåíèòü

|Imα|2 · 1
2

(

2s − 1
2

) (

2s − 3
2

)

π
1
4
−sΓ

(

s− 1
4

)

ζ
(

2s − 1
2

)

(e2π + e−2π)
(

Ks(2π) + β Ks−1(2π)
)

· √πz · ξ
(

1
2

)

·
(

2s− 1
2 − α

) (

2s− 1
2 − ᾱ

)

=
|Imα|2π−1/4

2(e2π + e−2π)ξ
(

1
2

) ×
(

2s− 1
2

) (

2s − 3
2

)

· ζ
(

2s − 1
2

)

z ·
(

2s − 1
2 − α

) (

2s− 1
2 − ᾱ

)

× π−sΓ(s)

Ks(2π)
× Γ

(

s− 1
4

)

Γ(s)
× 1

1 + β
Ks−1(2π)
Ks(2π)

.

Ñîìíîæèòåëü, ñîäåðæàùèé äçåòà-�óíêöèþ, áóäåò ïðèíàäëåæàòü H2
ïîñëå

óäàëåíèÿ îñîáåííîñòè â íóëå. Ñîìíîæèòåëü

π−sΓ(s)
Ks(2π)

îãðàíè÷åí ïî ëåììå.
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Îòíîøåíèå

Γ(s− 1
4)

Γ(s) âåäåò ñåáÿ êàê s−1/4
. Ïîñëåäíèé ñîìíîæèòåëü îãðàíè-

÷åí, ïîñêîëüêó |β| < 1 è �óíêöèÿ

Ks−1(2π)
Ks(2π)

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Òàêèì

îáðàçîì, âñå âûðàæåíèå çàäàåò �óíêöèþ èç H2
.

Äîêàçàíî, ÷òî

Φ(z)
E(z) ∈ H2

. Ïîñêîëüêó ξ(1 − s) = ξ(s), ïîëó÷àåì ϕ♯ = ϕ è

Φ♯ = Φ. Ýòî ñðàçó æå äàåò ñâîéñòâî Φ ∈ HE .

Áóäó÷è ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà, Φ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàí-

ñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó Φ � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò âèä

(

0
γ

)

.

Ïîñêîëüêó Φ ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,

γ � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

�6. Äîêàçàòåëüñòâà

Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâàì íåêîòîðûõ �àêòîâ îáùåé òåî-

ðèè êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèñïîñîáëåííûõ ê ñëó÷àþ, îïèñûâàåìîìó ñâîé-

ñòâàìè (p1)�(p4), à òàêæå ëåììû 8.

1. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Èç êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ

ëþáîãî t ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå âàæíîå ñîîòíîøåíèå

d

dt

(

A(t, z1)B(t, z2)−B(t, z1)A(t, z2)
)

= (z̄1 − z2)
(

h2+(t)A(t, z1)A(t, z2) + h2−(t)B(t, z1)B(t, z2)
)

.

(8)

Â ÷àñòíîñòè,

i
d

dt

(

A(t, z)B(t, z)−B(t, z)A(t, z)
)

= 2Im z ·
(

h2+(t)|A(t, z)|2 +h2−(t)|B(t, z)|2
)

ïðè Im z > 0. Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíî. Èíòåãðèðóÿ

ëåâóþ ÷àñòü îò −∞ äî a è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäïîëîæåíèå î òîì,

÷òî A(t, z) → 1 è B(t, z) → 0 ïðè t → −∞, ïîëó÷àåì

i
(

A(a, z)B(a, z)−B(a, z)A(a, z)
)

> 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå

|E(z)|2 − |E♯(z)|2 = |A(a, z) + iB(a, z)|2 − |A(a, z) − iB(a, z)|2

= 2i
(

A(a, z)B(a, z)−B(a, z)A(a, z)
)
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ïîëîæèòåëüíî, êîãäà z íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî �óíêöèÿ E(z) = E(a, z) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ýðìèòà�Áèëåðà, êàê è

òðåáîâàëîñü. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ t < a âïîëíå àíàëîãè÷íî. �

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 3. Âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè V f èç ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà â òî÷êå z ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, à èìåííî,

(V f)(z) = (f, kz), kz(t) =
1√
π

(

A(t, z)

B(t, z)

)

.

Ïî �îðìóëå (8) èìååì

(V kλ)(z) = (kλ, kz) =
1

π

a
∫

−∞

(

A(t, λ)A(t, z)h2+(t) +B(t, λ)B(t, z)h2−(t)
)

dt

=
1

π

1

λ̄− z

a
∫

−∞

( d

dt

(

A(t, λ)B(t, z)−B(t, λ)A(t, z)
)

)

dt

=
1

π

A(a, λ)B(a, z)−B(a, λ)A(a, z)

λ̄− z
=

1

2πi

E(λ)E(z)− E♯(λ)E♯(z)

λ̄− z
.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèè V kz ÿâëÿþòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèìè ÿäðàìè

ïðîñòðàíñòâà äå Áðàíæà HE ; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ F ∈ HE çíà÷åíèÿ F

ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

F (z) = (F, V kz)HE
. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî,

(V kλ, V kz)HE
= (V kλ)(z) = (kλ, kz).

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå V ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, è, ñëå-

äîâàòåëüíî, äåéñòâóåò êàê èçîìåòðèÿ íà çàìêíóòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå

âñåõ ýëåìåíòîâ kz. Ôóíêöèè V kz îáðàçóþò ïîëíîå ñåìåéñòâî âHE , ïîñêîëü-
êó ïî �îðìóëå (9) �óíêöèÿ, îðòîãîíàëüíàÿ âñåì èì, òîæäåñòâåííî ðàâíà

íóëþ. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ ýëåìåí-

òîâ kz ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû. Åñëè ν �

âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Lν èìååò ÷èñòî òî÷å÷íûé

ñïåêòð; ýòî êëþ÷åâîé �àêò ñòàòüè [3℄. Âåêòîðû kz óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî-

øåíèþ Lkz = z̄kz; â ÷àñòíîñòè, òàêèå âåêòîðû îáðàçóþò ñåìåéñòâî âñåõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Lν , êîãäà ÷èñëî ν âåùåñòâåííî è z ïðî-

áåãàåò ñïåêòð îïåðàòîðà Lν . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ν
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ýëåìåíòû âèäà kz , ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Lν , îá-

ðàçóþò ïîëíîå îðòîãîíàëüíîå ñåìåéñòâî â ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

3. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå �îðìóëû.Ïðèìåíÿÿ îòîáðàæåíèå V

ê âåêòîðó Lf =

(

−h−2
+ ḟ−

h−2
− ḟ+

)

, ïîëó÷àåì �óíêöèþ

(V Lf)(z)

=
1√
π

a
∫

−∞

(

(−h−2
+ (t)ḟ−(t))A(t, z)h+(t)

2 + (h−2
− (t)ḟ+(t))B(t, z)h2−(t)

)

dt

=
1√
π

a
∫

−∞

(

− ḟ−(t)A(t, z) + ḟ+(t)B(t, z)
)

dt

=
1√
π

(

−f−(a)A(a, z)+f+(a)B(a, z)+

a
∫

−∞

(

f−(t)Ȧ(t, z)−f+(t)Ḃ(t, z)
)

dt
)

.

Ïîñêîëüêó

1√
π

a
∫

−∞

(

f−(t)Ȧ(t, z)− f+(t)Ḃ(t, z)
)

dt

=
1√
π

a
∫

−∞

(

f−(t)zh
2
−(t)B(t, z) + zf+(t)h

2
+(t)A(t, z)

)

dt = z · (V f)(z),

èç �îðìóëû äëÿ E îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(V Lf)(z) = z · (V f)(z)− 1√
π

[

f−(a)
E(z) + E♯(z)

2
− f+(a)

E(z) − E♯(z)

2i

]

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò îáëàñòè çàäàíèÿ îïåðàòîðà L0,

òî f+(a) = 0 è

(V L0f)(z) = z · (V f)(z)− 1√
π
f−(a)

E(z) + E♯(z)

2
. (10)

Èç óðàâíåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

d

dt
(T0f)− = −h2+f+.

Ñëåäîâàòåëüíî,
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(T0f)−(a) = −
a
∫

−∞

h2+(t)f+(t) dt = −(f, e), (11)

ãäå, êàê îáû÷íî, e =

(

1
0

)

. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ν, ïîñêîëüêó LTνf =

f = LT0f , ðàçíîñòü Tνf−T0f ïðèíàäëåæèò ÿäðó îòîáðàæåíèÿ L. ßäðî îä-
íîìåðíî è ñîäåðæèò âåêòîð e. Ïî îïðåäåëåíèþ îáëàñòè çàäàíèÿ îïåðàòîðà

Lν = T−1
ν äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (Tνf)+(a) = ν(Tνf)−(a), îò-

êóäà Tνf = T0f + ν (T0f)−(a) e. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (11),

ïîëó÷àåì �îðìóëó (3).

Âîçüìåì F ∈ HE , è ïóñòü F = V f , ãäå f � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà êàíî-

íè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïî �îðìóëàì (6) è (11) èìååì

F (0) =
1√
π
(f, e) = − 1√

π
(T0f)−(a).

Ôóíêöèÿ T0f ïðèíàäëåæèò îáëàñòè çàäàíèÿ L0, è ïî �îðìóëå (10) äëÿ

T0f âìåñòî f ïîëó÷àåì

F (z) = (V f)(z) = (V L0T0f)(z) = z · (V T0f)(z)−
1√
π
(T0f)−(a)

E(z) + E♯(z)

2

= z · (V T0V
∗F )(z) + F (0) · E(z) + E♯(z)

2
,

÷òî ðàâíîñèëüíî �îðìóëå (5).

4. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8 (åãî ñîîáùèë àâòîðó �. �îìàíîâ). Âñå íó-

ëè �óíêöèè Ks(2π) (îò ïåðåìåííîé s) ëåæàò íà ìíèìîé îñè, ñì. óòâåðæäå-

íèå, ñîäåðæàùåå �îðìóëó (17) â ñòàòüå [6℄. �ðóáî ãîâîðÿ, áóäåò ïîêàçàíî,

÷òî �óíêöèÿ

Ks(2π)
π−s Γ(s) ñòðåìèòñÿ ê

1
2 ïðè ñòðåìëåíèè s ê áåñêîíå÷íîñòè â

çàìêíóòîé îáëàñòè {Re s > 1
2}. (Íà ñàìîì äåëå áóäåò äîêàçàíî íåñêîëüêî

áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå îäíàêî ìîæåò áûòü óñèëåíî è äî ïðè-

âåäåííîé �îðìóëèðîâêè.) Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî �óíêöèþ èç ëåììû áóäåò

äîêàçàíî, ÷òî îíà îãðàíè÷åííàÿ è îãðàíè÷åííî îáðàòèìàÿ â ðàññìàòðèâà-

åìîé îáëàñòè.

Ïåðåïèøåì �óíêöèþKs ÷åðåç ìîäè�èöèðîâàííóþ �óíêöèþ ÁåññåëÿIs:

Ks(2π) =
π

2 sinπs

(

I−s(2π) − Is(2π)
)

=
1

2
Γ(s)Γ(1− s)

(

I−s(2π) − Is(2π)
)

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ks(2π)

π−sΓ(s)
=

1

2
πsΓ(1− s)

(

I−s(2π)− Is(2π)
)

.
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Èìååì

Is(2π) =
πs

Γ(1 + s)

(

1 +O
(1

s

))

(12)

ïðè s → ∞ â ñåêòîðå, ãäå àðãóìåíò s ïðèíàäëåæèò [−π + δ, π − δ] ïðè
ïðîèçâîëüíîì ìàëîì δ; ñì. �îðìóëó (7.01) â [7℄. Ïî ýòîé �îðìóëå äëÿ −s

òàêæå ìîæíî çàïèñàòü

I−s(2π) =
π−s

Γ(1− s)

(

1 +O
(1

s

))

,

è îáå �îðìóëû èìåþò ìåñòî, êîãäà àðãóìåíò s ïðèíàäëåæèò [−π+ δ,−δ]∪
[δ, π − δ].
Ìû ðàáîòàåì ñî çíà÷åíèÿìè s, äëÿ êîòîðûõ Re s > 1

2 , è, òàêèì îáðàçîì,

íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà s íà èíòåðâàëå (−π
2 ,

π
2 ). Â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü âîçüìåì s ñ àðãóìåíòîì èç (−π
2 ,−δ]∪[δ, π

2 ). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îòäåëüíî
ðàññìîòðèì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå I−s(2π) è Is(2π). Äëÿ ïåðâîãî èç íèõ

èìååì:

lim πsΓ(1− s)I−s(2π) = lim πsΓ(1− s)
π−s

Γ(1− s)
= 1.

×òîáû äîêàçàòü òðåáóåìóþ ñõîäèìîñòü, ïîêàæåì, ÷òî äðóãîå ñëàãàåìîå

πsΓ(1− s) Is(2π) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñîãëàñíî �îðìóëå (12) îíî âåäåò ñåáÿ

êàê π2s Γ(1−s)
Γ(1+s) . Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà äàåò ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå

(πe)2s

(1−s2)s
.

Äëÿ ëîãàðè�ìà ìîäóëÿ ýòîé âåëè÷èíû èìååì:

log
∣

∣

∣

(πe)2s

(1− s2)s

∣

∣

∣
= 2Re s · log(πe)− Re

(

s · log(1− s2)
)

= 2Re s · log(πe)− Re s · Re log(1− s2) + Im s · Im log(1− s2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Im log(1− s2) èìååò òàêîé æå çíàê, ÷òî è −Im s. Ñëåäî-

âàòåëüíî,

log
∣

∣

∣

(πe)2s

(1− s2)s

∣

∣

∣
6 Re s ·

(

2 log(πe) − Re log(1− s2)
)

,

÷òî, êàê è òðåáóåòñÿ, ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè s → ∞ íà ìíîæåñòâå {Re s > 1
2},

ïîñêîëüêó Re log(1− s2) = log |1− s2| âåäåò ñåáÿ êàê 2 log |s|.
Îñòàåòñÿ èññëåäîâàòü îòäåëåííîñòü îò íóëÿ äëÿ ñåêòîðà, â êîòîðîì àðãó-

ìåíò s ïðèíàäëåæèò [−δ, δ]. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ
îãðàíè÷åíà â ïîëóïëîñêîñòè {Re s > 1

2} çà èñêëþ÷åíèåì óãëà, â êîòîðîì

àðãóìåíò s ìàë. Èç ïðèíöèïà Ôðàãìåíà�Ëèíäåëå�à âûòåêàåò îãðàíè÷åí-

íîñòü âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïî óæå óñòàíîâëåííûì ñâîéñòâàì �óíêöèè
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îíà íå ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîãî âíóòðåííåãî ñîìíîæèòåëÿ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îíà âíåøíÿÿ, è, ïîñêîëüêó îíà îãðàíè÷åííî îáðàòèìà íà ãðàíèöå,

ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è âî âñåé ïîëóïëîñêîñòè, êàê è òðåáîâàëîñü.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü îöåíêó (7.17) èç [7℄; ñì. òàêæå ï. 8.3 òàì æå, ãäå ýòà îöåíêà ðàñïðî-

ñòðàíåíà äî îáùíîñòè, ïîêðûâàþùåé íàø ñëó÷àé. �
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