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; Исследуется простейшее гиперболическое уравнение ut+p(x)ux=Q, 
р(х) предполагается липшиц-непрерывньгм. Получены асимптотические 
оценки функции Грина и «разностной ступеньки» для разностных схем , 
максимального нечетного порядка точности 2к—1, / с = 0 ( 1 п т - 1 ) , т — ш а г , 

] по времени. Накладывается естественное ограничение на отношение ша­
гов сетки р( .г)т / /г<1. Основные асимптотические оценки получены с по­
мощью метода перевала. Главная трудность ' состоит в том, что при 
п^>к® под знаком интегралов стоят не степени одной функции, как в 

/ случае постоянных коэффициентов, а произведение существенно различ­
ных множителей. Используя липшиц-непрерывность, получаем оценки в 
Lu близкие к оптимальным, совпадающие с оценками для случая по­
стоянных коэффициентов. 

В работах [1] , [2] обсуждались оптимальные численные методы ре~ 
шения гиперболических уравнений с постоянными коэффициентами. Оп­
тимальность понималась в следующем смысле. При счете разрывных ре­
шений важно, чтобы ширина зоны «размывания» изолированного разрыва 
была как можно уже. Для схемы порядка точности q при t—n%<l ширина 
зоны размывания изолированного разрыва W(n) =0{hrinq+i)) (см. [3] — 
[5 ] ) . В идеале хотелось бы иметь численные методы, размывающие изо­
лированный разрыв на конечное число точек: W(ri)=0(\) при тгт^1. 
Кроме того, известно, что функции из Ca

N по значениям в узлах сетки с 
шагом h могут быть восстановлены с точностью 0(hN+a). Отсюда возни­
кает естественное желание иметь численные методы с погрешностью» 
0(hN+a) на решениях из Ca

N. Для простейшего гиперболического урав­
нения ut+ux=0 были построены методы, обладающие свойствами, близ­
кими к оптимальным. Рассматривался класс явных разностных схем мак­
симального нечетного порядка точности, написанных по несимметричному-
четному набору точек: 

( la) Kv = ^ a , u v + i , v = 0 , ± 1 , ±2 , 
Z=-fc . 

(16) Kv°=/v, 

( 1 6 ) 
f - n M . r - ( * - T ) . . , ( i - i f ) T - ( ^ W t . g u - . 

i _ a - f t + r _ ( 2 / b - l ) ! (-ft+r+T)' 
Доказано [1] , [2] , что при естественном ограничении на отношение ш а ­
гов сетки Y = T / / ^ 1 , П Т ^ 1 и &=Ent(frInh~ l ) имеем 

(2) №{п)^0(\ъЪгх), Е(п)=0(к"+а\пЪЛ-л)< 
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жа решениях из Ca

N. Через Е(п) обозначена погрешность численного ре­
шения на п-м слое. Получена также оценка разностной функции Грина 

id) ^ I ^ H O X l n l n A " 1 ) , 

В настоящей статье эти результаты переносятся на случай переменных 
коэффициентов. Исследуется схема (1), аппроксимирующая уравнение 
ut+p(x)ux=0, 4=%p(x)lh. Предполагается, что p ( ^ ) c z L i p 6 , 0 < 6 < 1 , 
лИ^Ч^зи для всех х. В этом случае доказывается справедливость оценок 
(2), (3). Промежуточное место между; [1] , [2] и настоящей работой за­
нимает [6], в которой доказана устойчивость в С для конечных к в пред­
положении непрерывной дифференцируемое™ р (х). 

Перейдем непосредственно к исследованию случая, когда р(х) при­
надлежит классу L i p 6 . Чтобы получить; здесь явный вид разностной функ­
ции Грина T v

n и «разностной ступеньки» Gv

n, введем в рассмотрение опе­
ратор перехода от слоя к слою G. Оператор G преобразует последователь­
ность vn={u0

n, и ± 1

п , . . . , tt±v

n,...} в последовательность vn+i по формулам 
( 1 ) , где flz=azOf(£)')» T = T P ( ^ ) / ^ x=yh. Предполагается, что Чь<ч<зи. 

Решение (1) может быть представлено в виде интеграла от резольвенты: 

• 1 т \. 
vn=Gnv\ &l==--—\(Gr-zI)-izndz. 

2т J 
г 

Контур Г охватывает все точки спектра оператора G — особые точки 
(G—zI)-\ Нам потребуется явный вид резольвенты. Задача сводится к. 

решению системы обыкновенных разностных уравнений с параметром z: 

fc-i . 

at (vh) uv+i=zuv+fv. 
. . i—k . i; 

Сделав замену переменных yv= (uv+k-u . . . , w v , . . . , H V - A + I ) t , получаем од-
ношаговую формулу 

yv=M(z,v)yv-l+gv, i -

где M (z, v) — резольвентная матрица, являющаяся аналитической функци­
ей Ъ ж у: ^ I 

— а л - 1 а . й - 2 . . . — ( ^ о — z ) . • • —af t i i a .^+i '—а^а^ 
1 . . . I 0 . . . 0 0 . 

. . . -. . . . . . . . . . . . . . 1 

о . .... . ; о . . . 1 о 
Для каждого фиксированного v i при {|z|>l}.fl {\z— 1 | > е } спектр 

M(zrv) разбивается на два непересекающихся подмножества | х | < 1 и 
| х | > 1 . Согласно теореме из [7, с. 99] > определено аналитическое по z, у 
преобразование подобия, которое приводит M(z, v) к блочному виду: 

Ш Г ~ Ч 1 о я 1 1 ' | S P 4 | < 1 , | S p 5 - | < a < l ; 

J f ( i , v ) имеет собственное значение, равное единице. Соответственно, при 
\z— i | < 8 определено аналитическое преобразование подобия, которое 

М (z, v) = 
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приводит М (z, v) к такому виду: 

4 ' ' 0 О 

ТМТг1= | S p 4 ' | < a , х ( 1 ) = 1 , z=e^; О к О 

О О В 
% — обратная функция характеристического многочлена 

h-i > 

• - . • X = ^ а,е"ф, a ,=a,( i f(v*)) . 
! А , ^ 

В окрестности ф=0 характеристический многочлен допускает разложение 

Я,(ф) = е х р [ - ^ ф - Р ф 2 4 + 0 ( ф 2 ' , + 1 ) ] , 

Р ' 2/с(2А—1)! 
откуда находим разложение х (я|>) в окрестности i|)=0: 

Р х(г|э) = ехр Ы> 2 * + 1 ) ] 

3 а м е ч а н и е. Предельные (при /с-*°°) точки спектра M ( z , v ) , расположенные 
на единичной окружности, являются предельными точками х(г|?) на единичной 
окружности. Отсюда следует, что для всех к спектры А', В находятся на конечном 
расстоянии от единичной окружности. В проведенных численных экспериментах точ­
ки спектров А', В подходили к единичной окружности не ближе чем на */з. 

В обоих рассмотренных выше случаях Т и Т~1 — аналитические функ­
ций z, у. По предположению, у (х) — липшиц-непрерывная функция х. 
Отсюда следует, что 

\\Тч-Т^\\^ск\ | | r , | H m a x | t « ( T ( v A ) e z ) | 4 

Итак, всюду при \z\>l разольвентная матрица преобразуется к виду 

AQ°B\\> | S p 4 v | < l , | S P 2 ? v - 4 < a < l . 

Чтобы получить явный вид резольвенты, сделаем еще одну замену пере­
менных wv=T4yv. Резольвентное уравнение принимает вид 

_(4а) и \ = | | ^ | | W v - . + r v g v + f t ' C ^ v - i , 

(46) 

Решение системы 

( 5 ) 

А, О 

О B V 

w^+Tg,,'. Tvgv=Tgv 

может быть выписано в явном виде: 
оо 

(6а) wS= (TgJ Г + У Av... Av-,+1 (Tgv-,) \ 
8 = 1 

.(66). и \ , х = - J^Bv~l... В:1 (Tgv+1)11. 
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Здесь u;vV Wv11 — соответственно, к верхних ж к—1 нижних компонент 
вектора wv. При { |z |^ l}( l{ |z—1|>е} эти ряды экспоненциально сходятся. 
Используя (6) в качестве начального приближения, методом простых 
итерацйц можно получить решение возмущенной системы (4). В самом 
деле, рассмотрим итерационный процесс 

W v 11 о в I r * " 1 + T ^ + h С^-и / 

W° i = =0, U7V

(— решение системы (5). Последующие приращения удовлет­
воряют системе 

Это —система (5) , в которой правая часть Tgv заменена на h6Cy&v-i*\ 
Отсюда и из (6) при \z\>l, z¥=l следует оценка , 

| A v

( f t ) H ^ 6 m a x | A / f t " i ; | . ^ ' 
. . . . . . г • ••• • • . • ^ ' * " ' •-. 

Ряд, представляющий решение (4), и 

экспоненциально сходится при bh6<l. Итак, резольвента не имеет осо­
бенностей при | z | ^ l , z¥=i. В качестве Г может быть взята единичная 
окружность \z\ = 1 . Полюс 2 = 1 обходится по малой дуге вне единичного 
круга. Б л о к Л у содержит выделенное собственное значение щ. ;?с.у(1)==1. 
Соответственно, в [6] выделяются ряды 

Xv . * . X.v-.+ i (Tgv-s) (fc)= (fgv) + 

Через <o(ft) обозначается к-я компонента вектора w. Напомним, что T v

n и 
G v

n являются решениями задачи (1) с такими начальными данными: 

Г о = = { v -U, f I, v ^ l 
v Li 0, v^O, v I 0, v<C 

Задача сводится к исследованию интегралов 

(7а) T v

n = J x v . . . х A i ( 2 , 0 ) z n dz, : 

I ' г 
v 

(76) Gv

n= j ^ x v . . . % v - s + i 4 i (z, v^s)zn dz. 
Г s = 0 

Интегралы, содержащие остальные компоненты (6), экспоненциально 
малы при больших п. В [7] имеем Vs^i, (z, v) - элемент матрицы 
J v ( z ) . Определим для t=n% положение характеристики, выпущенной при 
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t=0 из начала координат. Справедливо разложение 

Положим /=тг—cov, <D v=1/YI+- . . + 1 / ^ . Так как 7 4 ^ « у ^ 3 / 4 , то w v монотон-
но возрастает с ростом v, при этом 4 A V / 3 < A ( D v < 4 A v ; / монотонно убыва­
ет, и при некотором v* происходит смена знака /:• 

1 1 
п . . . > 0 при v < v \ 

1 • 1 - 1 Л п . •., < 0 при v>^\ 
Ь Ь 

Характеристика проходит в коридоре t=nx1 v*=v*.(w), (v*— 1) h<x*^v*K 
Решение непрерывной задачи щ+р(х)!их=0 с разрывными начальными 
данными 

1 , х>0, 
равно нулю слева от характеристики и единице справа от нее. Соответст­
венно, уклонение разностной ступеньки от ступеньки в метрике Lt имеет 
вид 

v < v * 

Асимптотика T v

n и Gy

n зависит от поведения характеристической функции 
в окрестности определяющей точки ф = 0 . При ft==Ent.(.b.ln А"1) эта окрест­
ность простирается над интервалом конечной длины, ее нельзя считать 
произвольно малой. В [1 ] , [2] получено интегральное представление ха­
рактеристической функции (1): 

(8а) Щ)=е~^^1-А | й п ^ - | - в х р [ . ( f - — ) и ] < t o } 
О • 

(86) ^ 2 - ( ^ ) - ( 1 ~ 1 f h - ( f e - 1 ^ ) = 
(2ft—1)! 

= (—j s i n ( ^ ) [ l + 0 ( / b - 4 ) ] . 

Исходя из (8) получаем разложение характеристической функции в 
окрестности ф = 0 . В свою очередь, из этого разложения будет получено 
разложение выделенного собственного значения резольвентной матрицы 
yt(ty) в окрестности я|)=0, которое существенно используется при получе­
нии асимптотических оценок T v

n и Gv

n в случае переменных коэффициен­
тов. Простым интегрированием по частям находим, что при |ф |^я— 
—с (In к/к)1,2 справедливо разложение 

К ( Ф ) = ехр { - ^ Т ф - ( | - s in 2 f t -^) [ 1+0 (In- 1 ft) IX 

X ^ I f ^ y ] } = e x p { , 2 , T a r c s i n ^ ^ ^ [ 1 4 r 

cos(<p/2) J l к 
, Л / 1 , 7 Л 1 exp[ i (2 j - l )arcs inf ] I 

+ 0 ( l n - A ) ] ( 1 _ f ) V , J 
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Фиг. 1 Фиг. 2 

На рассматриваемом интервале изменения ф будет t=sin ( ф / 2 ) , \t\<^ 
<cos [с (In к/к) * ] , • | t2k/ (1-f)721 < 2 f t w / 4 / (с I n Л), выражение U / А) *2f tX 
Xexp [£(2^—1) a r c s i n / ; ] (1—t 2)~' 2 мало. 

Если ф определяется из Л ( ф ) = е ^ , то х=ехр [wp(i|))]. Положим и~ 
=s in Из^соотношения 

—2q arcsin£ — ' ехр[&(2^—l)arcsin£] [1+ 
А/ (1—t ) a 

'+0.(ln"rl ft) ]=2tY arcsin w 

находим, что 

^ = - a - ^ n 2 f t ( 2 q f t ) - 1 ехр [-^(2^-1) arcsin u] [ 1 + 0 ( I n - 1 ft)]. 

Отсюда следует, что при |ф| <t fo=' i f [л .—c(ln ft/ft)/2] справедливо разло­
жение 

х = е х р { < - : — 0 [ 1+0( In - 1 ft)]ехрЬ(2^-1)г-> [ . 
I f fft cos (i|)/2f) L 2^ JJj 

Далее положим с=2У2, тогда 

Из этого представления, в! частности, следует, что (х(г|))| на [ 0 , г|)9] моно­
тонно убывает от 1 до 1—6(f)ft - 2 . Покажем, что |х(г|)) |<1—Ь(ч)к~ 2 при 
|i|)|>it)o. Используем известную нам информацию о поведении Я ( ф ) и тот 
факт, что X и х являются взаимно обратными алгебраическими функция­
ми. Нам известно поведение | Я ( ф ) |. График %(ei4>), —л<ф<я, дает линию 
уровня |x(if>)|=l. Наоборот, график х(е г*) (^вещественные) дает линию* 
уровня |Я(<р) j = 1 . 

На фиг. 1, 2 заштрихованы области | х | < 1 , |Я|<1 соответственно. На 
фиг. 1 штриховая кривая —дуга линии уровня |х|=1—Ь(Y)Л~2.. Из фиг. 2 
видно, что эта дуга с концами на единичной окружности лежит внутри 
единичного круга (больше нигде не пересекает единичной окружности). 
Из асимптотики x(if>) ясно, что вблизи точек ±^[п—2(2 In к/к)1/2 ] графике 
| Х | = 1 «загибается» внутрь и не может пересечь дугу Z'? на которой |х | = 
= l - f t ( T ) f t - 2 . 

Далее, используя информацию о поведении \Х\ на дуге единичной ок­
ружности [6] и оценку в полосе между I и V, можно показать, что на 



оставшейся части дуги V будет |Л |<1. В самом деле, 

Ф 

^ e - - : | l - . 4 j s i n - - ^ e x p [ r ( T - ^ ) u ] d B } / 

А . , = - » ^ - в - < » 4 в т Л - 1 - - | - в х р [ ^ х - у ) ф ] . 

На I при |<р|>я-2(1п к/к)"' 

В полосе между I и V имеем ( Х ^ Ь ' О у ) , ф = ( о + г ^ - 2 , 1тш=0, 
•я,—2(Inft/ft),/2<[со|<я и справедлива оценка 

1 Л I . 9Ь Ф / * Ф \ I / 1П ft \V2 
max sm 2 f t — е х р — , с о = я - с ( — — ) , 0^с<2 . 

о ^ ^ Ь ( Т ) I ^ \ Z / I \ ft / 

•Оцениваем степень синуса: 

. L 2 2 V к ) 2к\ 

= c o s - Г JL ( \ v J L 1 . Г ! _ f ^ L + 
L 2 \ А; / 2ft2 J L 8к 

• cit I In к \ ' / « • - 1 2 * - ' г / in 2 A; \ i 

+ I F ( — ) , * • • • • ] - * - " [ 1 + 0 ( — ) ] • 

Отсюда и из оценки e ~ i w = e - i T " [ 1 + 0 ( f t - 2 ) ] получаем, что 

|V |<T№+0(к~ 1 ) ] 4-Ак-°г/'[1+0(к-1 In 2 Л)] , 

IД>.HЯ(<P)-Я(G>)|<Mf)к-2max | л ' | - 0 (&-*). 

Тем самым доказано, что на V 

m < 1 *(яш»* ( } > ( 2 я 1 п * ) * 
Итак, установлено, что линия уровня | х | = 1 — 6 ( 7 ) А г 2 проходит внутри 

единичного круга. Значит, на единичной окружности при |г|)|> 
>Ч\я—2(2 In ft/ft),/2] справедлива оценка |%|<1—&(^)ft-2. 

Оценим интегралы (7). Сначала выделим такие области изменения 
V, гг, где оценки разностной функции Грина и разностной ступеньки полу­
чаются достаточно просто. 

Л е м м а 1. При п^ка, со>0, для всех v и при любом п для 
v<n(klnk)~i/6 оценки функции Грина и разностной ступеньки в случае. 
«р (ж) czLipe сводятся к соответствующим оценкам при постоянных р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Здесь и далее положим 

г /21nf t \^ i 
f = m i n ( Y i , . . . , T v ) , ^ о = Г л | 1 - 2 ^ | - ^ — j ] • 
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Выше было показано, что при I if I <я|)0 

Л If f̂t cos ( V ^ T ) 

а при | ^ I 

|х(г|>) |<ехр [ - s i n 2 ( ^ ) (Зт* 2 ln'/2 Л)- 1] <1-Ь(у)Ат 2 , 

sin 2 (*(я) <^я, 2я sin ('pt) cos (чя)<я. -

Для рассматриваемых v и п точки г|)0 практически неразличимы: 

где В(к)=0(к-'Ы-1к) при v>n(&InА;)- 1 / 6 и R(k)=0(hkw+i) при га^Г 
для всех v. В обоих случаях R(k)=o({ln к/к)'1'). Практически неразличи­
мы и степени синуса: 

1|з Г . Ч> 4>(lf-1f') , * . Ч>(ТМГ') 1 2* 
sin2" — = sin cos • • 1- cos sin = 

2% I 2f 2n° 2>f 2^° J 

= s i n 2 * 1 + 0 (-f-^) ] 2 * = s i n 2 A ^ £ l + 0 ( l n - ' * ) ] • 

Наконец, смотрим, как ведет себя параметр j (v): 

в — - = п - — +0 IY \l-v*l6h6)=n- — r 

где n=n[l+R(k)]. Справедлива оценка, 

| O X ^ l n f t ) - 1 - 1 / 6 ^ ) 6 ) , v<ra(ftlnft)- 1 / 6 , 
Л 0(Л(Л"+ 1Л) в>, rc^ft" для всех v. 

В обоих случаях Д(ft) = о ( f t - 1 I n - 1 ft). ; 

Итак, при |я|)|<7*[я—2(2 In ft/ft)подынтегральная функция имеет-
вид K*vzn. Лемма 1 доказана. В частности, доказано, что при п^к** (ю>0* 
любое) исследование случая липшиц-непрерывных коэффициентов сво­
дится к случаю постоянных коэффициентов. В следующей лемме для 
п^к* выделяется область, вблизи характеристики, которой отвечают ос­
новные асимптотические оценки, определяющие оптимальные свойства^ 
схем максимального нечетного порядка точности. 

Л е м м а 2. При п>к», v>rc(ft In ft)"176, | / |>иАг в ( f t lnf t ) - 1 / 6 , G>0„ 
G )>0+3+1/6 разностная функция Грина экспоненциально мала: 

| I V | < e x p [ -wf t - 2 - e (^ ln f t ) - , / 2 - 1 / 6 ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Исходный контур интегрирования — отрезок 
[—я, я] — деформируем в контур Г, представленный на фиг. 3. При'/>Ф 
контур Г проходит в верхней полуплоскости, при / <0 — в нижней полу­
плоскости. На отрезках вещественной оси ч*[я—2(2 lnft/ft)' / 2]<|i|)|<tt 
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д_ 9,-

Фиг. 3 

подынтегральная функция допускает оценку 

| х ь . . x v z n I ^ e x p £ - m i n ^v, A"1 k~2hr42k j j . 

В самом деле, 

| T i _ r | < c | Z _ v t | . A . - o ( ^ ) при \1-V'\<±^y\ 

По предположению, v>n(k In к)~иб: Следовательно, на рассматриваемых 
отрезкахвещественной оси 

(9) | X t . . . x v 2 n I ^ e x p [-nk-2 (к In к) ~иб Ы-Ч]. < 

$ia оставшейся части Г имеем ^=±^0+itk-2, O ^ ^ l , \f)=g+j/c~2, |я|)|<ф 0 

и справедлива оценка 
- 2 ' t 7 V i — 2 £ ч 2ft 

,(io) S i n -i±^=( s i n l_+i^l c o s L V " г 1 + 0 ( Л - . )Г = 

-.{ 
s i n * ( 6 / T l ) [ i + 0 ( A - , A ) ] r | s | > A — , 

В результате на вертикальных участках Г справедлива оценка (9). На 
участках Г, где 1пгф=±£~ 2 , определяющую р о л ь играет zn. Учитывая (10), 
жюлучаем ^ 

i » , : . . x ^ i < e x p [ - J i + o ( ^ ) ] < e X p ( - i f i ) , 

так как v<nk и, по условию, \j\>nk"e (к In й:)~ 1 / б. Лемма 2 доказана. Пе­
реходим к доказательству основных оценок. 

Т е о р е м а . Если р(я)с:1лрв, Л/^ч(х)<3/^ то я / ш ft=Ent (Ып ft-1), 
it=n%^\ справедливы оценки 

^ |Г / |<с1п1пА- \ - | Ф / | < с 1 п 1 п * / Н , 
v v 

И Ч л ) = 0 ( 1 п / г 1 ) прип>%-\ с > 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При ^г</са> задача свелась к случаю постоян­
ных р. Соответствующие результаты были получены в [1] , [2] . Далее 
п^к", о)>0+3+1/б, 0 выбирается ниже. Отдельно рассматриваем | / | < & 4 

и \j\>k\ При | / | < & 4 получены те; же оценки, что и в случае постоян-
еых р: 
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Для Г / оценка получается простым интегрированием по частям. В самом 
деле, '. : 

я ' • ' "Фо 

T v

n = j X i . : . . x v z n <Ь= j x 4 . . . x v z n dz+# ; - n =f ; П + Я Д ; ; 

^0 

г n i 2 In ft \ Vn 

Д , " = 0 ( exp [ - n ( - ^ ) ' ' A"2 b -*A ].).,... 

r , - = J exp { ^ - ^ ( }

 e x P [ ^ ^ j X 
и 'Фо v 

X { 1 + 0 ( I n - 1 ft) ]| = — J ^ 4 ( f , ) - v - * a i n u - l ^ - X 

Х е х р [ ' ( у * ] [ l + 0 ( l n - ft) ] * , • ' . x ^ " * H - o ( ^ - ) . Отсюда и из неравенства cos [ (2^—1) г|)/2^] < 2 ч\ | ^ | < ф о следует оценка 

| Г . " | < Т - Г | е х р [ - Т ^ ^с08(№;у j ̂ чуу. 
Довольно просто получаем аналогичную оценку для <Dvn=Gvn при / > 0 

и Gv

n—1 при 7 ^ 0 . Следовательно, слева от характеристики, при / > 0 , 

1 г . 
( И ) Ф,п = — — - ( x v + X v X v - i + . . . + X v X v - i ' . . . %i)zn dz, 

г 

справа от характеристики, при у^О, 

(12) ;.. - " Ф , П = —J ^ ^ X o X - i . - . x - ^ X v - ^ / x ^ ' d z . 
г N z=o 

Заметим лишь, что разностная схема (1) переводит 1 в 1 и единичным 
начальным данным на п-м слое отвечает последовательность 

со 

( 1 + , ^ I X V < " X V ~ S + 1 ) ' 

Для простоты изложения всюду опущены множители tki(z). Можно про­
следить, что в областях изменения v, которым отвечают основные оценки, 
эти множители различимы на 0(ft~ a ), a > 0 . В результате основные оценки 
не изменятся по порядку, если учитывать tki{z). При этом, естественно, 
снова учитывается липшиц-непрерывность. 

Далее используются две элементарные оценки, которые доказываются 
простым двукратным интегрированием по частям. 

Л е м м а 3. При постоянных у,. fc=Ent (bIn ?г1) для всех j 

(13) )т^\<с(\]\-1е~йп+Щ-2). . -: 
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Л е м м а 4. Если p(>)c:Lip 6 , 7 4 < р < 7 4 , ft=Ent (6 In / г 1 ) , n>k\ 
v>rc(f t lnf t ) - 1 / 6 , то 

(14) l ^ ^ c l f t l / l ^ + e x p I - w ^ l n ^ - ^ - M n - ^ J } : ' 

Используя (13), оцениваем первые ra(ft In ft)~1/6 слагаемых в (11). Им 
отвечают j=n[l+0(k In ft)~1/6]. Для оценки остальных слагаемых (11) 
при п - l / ^ i - . . . - l / i f v - e > « (In к/к)1/6 используем (14). Остается оценить 

_ f 1— 
Zni J. 1—%i 

г 

Здесь s 0 — минимальное s, удовлетворяющее условию 

1 1 / In ft \ 1 / 6 1 ^ / In к у 
v—s \ к I 

п — —- — ... 
Ъ Т 

Напомним, что сейчас оцениваются 7<ft\ п>к(й

1 со>4, так что v=0(n), 
s0=O (п). Справедливо соотношение 

1 1 х v~ ° 
—sin (/^) 1 Л | ) [1+<9(т 9 ) ] - — - f % v . . . X v - s „ + i T - ^ 2 n & = = 

J znz, J 1 — X i 
|Ф|2*Т*/2 

= ~L 1 -^[sinO'^-smO^l^Cl+oCt^l+r^oo- 1); 

7 v

n оценивается простым интегрированием по частям, как это было сде­
лано выше при оценке IV. Искомая оценка Gv

n при / > 0 получена. При 
/ < 0 уклонение разностной ступеньки от ступеньки задается интегралом 
(12), который оценивается аналогично (11). 

При <v>ra(ftlnft)- 1 / 6, ft4<|/|<rcft-e(ftlnft)-1/a оценки T v

n и G v

n полу­
чаются с помощью метода перевала. Заметим сразу, что, аналогично про­
деланному выше, для разностной ступеньки задача сводится к оценке ин­
тегралов вида 

V—«о 
I x v . . . Xv-so+i ~ -zndz. J 1 - X t 

Г 

При ft4<|/|<72ft~~e(ft In ft)"17* точки перевала, определяющие асимпто­
тику, находятся на конечном расстоянии от полюса .z=l и асимптотиче­
ские оценки Ф/ 1 отличаются от соответствующих оценок Г ;

п лишь посто­
янным множителем. Остается получить асимптотические оценки 

* ' * ' — A(V) s i n 2 4 t ' 2 T i ) 4 •X 
/су, cos(i|:/2i,) 

X [ l + 0 ( l n - < ft) ]exp ^̂ p"]} *t>. 

^o=Y4^-2(21nf t / f t ) , / 2 ] , f = m i n ( 4 1 , . . . , Yvhr. 

Если 4i оличаются от у* больше, чем на О ((In к/к)Vz), то при |it>|<iK 
соответствующие слагаемые малы. Сумма по I при 141^4* \>b ( In ft/ft)1/3

r 
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6-=1/26 есть 

ll-l*\<n(k Ш / с ) - ! / 6 r*. u , u

 t

 u 

При доказательстве используется элементарная оценка |sin e^/sin г|)|< 
<s in (ея/2), е < 1 , 0<г|)^я/2. 

Пусть L={1: ^ * ( I n к/к)42}. В результате интересующий нас ин­
теграл преобразуется к виду \ 

— -Фо L 

1+0 ( In - 1 к) г j(2-]f—1)4» 1 1 
Х c o s ( t / 2 r )

 е Х4'—7~Л**-
с,>0, среди них есть близкие к 0. Так, при |Z—•r|<ra(ftln k)~i/Q имеем 

s i n ^ J L = [ i+o (in-i ft) ] s i n ^ J L . 

Делаем замену переменных: 

ftyz IL \ ft 7 J 2^* 

L 2f J cos(\)>/2^*) ^ k-ii 

2Г < = H ( " ) > * 
Положим 

тогда 

l n f t v V n i . ^ 2 f t Y 2?'<Й /,«= I e x p { 2 ^ [ l + 0 ) ] a r c s i n l - - ^ - } . 
(l-i2)v'j (l-i2)''1' 

Задача свелась к построению асимптотик интегралов, аналогичных 
исследованным в [2] для случая постоянных р. Правда, здесь диапазон 
изменения / шире, точки перевала перемещаются в круге большего радиу­
са. В связи с этим дополнительно нужно следить за деформацией линий 
уровня. Кроме того, при | f t | 2 >sin ( 7 4 ) иначе приходится оценивать асимп­
тотические вычеты, точнее, Im (-arcsin ft). По условию, ft4<|/|< 
<п{к In ft)~1/6ft_e, |ft)|<l—In к/к. При 0 = 8 точки перевала находятся 
строго внутри круга \t\<t0. При j>0rt=peia, (Хр=^1, ( X o ^ j t имеем 
Re' (2i*Y*/ arcsin =^0. Равенство достигается лишь на вещественной оси. 

На фиг. 4 заштрихована область 
Re (2ifj arcsin t-nt2k)<0, 

крестиками отмечены точки перевала, штриховые кривые — линии наиско­
рейшего спуска, их асимптотами являются лучи jtZ/ft, 1=0, 1,. . . , ft. 

Проследим за возмущением границы области G и линий наискорейшего 

3* 1027 



спуска. Граница G удовлетворяет соотношению 

' U Be - ^ 2 ^ 7 Ц 1 4 - 0 ( ( ) Л ) ] arcsin * - » * * ( l - * s ) - * } = 

i v ••f'-'- =-йр"cos(27ш) +Re J2jv7[ 1 + 0 ((^p)•'') arcsin f ] } = 0 . 

При \t\<i—ln к/к имеем р2*=Лг2. По предположению, 

1/1< 
га (A; In А;) 

кв 
Jjl=0(k-e+'h), .9=8, с о з ( 2 М = е . 

№ - « + 2 * + 0 ( * '• )-
Аналогично оцениваем возмущение линий наискорейшего спуска. 

Из этих оценок следует, что геометрическая картина при возмущениж 
сохраняется и применим метод перевала [8, с. 164]. Заметим, что особые 

*= 6;f>0 

Фиг. 4 

точки t=±l находятся вне зоны влияния точек перевала [9, с. 124], так 
как при |y|>ft 4 ширина зоны влияния точек перевала О (А:""2), а точки пе­
ревала лежат в круге |£|<1—-In к/к. При / > 0 асимптотика определяется 
совокупностью точек перевала, расположенных в верхней полуплоскости:. 

• R e s ( / ) = ^ (-1)̂ Я^̂ Д̂̂  j е х р J 2 i f 7 ( a r c s i n t t ) -
l:lm 1г>0 

\nk\H 

l Xj \ 1 / ( 2 *- 1 ) / 4Z+-1 \ 
H l J е Х р Я Ч^=2-) -

Для малых I 
dl 

Im (arcsin t,) > ^ , Im ( ( 1 ' _ ^ 2 ) V i ) = ^ h r * k), 
• i , Ink ' 
\t\<l-

В самом деле, 
к 

Im (arcsin f , )=Im j arcsin ( 1 - е ) exp [ ~ ^ ~ ^ " ] } = 

- I m ( 1 + Д ) = У 2 [ е 2 + я 2 (Z+7 4 ) 2 / r 2 ) * s i n { - y arctg [ " ( ^ Л ) ] } 
X[ i+o(l)], 
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ч г (2л)'-/AT 's in (л/8), z<nk-l(l+4,).,: ..... 

I m ( a r c s i n O > { ' в > „ ^ ( * + 7 . ) . ~ - , ' 

Далее, повторяя дословно доказательство из [1], получаем оценку 

, ехр X-d I/I /с"1) . . . ^ л 

J/L*(*lnft)/'\ ' "V ft8, (/с In Л) 1 / 6 

Аналогичная оценка верна для уклонения разностной ступеньки от сту­
пеньки <Dv

n. При гс>т"о,.а>0, метод перевала применим для более широко­
го интервала cft<| / |<rcft~ 8 (f tInft) _ 1 / 6 . Точки перевала находятся на конеч­
ном расстоянии от особых точек. Для т а к и х п и /справедлива оценка 

^ K S e x p C - d l / l f t - O d / l ^ ) - 7 2 . 

Отсюда следует, что для п>х~а ширина зоны размывания изолированного 
разрыва есть О (In й - 1 ) . Итак, в случае липшиц-непрерывности получены 
те же оценки разностной функции Грина и разностной ступеньки, что и 
для постоянных р. Отличие состоит в том, что наклон характеристики ме­
няется от точки к точке. Но выше было показано, что величина / имеет ко­
нечную (сверху и снизу) скорость изменения по v. В результате оценки 
Г 7 \ Gv

n в Lt отличаются от соответствующих оценок для уравнений с по­
стоянными коэффициентами лишь постоянным множителем. В заключение 
заметим, что развитый здесь метод исследования устойчивости в С может 
быть применен к разностным уравнениям с липшиц-непрерывными коэф­
фициентами общего вида. При этом для схем конечного порядка точности 
доказательство существенно упрощается. _ 

Пользуясь случаем, хочу поблагодарить Н. С. Бахвалова за постановку 
задачи и полезные обсуждения. 
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