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В теории раскраски графов классическим результатом является теоре­
ма Брукса (*), в которой дана точная верхняя оценка хроматического чис­
ла графа через его степень. 

Визинг ( 2) поставил проблему: найти точную верхнюю оценку хрома­
тического числа графа через его степень и плотность или обхват (в терми­
нологии мы следуем в основном ( 3 , 4 ) ) . 

Если обозначить 8 а класс графов, максимальная степень вершин кото­
рых не превышает о, 8̂  — класс графов, обхват которых не меньше g, 
8а*=8*П8а, 8а, ф — подкласс графов из 8 0, плотность которых не превышает 
Ф, то проблему Визинга можно переформулировать следующим образом: 
какое максимальное хроматическое число может иметь граф G^8 0 ф (или 
G e 8 / ) ? 

Ниже везде будем обозначать V(G), E(G), %{G), ф(С), o(G), g(G) 
соответственно множество вершин, множество ребер, хроматическое число, 
плотность, степень и обхват графа G. 

Эрдеш ( 5) показал, что для любого g хроматическое число графов из 
класса 8 g не ограничено сверху. По аналогии с этим результатом Грюн-
€аум ( 6) предположил, что для любых а^З, g>4 

max % (G) = а. 
Gesso* 

В работах ( 7) и ( 8) независимо показано, что 
max % (G) < о. 

НИ 
Тем самым опровергнуто предположение Грюнбаума при о>7. Таким обра­
зом, простого ответа на вопрос Визинга нет. 

Настоящая работа посвящена изучению двух вопросов, естественно воз­
никающих при исследовании проблемы Визинга: 

1) Каково число 
•ф (а) = min max % (б)? 

2) Как велико может быть ф при фиксированном а, чтобы тем не менее 
max x(G)<or? 

Для получения верхних оценок при изучении этих вопросов использован 
так называемый метод многоцветных перекрасок. Изложим идейную сущ­
ность этого метода. 

Допустим, мы доказываем некоторое утверждение о том, что если 
'£е=8а,Ф (или Ge=8a*), то %(G)^%, где %^ L o/2- l+2 и зависит от а и ф 
(или g). Доказываем по индукции. Если наше утверждение неверно, то 
существует наименьший по числу вершин граф G в классе 8а, Ф (или 8 / ) , 
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для которого утверждение ложно. Выберем наугад вершину v0(=V(G). За­
фиксируем произвольную раскраску / вершин G\{z; 0 } в % цветов. Под 
/ (Л) , где AczV(G), ниже везде подразумеваем множество {f(v) \v^A\ 
\ { V Q } } . ДЛЯ каждой вершины v^V(G) обозначим 

I(v)~{w*zV(G)\(v, w)^E(G)}, 

O(v)={weEl(v)\{v0}\f(w)&f(I(v)\{w})}. 

Вершину VEEV(G) назовем хорошей, если U{I^}) |<%. При этом 
цвет ос, К а < % , н е использованный при раскраске вершины v и инцидент­
ных ей вершин, обозначим av. Так как Geg a ? то для любой вершины 
v^V(G), не являющейся хорошей, 

| 0 ( i 7 ) |>2(х—1)—а. 

Для каждой вершины v<=V(G) ориентируем ребра, соединяющие v с 
вершинами из О (г;), по направлению из v. При этом некоторые ребра могут 
оказаться ориентированными в двух направлениях. Допустим, что при 
этом _в графе G появится ориентированная цепь ( v 0 » y i ) , ( y i > ^ 2 ) , . . . 

. . . , не имеющая хорд, которая ведет из v0 в некоторую хорошую 
вершину vs (под хордами понимаем ребра (*Л-, ̂ ) при \i—/|>1). Тогда 
функция /', определенная следующим образом: 

' f(w), w<=V(G)\{v0, i 7 4 l . . . , vs); 

/'(">) = avs, w=vs; 
J(vi+i), w=Vi i=0 , 

будет раскраской в % цветов вершин графа G. 
Кроме того, если в G есть ориентированная цепь (у0, V i ) , {vu v2),... 

, . . , (Vr-i, vr), такая, что vr-i^O(vr), и эта цепь не имеет хорд, то функция 

/ ( и ? ) , we=V(G)\{vQl 1 7 Ь . . . , Vrh 

f(Vi+t), w=vu i=0 , l , . , . , r - l , 
будет раскраской вершин графа G в % цветов. 

Из вершины v0 выходит много ориентированных путей. И сущность 
модификаций метода многоцветных перекрасок состоит в том, чтобы, строя 
по шагам ориентированные цепи, отбрасывать те из них, которые содержат 
мешающие перекраске хорды, но при этом добиваться, чтобы нужная для 
перекраски цепь в конце концов нашлась. При %=о—1 и не очень боль­
ших плотностях этой цели удается добиться потому, что для каждой вер­
шины v^V(G), не являющейся хорошей, 

|>2(х—D—о—о—4. 

При больших обхватах утверждения удается доказать благодаря тому, что, 
прежде чем возникают нежелательные хорды, число удобных для нас ори­
ентированных цепей сильно вырастает. 

Уточнением идей многоцветной перекраски удалось доказать следую­
щие результаты. 

Т е о р е м а 1. Пусть £е=в0', 0^4, g>(о+1) (V2+I11 а). Тогда 

5 C ( G ) < L 0 / 2 J + 2 . 
С л е д с т в и е . 

^ ( 0 ) ^ L 0 / 2 J + 2 . 

Т е о р е м а 2. Если G<=8a Ф, где о^4 и о—cp^4[G(o—2) ]' д+2, то 
x ( G ) < o - l . 
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Л е м м а . Если G^2CT и ф (G) ^ о — + 1, то в G существует такое неза-

висимое множество вершин М, что cp(G\M) =ф(С) —1. 
Т е о р е м а 3. Если G^Z0)q>u о—ф^89, то %{G)<:0—1. 
С другой стороны, используя идеи Эрдеша, изложенные в ( 9 ) , можно 

доказать, что для любого о > 4 
а 

21по + 1. 

П р и м е ч а н и е 1. Верхние оценки хроматического числа, приведен­
ные в теоремах 1 и 2, справедливы также для верхнего хроматического 
числа, введенного в ( 1 0 ) , причем доказательства почти полностью сохра­
няются. 

П р и м е ч а н и е 2. При доказательстве теорем 1 и 2 фактически дают­
ся алгоритмы, позволяющие со степенной сложностью от числа вершин 
графа раскрасить его вершины в гарантированное этими теоремами число 
цветов. 
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