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В.частности, когда ft = от, все (2т+2) вещественных инвариантов определяются с помощью 
матрицы D, которая в этом случае принимает вид D = {X — Y )Eli(X—Y). 

В случае, когда плоскости X и Y являются квазисимплектическими," но непараболическими, 
(2ft — 2m) вещественных инвариантов этих плоскостей можно получить с помощью матрицы W, 
а остальные (2т + 2) вещественных инвариантов—с помощью матрицы, аналогичной матрице £>. 

В случае, когда плоскости X и Y являются параболическими, соответствующие им в струк­
туре пространства ~§р™ (г, У) плоскости С и У не определены однозначно; их надо выбрать 
так, чтобы X не пересекалась с U, а Г — с V (поляризация!). Тогда можно воспользоваться 
матрицей W. 

§ 5. Симплектические инварианты комплексных «-цепей 

Нормальная комплексная л-цепь пространства Sp% (г, У) с уравнением х = — Ixi (см. [6]) 
при симплектическом преобразовании у = Ux перейдет в w-цепь с уравнением у = — UiU~1yi. 
Сравнивая эти уравнения, видим, что матрица А = — UiU~4 характеризует (правда, неодно­
значно) образ данной цепи. Эту матрицу назовем матричной координатой п-цепи. При сим­
плектическом преобразовании х' = Ux матричная координата А нормальной комплексной п-цепи 
преобразуется по формуле А' = — UAiU^H. 

Т е о р е м а 6. Собственные числа комплексной матрицы, представляющей кватернион-
ную матрицу AiBi, где А и В — матричные координаты двух нормальных комплексных 
п-цепей пространства Sp™ (г, У), являются симплектическими инвариантами этих цепей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нормальные я-цепи с координатами А и В в результате симплекти-
ческого преобразования перейдут в «-цепи с координатами А'• = — UAiU~4 и В' ——UBiU~li. 
Произведение матриц A'i и B'i имеет вид U(AiBi) U~l. Следовательно, матрицы A'iB'i и AiBi 
подобны; поэтому представляющие их комплексные матрицы имеют соответственно одинаковые 
собственные числа. 

Аналогично находятся симплектические инварианты остальных образов симметрии про­
странства Sp™ (г, ./'). 
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К ТЕОРИИ ОБОБЩЕННОЙ ФУНКЦИИ ГРИНА 

Настоящей заметкой продолжены исследования [1] —[4]. Предлагаются следующие резуль­
таты. Вводится понятие дефектной функции и дефекта обобщенной функции Грина для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Если ft — размерность базиса ядра оператора, 
порожденного краевой задачей, i) — дефект обобщенной функции Грина, то 2 (ft — -ц) базисных 
элементов и 2т) дефектных функций определяют единственную обобщенную функцию Грина, 
Она является обычной функцией Грина Г (t, s) многозначного интегро-диффереициального опе­
ратора. Для этого оператора построен сопряженный так, что функция G{t, s)=T(s, t) яв­
ляется его обычной функцией Грина. Указаны интегральные уравнения, эквивалентные исход­
ной и сопряженной краевым задачам на собственные значения. К интегральным уравнениям эти 
задачи сводятся с помощью обобщенной функции Грина, дефект которой т) = 0. Отметим, что 
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многие факты теории краевых задач на собственные значения являются следствием аналогичных 
фактов для интегральных уравнений, к которым сводятся краевые задачи с помощью обычной 
функции Грина. Известным методом обобщенная функция Грина не может быть использована 
для перехода к интегральному уравнению. Информация об обобщенной функции Грина из 
первой части настоящей заметки и некоторые результаты работы [4] позволяют найти путь 
такого перехода. 

1°. Исходные данные и вспомогательные утверждения. Предполагается, что размерность 
ядра оператора Т, порожденного краевой задачей 

Zy = y + A{t)y = f{t), lyd^My(*) + Ny({l) = 0, (1) 
равна k : dim ker T = k. В (1) у : / -> UnX — неизвестная абсолютно непрерывная функция с произ­
водной, принадлежащей гильбертову пространству L2 [я, р] функций, интегрируемых с квадратом, 

def 
Uif— линейное пространство вещественных матриц порядка i X / , I —• [«. № функции A :I->Unn , 
/ : / —> £/m 6 £2 К p]; М, NGU„„. В [1] доказано, что весь класс обобщенных функций Грина 
Т : I У( I—> и,гп задачи (1) имеет вид 

T(t, s) = G0(t, s) + PI(t)B(s) + Q(t)^(s). (2) 
Здесь G0 — одна из обобщенных функций Грина задачи (1), определенная в [4]; столбцы 
Их,..., Ни матричной функции И:1^>ипь порождают базис ядра оператора Г, а строки 
^i , ... , 4^ матричной функции 4:/->t/^n порождают базис ядра оператора Т+, сопряженного 
к оператору Т (Т+ определяется краевой задачей 

def • *1pf 

L+z^—zA-zA(t) = g(t), l+z==z(y.)P+ztf)Q = 0,MP=NQ). 
Конкретизируем эти базисы теоремой 2 из [4], сформулированной относительно функции Go-
(Предположим, что произвольные абсолютно непрерывные функции В: I ~+U}m, Q:I->Unk из (2) 
удовлетворяют соответственно краевым условиям /+г = 0, /у = 0. Определим строки <а,, ... , <дк 

(столбцы ФЛ , ... , Wk) матричной функции о>: /-> £/̂ „ (!":/-» Un^) условиями S с̂  (s) И) (s) й$=Ъц 
? 

\\^i(s)xPj(s)ds = bij), By —символ Кронекера, 1 == \,i,j—\, ... , k. 
а 

О п р е д е л е н и е 1. Функцию i: /-> U,n (8 : /-> Uln) из £2 [а, р] назовем дефектной для Г, 
если {l(t, s)i(s)dsz=-0 ({b(t)T(t, s)dt = o)mI. 

Из теорема 4 [4], которая описывает структуру дефектных функций, легко получить, что 
наибольшее число линейно независимых дефектных функций у и 5 для Г одно и то же. 
Поэтому имеет смысл 

О п р е д е л е н и е 2. Наибольшее число т\ линейно независимых дефектных функций т 
назовем дефектом обобщенной функции Грина Г. 

Из. теоремы 4 [4] следует, что 0<7j<&, fc = dim ker T. Если обобщенная функция Грина Г 
имеет дефект -1=0 (т. е. Г° замкнута) и [4]: 

[•t(t)T0(t, S)dt = <\>(s), j Г" (t, s) p (s) ds = И (t), (3) 

то det vT = det (" т (s) Я (s) tfs =̂= 0, det vp =* det J Ф (s) p (s) rfs ̂  0. Поэтому найдутся функции 

f : / -> Ukn . ?'1-*ипь, для которых справедливы соотношения 

J г°(«, 5) p(s)rfs = я ( 0 v 7 1 dJ=fя'^)> 

7 (t) Г» (t, s) Л «=. v р"1 Ф (я) = * («)• 
(4) 

Рассмотрим далее обобщенную функцию Грина Г11, дефект которой равен rj, и -$ > ... , т̂  ! 
р?, ... , pj] — ее дефектные функции. Тогда найдутся функции <|̂  fy ; Я^ , ... , Я ^ , для 
Которых справедливы равенства 

(5) j " 7r? Ф Я /9 (*) ^ = 8рв, j Ф/, (s) Рр1 («) й« = : 
'ез 1 
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By— символ Кронекера. Нетрудно показать,, что обобщенная функция Грина задачи (1) 
д 

Г1-Л (t, s) = I"' (t, s) + 2 И1Ь (0 ^а (s). К д < 1. К Ч < Ъ h < h < . . . < * , , , имеет дефект, 
6=1 

равный 1) — Д. Ее дефектные функции получим, исключая из совокупности fi> ••• , i\ ' "J 

?•? , ... , р̂  функции -[? . ••• . Тг1 : Р? . ••• > Р? • Если теперь определить соотношения (3), (4) 
' 1 Д 1 Д 

для только что построенной функции Г°, то для Т"4 будут справедливы равенства 

J П (t, s) 7jb is) ds = Mh (Q, J \ (t) П {t, s) dt = $/() (s). (6) 

Здесь индексы функций f;-fl, p;-.fl принимают значения из множества 1, 2, ... ', k, отличные от 
ix, i2) ... , i ; последние индексы совпадают с индексами функций ф; , ... , фг ; Яг , ... , Яг , 

входящих в (5). Функции ру , Я/ ("f/6 , 4у ) суть столбцы (строки) матриц р, Я (f, ф). 

Таким образом, с помощью незамкнутой обобщенной функции Грина Г71, дефект которой 
равен ?], можно получить к — -ц базисных элементов ядра оператора Т и ядра оператора Г+ 

Соотношения 

\^{t)T^(t, s)dt = 0, | Г1 (£, s) ^ (s) ds = 0, (7) 

i = l, ... ,' 1, и 2 (k — TJ) соотношений (6) определяют в совокупности (2) единственную обоб­
щенную функциюТрина. Действительно, пусть "((р) —это k X п(п X'й)-матрица, строки (столбцы) 
которой суть YpCpJ1). г = 1, ••• , l, Т/л (Р/в)> 8 = 1, ... , А — т\. Пусть ф0(Я0>—-это АХ л (и X ^-мат­
рица, у которой т] строк (столбцов) нулевые, а остальные строки (столбцы) — это строки 
(столбцы) матрицы ф~(#), определенные равенствами (6). Тогда функция (2) удовлетворяет 
соотношениям \ -у (t) Г (£, s) dt = ф„ (s), \ Г (t, s) p (s) ds — И0 (t), если и только если 

Фо (s) = J T (0 Go («, s) df + J т (0 И (t) dtB (s) + j 7 (0 Q (t) Лф (г), 

Я0 (f) = j G0 (f, s) p (5) ds + Я (t) j В (s) p (s) ds + Q .(*) j ф (s) p (s) ds. 

Решением последней системы будут функции 

Q (0 = [я„ (0 + Я (t) J J f (t) G0 (t, s) P (s) dsdt - J Go (f, s) P (s) ds] Vp"1 • 

(8) 

(9) 

Единственность функции Г11 следует из того, что выражение Я (£)-В ($) + й (£) ф (s), найденное 
при В, Й, определенных формулами (9), имеет одно и то же значение и для любых решений 
системы (8). 

2°. Основные результаты. -••••• 
Т е о р е м а 1. Обобщенная функция Грина Г7! задачи (1) является обычной функцией 

Грина краевой задачи для многозначного интегро-диффереяциального оператора 

Uу в у f А (0 у + £ а/() (t) Г 7;е (s) У (s) ds + £ * »/ (0 Р/ - / ( 0 , 

•'•У =0, J Y? 00 У («И* = 0, г = 1 TJ. рг = const, (10) 

«;(0 = ^*.(*)-^ №)(<)• 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Условия (6), (7) определяют в совокупности (2) единственную обоб' 
щенную функцию Грина Тп, Она будет обычной функцией Грина задачи (10) потому* что 
V / ; / e i j К И. найдутся р , , . . . ; pft, при которых у(0 = (г'Ч*. «)/($) rfs есть решение (10). 
Действительно, у (О удовлетворяет краевом условиям задачи (10). Далее, (Uy)(t)= f(t), если 
рг- есть значение функционала & ( / ) = fy (s) f(s) ds на элементе /,' а р.- (s) = ф/ ($), i = 1 £, 

* ¥= /i > ••• > Л-tj и в (*) = Ф/ W ~~ Ь (*)• г' = Л > •• • > /*_,, • Отметим, что если i] = 0, то теорема 1 
переходит в теорему 5 из [4]. 

Аналогично проверяется 
Т е о р е м а 2, Функция G (t, s) = Г (s, /) является функцией Грина задачи 

u+z~-z + zA{t)+ 2 f*(«)?}„(*)d*Д/.(о + 2 * e ' M o =**<о. 
6 = 1 ^ ' в ° 

/ + 2 = 0, J 2 (S) р̂ 1 (5) US = 0, / = 1, ... , 7], а; = const, Д; (/) = Ш/ (t) - (1+ В;) (/). (11) 

Таким образом, если z (t) = \g(s)G(t, s)ds, то V g функция z (•) удовлетворяет краевым 

условиям (11) и (U + z) (t) = g (t), если az есть значение функционала a,- (g) = i g(s)ai(s)ds на 

элементе g, а «г (5) = Я/ (.s), г = 1,..., й, г + / , , ..., / ^ и a,- (s) = Я/ (5) — Яг (s), г = / , , . . . Jk_^ . 
Рассмотрим задачу на собственные значения 

y + A(t)y = ly, /у = 0, (12) 
и ей сопряженную 

— z + zA(t)=pz, /+z = 0. (13) 
Т е о р е м а 3. Функция y:I->Unl является решением задачи (12) тогда и только тогда, 

когда она удовлетворяет уравнению 

. у ( 0 = J [tf° ('.*) + # (О V ^ T W I у (*)«**, <14) 
где Г° : / X /-> Uт—обобщенная функция Грина задача (1) с дефектом -ц = 0, определенная 
соотношениями (3). 

Т е о р е м а 4. Функция z:l~>-Uln есть решение задачи (13), еми и только если она 
удовлетворяет уравнению 

g(s)^^z(t)[l>10(tls) + a(t)^{s)}dtl (15) 

2<?е * ( * ) = = ! • (/) — (19) (0-
Докажем теорему 4 (теорема 3 доказывается аналогично). Перепишем задачу (13) в виде 

U+ 2 ^ - 2 + ZA (s) + J 2 (*) а (,) rft yt (и (s) - (i+B) (s)) = 

= f*2 + J 2 ( t ) a ( l ) rfT vY (со (S) — {L+B) (s)), / + 2 = 0. (16) 

Так как Г» —функция Грина задачи £/+2 = 0, /+2 = 0, то (16) эквивалентна уравнению 

г (S) = j ^ г (0 + j г (s)«(s) rfs vr (»(0 - (I+Я) (Q) ] -Г° (t, s) dt. (17) 

Ho 

| (со (0 - (L+B) (0) Г» (f, s) dt = V71 Ф (s). (18) 

Докажем это равенство. Справедливо соотношение [4]: I Г° (t, s) ах (s) <fs = Я (t), «i (0 = 

= (¥ (0 — (LQ) (*)) vT . Рассмотрим функцию G (£, s) = Г» ({, s) — Я (0 ( J 4 (t) «i M fi^) ' 41 (*) == 

-=r°(f, s) — Я (£) V71 Ф (*)• Ha основании теоремы 2 она является матрицей Грина для задачи 
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— 'z + zA (s) + с (a (s) — (L+B) (s)) = # (s), /+ z = 0; \ z(s)a (s) rfs = 0, с 6 i/ift. Но тогда (см. тео­

рему 4 в [5]) С (со (£) — (L+B) (t)) G (t, s) dt == 0, т. e. f (<o (£) — (£+5) (t)) Ю (£, s ) <tt = vfJ Ф (*)• 

Итак, соотношение (18) доказано. Поэтому уравнение (17) эквивалентно (15). Отметим, что 
частный случай теоремы 3 приведен в [4] (это теорема 7). 

Замечание 21.3 из [6] (с. 341) показывает, что если \ i/ (s)f(S)ds = 0, то решение у (t) задачи 

Uy^y + A(t)y + «(t)^(s)y(s)ds^f(t), /y = 0, (19) 

где •( определяется соотношением \ i(t)T°(t, s)dt = ty(s) [4], а Го — обобщенная функция 

Грина с нулевым дефектом, является и решением задачи (1). Из того, что Г° является обычной 
функцией Грина задачи (19), следует более полная и окончательная информация о связи 
решений задач (1) и (19). А именно, решение задачи (19) V / , / € L2 [а, р], является решением 
задачи Ly=f(t) — a (t) I <b (s) f(s)ds, ly = 0; каждое решение у (t) задачи (1), удовлетворяю­
щее условию \ 1 (s) у (s) ds = 0 (оно существует и единственно), является решением задачи (19). 
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА 

В настоящей заметке для пространств Бесова Bs
pg(Rn) получены интерполяционные тео­

ремы, использующие слабые условия. 
Пусть-—оо < s < оо, 1 < < 7 < о о . Определим банаховы пространства последовательностей 

при 1 < q < оо и 

4 = ( 6 | 6 - { 5 ^ 0 ; .бу€С; |g|| = sup 2* | ?) | < «,}. 
оо 

Пусть S (/?„)—пространство основных функций, S' (Rn)—-пространство медленно растущих 
распределений, a F— преобразование Фурье. Введем специальную систему функций {<р.}|10 ,: 
обладающую следующими свойствами: 

1) <pft (*) € S (R»), (F<tk) (t) > 0, если k = 0, 1, 2 , . . . ; 
2) найдется такое натуральное число N, что suppF cz{t \t 6 Rn, 2h~~N < \ 11 < 2k+N} для 

любого fe=l, 2,... и suppFyoa {t\teRn, \t\<2n}; 

6 Математика Н-452 


