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Развивается прямой вариационный метод Понтрягина для получения необходимых условий в
экстремальной задаче Майера на фиксированном отрезке, ограничение на траектории в которой
задается дифференциальным включением с неограниченной, вообще говоря, правой частью. По-
лученные необходимые условия оптимальности содержат сопряженное дифференциальное вклю-
чение Эйлера. Результаты доказаны при самых слабых условиях, и получены самые сильные
утверждения по сравнению с известными, при этом допустимые множества скоростей могут быть
неограниченными и невыпуклыми при общей гипотезе псевдолипшицевости правой части диффе-
ренциального включения. В полученных утверждениях уточнены условия на дифференциальное
включение Эйлера, в котором не используется ни нормальный конус Кларка, ни предельный нор-
мальный конус, как это делается в работах других авторов. Приведен пример, демонстрирующий
эффективность полученных результатов.
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ВВЕДЕНИЕ

В своей знаменитой работе [24] Л.С. Понтрягин и его коллеги использовали очень эффек-
тивный прямой вариационный метод доказательства необходимых условий оптимальности,
получивших название “принцип максимума Понтрягина”. В основе этого метода заложена ли-
неаризация нелинейной управляемой динамической системы около оптимальной траектории.
В результате для полученной линейной системы дифференциальных уравнений в вариациях
была построена сопряженная система дифференциальных уравнений и было доказано, что при
определенных граничных условиях соответствующее решение сопряженной системы в каждый
момент времени является нормальным вектором к множеству достижимости исходной управ-
ляемой системы в точках оптимальной траектории, что аналитически было записано в виде
принципа максимума Понтрягина, условий трансверсальности и некоторых других свойств
сопряженной системы.

В дальнейшем другие известные авторы (cм., например, [7, 4, 12]) при решении более об-
щих оптимизационных задач (например, когда правая часть управляемой системы не является
гладкой по фазовой переменной) применяли другие методы доказательства необходимых усло-
вий оптимальности, использующие различные типы аппроксимаций исходных задач.

Первые попытки развития прямого вариационного метода Л.С. Понтрягина для исследо-
вания оптимизационных задач при отсутствии гладкости управляемой системы были сделаны
в работах [25, 2] для управляемой динамической системы, представленной в виде дифферен-
циального включения. В.И. Благодатских в [2] получил необходимые условия оптимальности
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на языке опорных функций при условии, что правая многозначная часть дифференциаль-
ного включения принимает выпуклые компактные значения и ее опорная функция является
липшицевой по фазовой переменной.

Автор и Г.В. Смирнов в работах [22, 23] обобщили прямой вариационный метод Л.С. Понт-
рягина и получили необходимые условия оптимальности в оптимизационных задачах с диф-
ференциальным включением в случае, когда правая часть дифференциального включения
принимает компактные (возможно, невыпуклые) значения и удовлетворяет условию Липшица
в метрике Хаусдорфа.

В данной работе, продолжая исследования работ [16, 17, 19, 20], мы обобщаем прямой
вариационный метод Л.С. Понтрягина на случай оптимизационных задач Майера на отрезке
с дифференциальным включением, многозначная правая часть которого принимает неограни-
ченные невыпуклые значения, измеримо зависит от времени и является псевдолипшицевой по
фазовой переменной, при наличии фазовых ограничений на значения в начальной и концевой
точках.

Развитие необходимых условий для экстремальных задач с ограниченными дифференци-
альными включениями, удовлетворяющими условиям Липшица в метрике Хаусдорфа, можно
найти, например, в работах [4, 6, 8, 12, 13, 26, 27]. Однако в случае, когда в правой части F
дифференциального включения допускаются неограниченные значения, условие Липшица на
многозначное отображение F становится очень обременительным. Между тем неограничен-
ность значений F (t, x) правой части дифференциального включения является естественным
свойством дифференциальных включений, которое возникает в задачах оптимального управ-
ления. Например, оно возникает, когда речь идет о проблеме Майера, полученной в результате
переформулировки экстремальной задачи с интегральным функционалом.

Наш прямой вариационный метод доказательства необходимых условий в задаче Майера
состоит из следующих элементов:

1) доказательство непрерывной зависимости множества траекторий дифференциального
включения от некоторых параметров (предложение 5);

2) построение непрерывной псевдолинеаризации дифференциального включения вблизи
некоторой (оптимальной) траектории (предложение 6);

3) описание множества траекторий сопряженного выпуклого процесса, т.е. вычисление
полярного конуса к множеству траекторий выпуклого процесса (предложение 7);

4) описание свойств граничных траекторий дифференциального включения и динамики
нормалей к множествам достижимости в точках граничной траектории (теорема 1);

5) описание необходимых условий для решения начальной экстремальной задачи Майера
с дифференциальным включением (теорема 2).

В итоге мы доказываем необходимые условия, содержащие в том числе и сопряженное диф-
ференциальное включение Эйлера, график которого является некоторым нормальным кону-
сом. При этом мы используем более узкий нормальный конус, чем нормальный конус Кларка
или даже частично овыпукленный предельный нормальный конус (ср. [5, Theorem 2.2.3]).
В заключение мы приводим пример задачи, в котором необходимые условия оптимальности,
полученные в настоящей работе, дают более точные необходимые условия по сравнению с
другими необходимыми условиями, известными в литературе (см., например, [5, 27, 13]).

С другой стороны, необходимо отметить, что наш результат отчасти слабее, чем утвержде-
ние теоремы 2.2.3 из [5], поскольку мы получили более общее условие типа Эйлера–Лагранжа,
но условие максимума, обобщающее условия Вейерштрасса или принцип максимума Понтря-
гина, установлено только для частного случая, когда правая часть исходного дифференциаль-
ного включения обладает дополнительным свойством локальной выпуклости (см. следствие 2).
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Обозначим через T := [t0, t1] замкнутый интервал на прямой R
1 с σ-алгеброй L всех из-

меримых подмножеств множества T относительно меры Лебега μ. Пусть E — действительное
рефлексивное сепарабельное банахово пространство и R

n — евклидово пространство размер-
ности n. Также введем обозначения для открытого шара Br(a) := {x ∈ E | ‖x − a‖ < r} и
функции расстояния �(x,A) := inf{‖x− y‖ | y ∈ A}. Замыкание множества A будем обозначать
через A, а его выпуклую оболочку — через coA. Множество всех абсолютно непрерывных
функций (или кратко кривых ) из T в Rn образует банахово пространство AC(T,Rn) с нормой
‖f‖AC := ‖f(t0)‖Rn + ‖f ′‖L1 . Обозначим через AC∞(T,Rn) подмножество из AC(T,Rn) всех
кривых f таких, что f ′ ∈ L∞(T,Rn). Норма в пространстве AC∞(T,Rn) определяется как
‖f‖AC∞ := ‖f(t0)‖Rn + ‖f ′‖L∞ .

Обозначим через P(E) множество всех подмножеств банахова пространства E и через F(E)
множество всех непустых замкнутых подмножеств из E. Напомним (см. [1, Sect. 4.1] или [23,
определение 2]), что нижним касательным конусом (также известным как простой касатель-
ный конус или смежный [adjacent ] конус) к множеству A ⊂ E в точке a ∈ A называется конус
вида

TL(A; a) :=
{
v ∈ E

∣∣ lim
λ↓0

�(v, λ−1(A− a)) = 0
}
. (1.1)

Кроме нижнего касательного конуса, мы будем использовать асимптотический нижний ка-
сательный конус TAL(A, a) к множеству A ⊂ E в точке a ∈ A. Он определяется как

TAL(A, a) := TL(A, a)
∗− TL(A, a), (1.2)

где ∗− есть разность Минковского двух множеств A и B; т.е. A ∗− B := {x ∈ E | x + B ⊂ A}.
Известно (см., например, [1, Sect. 4.5] или [23]), что асимптотический нижний касательный
конус всегда является выпуклым замкнутым конусом, содержащим касательный конус Кларка
(определение последнего см., например, в [4, § 2.4]).

Выпуклый замкнутый конус K0 ⊂ E называется шатром Болтянского к множеству A ⊂ E
в точке a ∈ A (см. [3, § 3]), если существует непрерывное отображение q : K0 ∩B1(0) → E такое,
что a + v + q(v) ∈ A при всех v ∈ K0 ∩ B1(0) и выполнено равенство limv→0(‖q(v)‖/‖v‖) = 0.
Верхняя производная Дини локально липшицевой функции f : E → R

1 определяется как

D+
L f(x0)(u) = lim sup

λ↓0

f(x0 + λu)− f(x0)

λ
. (1.3)

Напомним, что графиком отображения F : T × R
n → P(Rn) называется следующее множе-

ство: GraphF := {(t, x, y) ∈ T × R
n × R

n | y ∈ F (t, x)}. Сечением графика GraphF в точке
t ∈ T называется множество GraphF (t, ·) := {(x, y) ∈ R

n × R
n | y ∈ F (t, x)}.

Если задано отображение F : T × R
n → P(Rn), то рассмотрим дифференциальное вклю-

чение
x′(t) ∈ F (t, x(t)) для п.в. t ∈ T. (1.4)

Для любого C0 ⊂ R
n через RT (F,C0) обозначаем множество всех F -траекторий x ∈ AC(T,Rn)

дифференциального включения (1.4) на интервале T при условии, что x(t0) ∈ C0. Через
R∞

T (F,C0) обозначаем подмножество всех F -траекторий из RT (F,C0), принадлежащих про-
странству AC∞(T,Rn).

Пусть заданы отображение F : T × R
n → F(Rn) и кривая x̂ ∈ RT (F,C0). Для п.в. t ∈ T

рассмотрим нижнюю многозначную производную отображения F (t, ·) в точке (x̂(t), x̂ ′(t)) ∈
∈ GraphF (t, ·) по направлению u ∈ R

n (см. [23, 1]):

F ′
L(t, u) :=

{
v ∈ R

n | (u, v) ∈ TL
(
GraphF (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t))

)}
.
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По аналогии с обозначением RT (F,C0) для множества всех F -траекторий включения (1.4) че-
рез R∞

T (F ′
L,K0) обозначаем множество всех F ′

L-траекторий вариационного дифференциального
включения

u′(t) ∈ F ′
L(t, u(t)) для п.в. t ∈ T, (1.5)

каждая из которых удовлетворяет включению u ∈ AC∞(T,Rn) и начальным условиям u(t0) ∈
∈ K0.

2. ЗАДАЧА МАЙЕРА

Наша цель — получить необходимые условия для решения следующей оптимизационной
задачи Майера на отрезке T := [t0, t1]:

Minimize
{
ϕ(x(t1)) | x ∈ RT (F,C0), x(t1) ∈ C1, C0, C1 ⊂ R

n
}
. (2.1)

Задача состоит в нахождении минимума заданной локально липшицевой функции ϕ : Rn → R
1

на множестве концевых точек всех F -траекторий дифференциального включения (1.4) с не-
ограниченной правой частью, у которых начальные значения x(t0) выбираются из подмноже-
ства C0 ⊂ R

n, а концевые значения x(t1) выбираются из подмножества C1 ⊂ R
n.

Пусть некоторая F -траектория x̂ ∈ RT (F,C0) является решением данной экстремальной
задачи (2.1). Приведем локальные условия на отображение F в задаче (2.1) около кривой x̂.

Гипотеза 0 (измеримость). Многозначное отображение F : T × R
n ⇒ R

n в (2.1) явля-
ется (L ⊗ B)-измеримым, и для каждого t ∈ T множество GraphF (t, ·) является замкнутым
подмножеством в R

n × R
n.

Гипотеза 1 (псевдолипшицевость). Существуют число ε ∈ (0, 1), функция l ∈ L1(T,R1
+),

l(t) > 0 п.в., и измеримая функция R : T → (0,+∞] такие, что для произвольной пары точек
(t, x1), (t, x2) из трубки

W :=
{
(t, x) ∈ T ×R

n
∣∣ ‖x− x̂(t)‖ ≤ ε

}
справедливо включение

G(t, x1) ⊂ F (t, x2) + l(t)‖x1 − x2‖B1(0), (2.2)

где по определению полагаем

G(t, x) := F (t, x) ∩ (x̂ ′(t) +R(t)B1(0)). (2.3)

Гипотеза 2 (невырожденность). Для функций l и R, заданных в гипотезе 1, существует
число ν ∈ (0, 1/ε) такое, что при п.в. t ∈ T справедливо неравенство l(t) ≤ νR(t).

Определение 1. Отображение F : T × R
n → P(Rn) называется измеримым псевдолип-

шицевым около F -траектории x̂, если существуют числа ν > 0 и ε ∈ (0,min{1, 1/ν}), а также
функции l и R, для которых справедливы гипотезы 0–2.

Мы также рассмотрим следующее предположение.
Гипотеза 3. Для заданных отображения F и F -траектории x̂ существует (многознач-

ное) измеримое отображение K : T → F(Rn × R
n), значения которого являются замкнутыми

выпуклыми конусами, удовлетворяющими для п.в. t ∈ T включениям

TC
(
GraphF (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t))

)
⊂ K(t) ⊂ TL

(
GraphF (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t))

)
. (2.4)

Определение касательного конуса Кларка TC см. в [4, § 2.4], а определение нижнего касатель-
ного конуса TL дано в (1.1).
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В качестве примера отображения K(t), удовлетворяющего гипотезе 3, можно рассмотреть
при каждом t ∈ T касательный конус Кларка, касательный конус Мишеля–Пено (см. [11])
или асимптотический нижний касательный конус (см. (1.2)) к множеству GraphF (t, ·) в точке
(x̂(t), x̂ ′(t)). Мы предпочитаем выбирать самый большой из перечисленных конусов — асимп-
тотический нижний касательный конус.

3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

A. Прежде всего напомним некоторые результаты (см. [17, 19]), которые потребуются в
дальнейшем.

Предложение 1 (см. [19, лемма 1]). Пусть функция f : Rn → R
1 локально липшицева

около точки x0 ∈ Dom f . Тогда справедлива формула вычисления касательного конуса

TL(Epi f ; (x0, f(x0))) =

{
(u, v) ∈ R

n × R
1
∣∣∣ v ≥ lim sup

λ↓0

f(x0 + λu)− f(x0)

λ

}
.

Предложение 2 (см. [19, лемма 2]). Для любого множества Q ⊂ R
n и любой точки

x0 ∈ Q определим множество A := {(x, y) ∈ R
n × R

1 | y ≥ �(x,Q)}. Тогда справедливо
включение {(u, v) ∈ R

n × R
1 | v ≥ �(u, TL(Q;x0))} ⊂ TL(A; (x0, 0)).

Предложение 3 (см. [17, неравенство (46.21)]). Если отображение F : (0, 1) → F(Rn)
таково, что подмножество lim infλ↓0 F (λ) непусто (понятие lim inf по Куратовскому см.
в [9, § 29]), то для любого x ∈ Rn справедливо неравенство

lim sup
λ↓0

�(x, F (λ)) ≤ �
(
x, lim inf

λ↓0
F (λ)

)
.

Предложение 4 (см. [17, теорема 25.2]). Пусть заданы функция ϕ : Rn → R
1, явля-

ющаяся локально липшицевой около некоторой точки x0 ∈ R
n, и положительно однород-

ная выпуклая функция ψ : Rn → R такие, что для всех x ∈ R
n справедливо неравенство

D+
L ϕ(x0)(x) ≤ ψ(x) < ∞. Тогда множество Epiψ является шатром Болтянского к множе-

ству Epiϕ в точке (x0, ϕ(x0)).

B. Опираясь на утверждения лемм 3.1, 3.2 и теорем 4.1–4.3 из работы [14], доказанных
для липшицева случая, мы обобщим их на псевдолипшицев случай (см. [16, 19–21]).

Предположим, что отображение F является измеримым псевдолипшицевым около кривой x̂
с соответствующими числами ν > 0, ε ∈ (0,min{1, 1/ν}) и функциями l, R (см. определение 1).
В дальнейшем мы будем использовать два параметра a ∈ (0, ε] и γ ∈ (0, 1] и две функции

b(a) := min

{
3a,

1

ν

}
, m(t) :=

t∫
t0

l(τ) dτ, t ∈ T. (3.1)

Также мы будем рассматривать некоторую функцию ρ0 ∈ L1(T,R1
+), удовлетворяющую усло-

вию 0 ≤ ρ0(t) ≤ γ b(ε)e−m(t1) l(t)/8 для п.в. t ∈ T . Определим множество

D0(F, ρ0, γ) :=
{
x ∈ AC(T,Rn)

∣∣∣ ‖x− x̂‖AC ≤ ε

4
, �(x′(t), F (t, x(t))) ≤ ρ0(t),

‖x′(t)− x̂ ′(t)‖ ≤ γ

2
b(ε)l(t), t ∈ T

}
. (3.2)

Можно легко показать, что определенное таким образом множество D0(F, ρ0, γ) \ {x̂} непусто
и графики всех кривых из этого множества содержатся в трубке W (см. гипотезу 1). Более
того, при δ := min{1/(2ν), ε/4}γe−m(t1 ) для каждого x0 ∈ Bδ(x̂(t0)) существует кривая x ∈
∈ D0(F, ρ0, γ) такая, что x(t0) = x0.
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Предложение 5 (см. [21, теорема 2]). В терминах принятых выше определений и при
указанных выше условиях обозначим через S0 множество D0(F, ρ0, γ). Пусть выбраны пара-
метры a ∈ (0, ε], δ1 ∈ (0, 2−7b(a)e−m(t1)) и непрерывная функция d : Bε/4(x̂(t0)) → R

n такая,
что ‖d(x) − x‖ ≤ δ1 для каждого x ∈ Bε/4(x̂(t0)). Тогда существует непрерывное отображе-
ние r : S0 → RT (F, d(Bε/4(x̂(t0)))) такое, что для любой кривой x ∈ S0 справедливы следующие
соотношения:

‖r(x)− x‖AC ≤
t1∫

t0

em(t1)−m(τ)ρ0(τ) dτ +
γ

8
b(a), (3.3)

r(x)(t0) = d(x(t0)), ‖r(x)− x̂‖AC ≤ ε,∥∥∥∥ d

dt
r(x)(t)− x̂ ′(t)

∥∥∥∥ ≤ γ b(ε)l(t) для п.в. t ∈ T.

C. Через Σk обозначим стандартный симплекс в R
k+1, т.е.

Σk :=

{
σ := (σ1, . . . , σk+1) ∈ R

k+1

∣∣∣∣ σm ≥ 0,
k+1∑
m=1

σm = 1

}
. (3.4)

Предложение 6 (см. [21, теорема 3]). Пусть C0 ⊂ R
n и F : T × R

n → F(Rn) является
измеримым псевдолипшицевым отображением около кривой x̂ ∈ RT (F,C0). Пусть K0 —
некоторый шатер Болтянского к множеству C0 в точке x̂(t0). Пусть задано конечное мно-
жество кривых {um ∈ R∞

T (F ′
L,K0)}, m ∈ 1, k + 1. Для любого σ ∈ Σk (см. (3.4)) определим

кривую uσ :=
∑k+1

m=1 σmum, и пусть справедливо включение {uσ | σ ∈ Σk} ⊂ R∞
T (F ′

L,K0). Тогда
для каждого числа γ ∈ (0, 1] существует число λ0 > 0 такое, что для любого λ ∈ (0, λ0) и
любого σ ∈ Σk существуют F -траектория xλ,σ ∈ RT (F,C0) и кривая t �→ o(λ, σ, t) такие,
что справедливы соотношения

‖xλ,σ − x̂‖AC ≤ ε

4
, ‖x′λ,σ(t)− x̂ ′(t)‖ ≤ γ b(ε)l(t) для п.в. t ∈ T,

xλ,σ(t) = x̂(t) + λuσ(t) + o(λ, σ, t) ∀t ∈ T,

lim
λ↓0

max
σ∈Σk

‖o(λ, σ, ·)‖AC

λ
= 0,

а также отображения σ �→ o(λ, σ, ·) из Σk в AC(T,Rn) непрерывны.

D. Напомним, что полярным конусом к конусу K ⊂ E называется следующее множество:
K0 := {p ∈ E∗ | 〈p, x〉 ≤ 0 ∀x ∈ K}. Мы можем явно описать полярный конус к конусу всех тра-
екторий дифференциального включения, правая часть которого имеет выпуклый конический
график.

Предложение 7 (см. [15, 18]). Пусть задан замкнутый выпуклый конус K̃ в сепарабель-
ном рефлексивном банаховом пространстве E. Пусть отображение Q : [t0, t1] × E → F(E)
таково, что Q(t, x) := {y ∈ E | (x, y) ∈ K(t)}, где для п.в. t ∈ T множество K(t) является
замкнутым выпуклым конусом в пространстве E × E и отображение K : T → F(E × E)
измеримо. Пусть существует функция γ ∈ L∞(T,R1

+) такая, что Q(t, x) ∩ (γ(t)B1(0)) �= ∅

для любого x ∈ B1(0) и п.в. t ∈ T . Пусть K̃0 и K0(t) — полярные конусы к конусам K̃
и K(t) соответственно. Тогда конус (R∞

T (Q, K̃))0, являющийся полярным конусом к конусу
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R∞
T (Q, K̃), состоит из пар точек b∗ ∈ E∗ и функций y∗ ∈ L1(T,E∗) таких, что для каждой

такой пары (b∗, y∗) существует функция x∗ ∈ L1(T,E∗) такая, что

b∗ −
t1∫

t0

x∗(s) ds ∈ K̃0, (3.5)

⎛⎝x∗(t), y∗(t)−
t1∫
t

x∗(s) ds

⎞⎠ ∈ K0(t) для п.в. t ∈ T. (3.6)

4. ГРАНИЧНЫЕ ТРАЕКТОРИИ

Теорема 1. Пусть C ∈ F(Rn), а отображение F : T × R
n → F(Rn) является измери-

мым псевдолипшицевым около кривой x̂ ∈ RT (F,C) (см. определение 1). Пусть отображение
K : T → F(Rn ×R

n) удовлетворяет гипотезе 3, а конус K ⊂ R
n является шатром Болтян-

ского к множеству C в точке x̂(t0). Пусть задан линейный оператор Λ: Rn → R
m такой,

что для множества A := {x(t1) | x ∈ RT (F,C)} справедливо соотношение Λx̂(t1) /∈ IntΛ(A).
Тогда существуют вектор q ∈ R

m, q �= 0, и кривая p ∈ AC(T,Rn) такие, что

p(t0) ∈ K0, p(t1) = Λ∗q, (p′(t), p(t)) ∈ K0(t) для п.в. t ∈ T. (4.1)

Доказательство состоит из четырех шагов.
Шаг 1. Прежде всего мы сделаем некоторые преобразования задачи Майера (2.1). Мы заме-

ним дифференциальное включение (1.4) на дифференциальное включение с правой частью F̃ ,
определяемой по формуле F̃ (t, x) := F (t, x + x̂(t)) − x̂ ′(t) для любых x ∈ Bε(0) и п.в. t ∈ T .
В результате каждая F -траектория x преобразуется в F̃ -траекторию y := x− x̂. Такое преобра-
зование задает взаимно однозначное соответствие между F -траекториями и F̃ -траекториями.
В частности, F -траектория x̂ соответствует нулевой траектории. Затем введем изменение вре-
менно́й шкалы по формуле s = m(t), где m(t) :=

∫ t
t0
l(r) dr, t ∈ T (см. (3.1)), в силу чего

всякой кривой y поставим в соответствие новую кривую z по формуле z(s) = y(t) = y(m−1(s)),
s ∈ [0,m(t1)]. В результате получаем однозначное соответствие между кривыми y, заданными
на отрезке [t0, t1], и кривыми z, заданными на отрезке [0,m(t1)]. При этом кривая y является
F̃ -траекторией тогда и только тогда, когда кривая z является F̂ -траекторией, т.е. траекторией
дифференциального включения с правой частью F̂ , определяемой по формуле

F̂ (s, z) :=
1

l(t)
F̃ (t, z), t = m−1(s), z ∈ Bε(0), для п.в. s ∈ [0,m(t1)].

Соответственно мы должны заменить подмножество C начальных точек на подмножество
Ĉ := C − x̂(t0) в условиях теоремы 1. В итоге кривая ẑ ≡ 0, соответствующая кривой x̂,
является граничной F̂ -траекторией для преобразованной экстремальной задачи на интервале
[0,m(t1)] в том же смысле, что x̂ была граничной F -траекторией для первоначальной задачи.
Очевидно, что многозначное отображение F̂ является измеримым псевдолипшицевым око-
ло траектории ẑ ≡ 0 с параметрами l̂(s) = 1 при п.в. s ∈ [0,m(t1)] и R̂(s) = R(t)/l(t) при
t = m−1(s) и с тем же параметром ν̂ = ν (см. определение 1).

Покажем, что из утверждения теоремы для преобразованной задачи следуют утверждения
теоремы для исходной задачи. Очевидно, что для п.в. t ∈ T справедливо равенство

GraphF (t, ·) − (x̂(t), x̂ ′(t)) =

(
1 0
0 l(t)

)
Graph F̂ (s, ·), s = m(t).
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Отсюда следует, что

TL
(
GraphF (t, ·); (x̂(t), x̂ ′(t))

)
=

(
1 0
0 l(t)

)
TL

(
Graph F̂ (s, ·); (0, 0)

)
.

В свою очередь, гипотеза 3 принимает вид

TC
(
Graph F̂ (s, ·); (0, 0)

)
⊂ K̂(s) ⊂ TL

(
Graph F̂ (s, ·); (0, 0)

)
для п.в. s ∈ [0,m(t1)],

где

K̂(s) :=

(
1 0
0 1

l(t)

)
K(t), t = m−1(s).

Опираясь на определение полярного конуса, получаем связь между полярными конусами
K̂0(s) и K0(t):

K̂0(s) =

(
1 0
0 l(t)

)
K0(t), t = m−1(s). (4.2)

Если мы докажем теорему 1 для преобразованной задачи, то получим включение

(p̂ ′(s), p̂(s)) ∈ K̂0(s) для п.в. s ∈ [0,m(t1)]. (4.3)

Определим кривую p(t) := p̂(m(t)) = p̂(s). Дифференцируя эту функцию по t, имеем
p′(t) = p̂ ′(s)l(t). Отсюда и из (4.2), (4.3) получаем включение

(p′(t), p(t)) ∈ l(t)K0(t) = K0(t) для п.в. t ∈ T.

Таким образом, мы показали, что без потери общности достаточно доказать теорему 1 лишь
для преобразованной задачи.

Шаг 2. В силу шага 1 в дальнейшем доказательстве теоремы (шаги 2–4) мы полагаем,
что 0 ∈ C, и интервал [0,m(t1)] обозначаем для простоты через T . Отображение F : T × R

n →
→ F(Rn) является измеримым псевдолипшицевым около траектории x̂ ≡ 0 (причем 0 ∈ F (t, 0))
в трубке W := T × Bε(0) с параметрами ε, ν > 0, εν < 1, псевдолипшицевой функцией
l(t) = 1 п.в. и функцией R(t) ≥ 1/ν. Пусть K : T → F(Rn × R

n) — измеримое отображение
такое, что его значения K(t) являются выпуклыми конусами, удовлетворяющими включениям
TC(GraphF (t, ·); (0, 0)) ⊂ K(t) ⊂ TL(GraphF (t, ·); (0, 0)) (см. гипотезу 3). Определим норму в
пространстве R

n × R
1 по формуле ‖(x, x0)‖Rn×R1 := ‖x‖+ |x0|.

Лемма 1. Определим отображения Q,P : T × R
n × R

1 → F(Rn × R
1
+) следующим об-

разом:

Q(t, u, u0) :=
{
(v, v0) ∈ R

n × R
1
∣∣ v0 ≥ �(v, F (t, u))

}
, (4.4)

P (t, u, u0) :=
{
(v, v0) ∈ R

n × R
1
∣∣ v0 ≥ 2�((u, v),K(t))

}
. (4.5)

Тогда

(i) отображение Q : T × (Bε(0) × R
1) → F(Rn × R

1) является измеримым псевдолипши-
цевым около кривой (0, 0) ∈ RT (Q, (C × {0})) с прежними параметрами l(t) = 1 и
R(t) ≥ 1/ν;

(ii) для п.в. t ∈ T и любого (u, u0) ∈ B1((0, 0)) ⊂ R
n × R

1 множество P (t, u, u0) ∩B2((0, 0))
непусто, замкнуто и выпукло, а отображение P (t, u, u0) измеримо относительно
t ∈ T и липшицево относительно (u, u0) в метрике Помпейю–Хаусдорфа;
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(iii) справедливо включение

P (t, u, u0) ⊂ Q′
L(t, u, u

0) для п.в. t ∈ T, (u, u0) ∈ R
n × R

1, (4.6)

где по определению полагаем

Q′
L(t, u, u

0) :=
{
(v, v0) ∈ R

n × R
1
∣∣ (u, u0, v, v0) ∈ TL(GraphQ(t, ·); (0, 0, 0, 0))

}
.

Доказательство. (i) Возьмем произвольные точки (t, x1, x
0
1),(t, x2, x

0
2) ∈ T×Bε(0)× [0, ε].

Так как по условию пересечение F (t, x1) ∩ R(t)B1(0) непусто, то Q(t, x1, x
0
1) ∩ R(t)B1((0, 0))

также непусто. Возьмем произвольную точку (v1, v
0
1) ∈ Q(t, x1, x

0
1) ∩ R(t)B1((0, 0)). Соглас-

но (4.4) это означает, что v01 ≥ �(v1, F (t, x1)), а также ‖v1‖+ |v01 | < R(t). В результате найдется
точка ṽ1 ∈ F (t, x1) такая, что ‖v1 − ṽ1‖ ≤ v01 . Это означает, что ‖ṽ1‖ < R(t), т.е. ṽ1 ∈ G(t, x1)
(см. (2.3) с x̂ = 0). Из включения (2.2) (с l(t) = 1) получаем ṽ1 ∈ F (t, x2) + ‖x1 − x2‖B1(0), т.e.
существует точка ṽ2 ∈ F (t, x2) такая, что ‖ṽ1 − ṽ2‖ ≤ ‖x1 − x2‖. Определим v2 := ṽ2 − ṽ1 + v1.
Тогда имеем (v2, v

0
1) ∈ Q(t, x2, x

0
2) и (v1, v

0
1) ∈ Q(t, x2, x

0
2) + ‖x1 − x2‖B1((0, 0)), т.e. справедлив

аналог включения (2.2) для отображения Q.
(ii) Так как для п.в. t ∈ T множество K(t) является замкнутым выпуклым конусом, то

функция расстояния (u, v) �→ 2�((u, v),K(t)) — выпуклая липшицева функция. Следователь-
но, множества P (t, u, u0) выпуклы и замкнуты, многозначное отображение P измеримо отно-
сительно t ∈ T , а множество GraphP (t, ·) является выпуклым конусом. Так как 0 ∈ K(t),
то включение (0, 2‖u‖) ∈ P (t, u, u0) следует из (4.5) для любой точки (u, u0) ∈ R

n × R
1,

т.e. множество P (t, u, u0) ∩ B2((0, 0)) непусто для всех (u, u0) ∈ B1((0, 0)). Отсюда следует,
что отображение P удовлетворяет условию Липшица относительно (u, u0) (см., например, [17,
следствие 7.1]).

(iii) Нижний касательный конус TL(GraphQ(t, ·); (0, 0, 0, 0)) для краткости будем обозна-
чать через A(t). Так как отображение F является псевдолипшицевым около нулевой кривой
с функцией Липшица l(t) ≡ 1, для любых v ∈ R

n и u ∈ Bε(0) ⊂ R
n справедливо неравен-

ство �(v, F (t, u)) ≤ 2�((u, v),GraphG(t, ·)) при п.в. t ∈ T (см. [19, неравенство (4.15)]). Если
определим

C(t) :=
{
(u, u0, v, v0) ∈ Bε(0) × R

1 × R
n ×R

1
∣∣ v0 ≥ 2�((u, v),GraphG(t, ·))

}
,

то из последнего неравенства получаем включение C(t) ⊂ GraphQ(t, ·). Так как множество
C(t) является надграфиком функции g(t, u, u0, v) := 2�((u, v),GraphG(t, ·)), которая липши-
цева по (u, u0, v) ∈ Bε(0)× R

1 × R
n, то в силу предложения 1 получаем включение

A(t) ⊃ TL(C(t); (0, 0, 0, 0)) =

{
(u, u0, v, v0)

∣∣∣ v0 ≥ lim sup
λ→+0

λ−1
(
g(t, λu, λu0, λv)− g(t, 0, 0, 0)

)}
.

Так как g(t, 0, 0, 0) = 0 и λ−1g(t, λu, λu0, λv) = 2�((u, v), λ−1(GraphG(t, ·))), то из предложе-
ния 3 следует включение

TL(C(t); (0, 0, 0, 0)) ⊃
{
(u, u0, v, v0)

∣∣ v0 ≥ 2�
(
(u, v), lim inf

λ→+0
λ−1 GraphG(t, ·)

)}
=

=
{
(u, u0, v, v0)

∣∣ v0 ≥ 2�
(
(u, v), TL(GraphF (t, ·); (0, 0))

)}
.

В итоге в силу гипотезы 3 получаем включение

A(t) ⊃
{
(u, u0, v, v0)

∣∣ v0 ≥ 2�((u, v),K(t))
}
= GraphP (t, ·),

которое и означает включение (4.6). �
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Шаг 3.
Лемма 2. При условиях и в обозначениях из леммы 1 конус (GraphP (t, ·))0, который

является полярным для конуса GraphP (t, ·), вычисляется по формуле

(GraphP (t, ·))0 =
{
τ · (u∗, 0, v∗,−1) ∈ R

n×R
1×R

n×R
1
∣∣ τ ≥ 0, (u∗, v∗)∈K0(t) ∩BRn×Rn

2 (0)
}
.

Доказательство. Так как конус GraphP (t, ·) является надграфиком выпуклой положи-
тельно однородной функции z �→ f(t, z), где f(t, z) := 2�((u, v),K(t)) при z := (u, u0, v), то по
свойствам выпуклых функций полярный конус к данному конусу вычисляется по формуле

(GraphP (t, ·))0 = cone
{
(w,−1) | w ∈ ∂zf(t, 0)

}
.

В то же время субдифференциал выпуклой функции в нуле вычисляется по формуле

∂zf(t, 0) :=
{
z∗ ∈ R

n × R
1 ×R

n
∣∣ f(t, z) ≥ 〈z∗, z〉 ∀z ∈ R

n × R
1 × R

n
}
,

откуда следует, что точка z∗ := (u∗, u0∗, v∗) принадлежит субдифференциалу ∂zf(t, 0) тогда и
только тогда, когда u0∗ = 0 и (u∗, v∗) ∈ K0(t) ∩B2(0). Здесь первое равенство следует из того,
что функция u0 �→ f(t, u, u0, v) постоянна. Второе включение следует из включения 0 ∈ K(t),
которое означает, что f(t, z) ≤ 2‖z‖ для любого z, откуда для любого z∗ ∈ ∂zf(t, 0) получаем
неравенство ‖z∗‖ ≤ 2. В свою очередь, так как для любого z0 = (u, u0, v) такого, что (u, v) ∈
∈ K(t), справедливо равенство f(t, z0) = 0, то для любого z∗ = (u∗, 0, v∗) такого, что (u∗, v∗) /∈
/∈ K0(t), получаем 〈z∗, z0〉 > 0 = f(t, z0), т.е. z∗ /∈ ∂zf(t, 0). �

Шаг 4: Основная часть доказательства теоремы 1. При выполнении условий шага 2
расширим пространство позиций R

n до пространства R
n × R

1 и перейдем к новой проблеме
на интервале T = [0,m(t1)]. Для этого определим множество C̃ := C × {0} ⊂ R

n × R
1 и конус

K̃ := K × {0} ⊂ R
n × R

1. В пространстве R
n × R

1 рассмотрим отображения Q, P , определен-
ные в (4.4), (4.5), со свойствами, описанными в лемме 1. Рассмотрим множества траекторий
RT (Q, C̃) иR∞

T (P, K̃). Согласно (4.4) справедливо включение (0, 0) ∈ RT (Q, C̃) (так как x̂ ≡ 0).
Определим множество

MΛ :=
{
(Λx(m(t1)), x

0(m(t1))) ∈ R
m × R

1
∣∣ (x, x0) ∈ R∞

T (P, K̃)
}
. (4.7)

По определению множество MΛ является выпуклым конусом в R
m × R

1
+, причем очевидно,

что (0, 1) ∈ MΛ. Докажем, что существует вектор (q, q0) ∈ R
m × R

1 такой, что (q, q0) ∈ M0
Λ и

q �= 0, где M0
Λ обозначает полярный конус к MΛ. Допустим противное, т.е. что справедливо

включение M0
Λ ⊂ {0} × R

1, где 0 ∈ R
m. Это означает, что MΛ = M00

Λ ⊃ {(x, 0) | x ∈ R
m}.

Отсюда в силу выпуклости конуса MΛ получаем

MΛ ⊃ R
m × (R1

+ \ {0}). (4.8)

Выберем симплекс Δ в пространстве Rm с вершинами zi, i ∈ 1,m+ 1, и границей Γ такой, что
0 ∈ IntΔ. Пусть b0 := min{‖z‖ | z ∈ Γ}. По построению b0 > 0. Из определения конусаMΛ (4.7)
и из включения (4.8) следует, что существуют траектории (ui, u

0
i ) ∈ R∞

T (P, K̃), i ∈ 1,m+ 1,
такие, что

Λui(m(t1)) = zi, u0i (m(t1)) ≤
b0

16(1 + ‖Λ‖) exp(−m(t1)) ∀i ∈ 1,m+ 1. (4.9)

Для каждого σ := (σ1, . . . , σm+1) ∈ Σm (см. (3.4)) определим в пространстве AC∞(T,Rn × R
1)

кривую

(uσ, u
0
σ) :=

m+1∑
i=1

σi(ui, u
0
i ). (4.10)
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Очевидно, что для каждого σ ∈ Σm кривая (uσ, u0σ) принадлежит выпуклому множеству траек-
торий R∞

T (P, K̃); более того, ввиду включения (4.6) она принадлежит множеству R∞
T (Q′

L, K̃).
Для отображения Q (4.4) и функций (4.10) в силу предложения 6 с x̂ ≡ 0, l(t) ≡ 1, γ =

= e−m(t1)/16 найдется число λ0 ∈ (0, 1) такое, что для любых λ ∈ (0, λ0] и σ ∈ Σm существует
траектория

(xλ,σ, x
0
λ,σ) ∈ RT (Q, C̃), (4.11)

которая может быть представлена в виде

xλ,σ(t) = λuσ(t) + o(t, λ, σ), x0λ,σ(t) = λu0σ(t) + o0(t, λ, σ), (4.12)

причем каждая функция σ �→ (xλ,σ, x
0
λ,σ) из Σ

m в AC(T,Rn × R
1) является непрерывной.

Так как функции λ �→ (o( · , λ, σ), o0( · , λ, σ)) являются o-малыми при λ → +0, то существует
число λ1 ∈ (0, λ0] такое, что для каждого λ ∈ (0, λ1] справедливо неравенство

max
σ∈Σm

λ−1
∥∥(o( · , λ, σ), o0( · , λ, σ))∥∥

AC
≤ b0

16(1 + ‖Λ‖) e
−m(t1). (4.13)

Более того, для всех λ ∈ (0, λ1] и всех σ ∈ Σm имеем ‖xλ,σ‖AC ≤ ε/4 и x0 ′λ,σ(t) ≤ e−m(t1)b(ε)/16
при п.в. t ∈ T . По определению отображения Q (4.4) из включения (4.11) для п.в. t ∈ T
получаем

x0 ′λ,σ(t) ≥ �
(
x′λ,σ(t), F (t, xλ,σ(t))

)
∀λ ∈ (0, λ0), σ ∈ Σm.

В итоге мы показали, что справедливо включение xλ,σ ∈ D0(F, x
0 ′
λ,σ , 1) (см. (3.2)). Определим

число λ2 := min{λ1, (1 + ‖Λ‖)b(ε)/b0}. Тогда для любого λ ∈ (0, λ2] в силу предложения 5 (с a =
= λb0/(3(1 + ‖Λ‖)) и d(x) = x) существуют траектории yλ,σ ∈ RT (F, xλ,σ(0)) такие, что функ-
ция σ �→ yλ,σ из Σm в AC(T,Rn) непрерывна. Используя соотношения (3.3), (4.12), (4.9), (4.13),
для кривых wλ,σ := yλ,σ − xλ,σ получаем неравенства

‖wλ,σ‖AC < em(t1)x0λ,σ(m(t1)) +
b(a)

8
≤ λb0

4(1 + ‖Λ‖) , λ ∈ (0, λ2].

Зафиксируем λ = λ2. Тогда из последних неравенств и (4.12), (4.13) следует, что значение
Λyλ2,σ(m(t1)) может быть представлено как

Λyλ2,σ(m(t1)) = λ2Λuσ(m(t1)) + λ2Λ
(
λ−1
2 o(m(t1), λ2, σ) + λ−1

2 wλ2,σ(m(t1))
)
.

Это значит, что
Λyλ2,σ(m(t1)) = λ2ϕ(σ) + λ2g(σ) ∀σ ∈ Σm, (4.14)

где ϕ(σ) :=
∑m+1

i=1 σizi ∈ Δ, а функция g : Σm → R
m непрерывна и удовлетворяет неравенству

max
σ∈Σm

‖g(σ)‖ <
b0
2
. (4.15)

В силу взаимно однозначного соответствия между множествами Σm и Δ, получаемого с помо-
щью функции ϕ : Σm → Δ, определим функцию g̃ : Δ → R

m так, что g̃(z) = g(ϕ−1(z)). Также
определим функцию f(z) := z + g̃(z), z ∈ Δ. Эти функции непрерывны на Δ, и для каждого
z ∈ Δ (при соответствующем ему σ = ϕ−1(z)) существует траектория yz := yλ2,σ ∈ RT (F,C)
такая, что в силу (4.14) справедливо равенство Λyz(m(t1)) = λ2f(z). Для любого u0 ∈ (1/2)Δ
из (4.15) получаем

‖f(z)− z‖ <
b0
2

≤ ‖z − u0‖ ∀z ∈ Γ. (4.16)
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Следовательно, по утверждению из [10, Sect. 4.1, scholium] справедливо включение u0 ∈ f(Δ).
Это значит, что существует точка z0 ∈ Δ такая, что u0 = f(z0). В силу произвольности точки u0
получаем включение (1/2)Δ ⊂ f(Δ), которое, в свою очередь, влечет за собой включение
(λ2b0/2)B1(0) ⊂ {Λyz(m(t1)) | z ∈ Δ} ⊂ Λ(A). Это противоречит условию теоремы о том, что
Λx̂(m(t1)) ≡ 0 /∈ IntΛ(A).

Таким образом, мы доказали, что существует вектор (q, q0) ∈ M0
Λ такой, что q �= 0, откуда

по определению полярного конуса получаем неравенство

〈q,Λx(m(t1))〉+ q0x0(m(t1)) ≤ 0 (4.17)

для любой кривой (x, x0) ∈ R∞
T (P, K̃). Заметим, что коническое отображение GraphP (t, ·)

удовлетворяет всем условиям предложения 7 с γ(t) ≡ 2. Рассмотрим пару (b∗, y∗) ∈ (Rn × R
1)×

× L1(T, (Rn × R
1)) следующего вида: b∗ = y∗(t) ≡ (Λ∗q, q0) ∈ R

n × R
1. Для любой кривой

(x, x0) ∈ R∞
T (P, K̃) с помощью неравенства (4.17) вычислим билинейную форму

〈(b∗, y∗), (x, x0)〉 := 〈b∗, (x(0), x0(0))〉 +
m(t1)∫
0

〈y∗(s), (x′(s), x0 ′(s))〉 ds =

= 〈b∗, (x(m(t1)), x
0(m(t1)))〉 = 〈Λ∗q, x(m(t1))〉 + q0x0(m(t1)) ≤ 0.

Это означает, что пара (b∗, y∗) принадлежит конусу (R∞
T (P, K̃))0. По предложению 7 для этой

пары (b∗, y∗) существует функция x∗ ∈ L1(T,Rn × R
1) такая, что справедливы включения (3.5)

и (3.6). Определим кривую p̃ ∈ AC(T,Rn × R
1) по формуле p̃(t) := b∗ −

∫m(t1)
t x∗(s) ds. Тогда

p̃(m(t1)) = b∗ = (Λ∗q, q0); следовательно, в силу включения (3.5) имеем p̃(0) ∈ K̃0. В свою
очередь, из включения (3.6) получаем дифференциальное включение

(p̃ ′(t), p̃(t)) ∈ (GraphP (t, ·))0 для п.в. t ∈ T.

Запишем кривую p̃(·) по компонентам, т.е. p̃(t) = (p1(t), p0(t)) ∈ R
n × R

1. Тогда по лемме 2
последнее включение принимает вид

(p1′(t), p1(t)) ∈ K0(t), p0 ′(t) ≡ 0 для п.в. t ∈ T.

Следовательно, выбирая кривую p := p1, получаем выражения (4.1). Это завершает доказа-
тельство теоремы 1. �

5. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Лемма 3. Пусть отображение H : Rn → F(Rn) псевдолипшицево около точки (x0, y0) ∈
∈ GraphH, т.е. существуют числа ε > 0, l > 0 и R ∈ (0,+∞] такие, что для любых
x, z ∈ Bε(x0) множество G(x) := H(x) ∩ BR(y0) непусто и справедливо включение G(x) ⊂
⊂ H(z) + l‖x− z‖B1(0). Тогда для любого w ∈ G(x0) справедливо включение

(0, w − y0) ∈ TC(Graph(coG); (x0, y0)).

Доказательство. Возьмем произвольную точку w∈G(x0). Определим точку v0 := w− y0
и число δ := ‖v0‖. По построению δ < R. Рассмотрим произвольную числовую последователь-
ность {λk > 0}k∈N такую, что λk → 0 при k → +∞. Также рассмотрим произвольную после-
довательность {(xk, yk) ∈ Graph(coG)}k∈N, которая сходится к точке (x0, y0) при k → +∞.

Пусть α := min{(R − δ)/l, ε}. Существует число K0 такое, что xk ∈ Bα(x0) и λk ∈ (0, 1)
для любого k > K0. Так как отображение H псевдолипшицево, то для любого k > K0 спра-
ведливо включение w ∈ H(xk) + l‖xk − x0‖B1(0), т.е. существует точка zk ∈ H(xk) такая, что
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‖zk − w‖ ≤ l‖xk − x0‖, т.е. zk → w при k → +∞ и ‖zk − y0‖ < R, т.е. zk ∈ G(xk). Определим
vk := zk − yk для всех k > K0 и vk := 0 для всех k ≤ K0. Очевидно, что vk → v0 при k → +∞
и для любого k ∈ N справедливо включение yk + λkvk = (1 − λk)yk + λkzk ∈ coG(xk). Таким
образом, для любых последовательностей {λk > 0}k∈N и {(xk, yk) ∈ Graph(coG)} таких, что
λk → 0 и (xk, yk) → (x0, y0) при k → +∞, мы нашли последовательность {(0, vk) ∈ R

n×R
n}k∈N,

которая сходится к (0, v0) ∈ R
n × R

n, причем при всех k ∈ N справедливо включение
(xk, yk) + λk(0, vk) ∈ Graph(coG). По определению касательного конуса Кларка (см. [4]) это
означает, что (0, v0) ∈ TC(Graph(coG); (x0, y0)). �

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы 3. Пусть некоторый замкнутый вы-
пуклый конус K ⊂ R

n × R
n удовлетворяет включению K ⊃ TC(Graph(coG); (x0, y0)). Тогда

для любой точки (q, p) ∈ K0, где K0 — полярный конус к конусу K, справедлив следующий
принцип максимума:

〈p, y0〉 = max{〈p,w〉 | w ∈ G(x0)}.

Теорема 2. Пусть T := [t0, t1], и пусть траектория x̂ ∈ RT (F,C0) является локаль-
ным решением исходной проблемы Майера (2.1) в пространстве AC(T,Rn). Пусть отоб-
ражение F является измеримым псевдолипшицевым около кривой x̂ (см. определение 1).
Пусть конусы K(t) удовлетворяют гипотезе 3. Пусть K0 и K1 — некоторые шатры Бол-
тянского к множествам C0 и C1 в точках x̂(t0) и x̂(t1) соответственно. Пусть задана
выпуклая положительно однородная функция ψ : Rn → R

1, удовлетворяющая неравенству
D+

L ϕ(x̂(t1))(x) ≤ ψ(x) < ∞ для всех x ∈ R
n (см. (1.3)). Тогда существуют число λ ≥ 0 и

кривая p ∈ AC(T,Rn) такие, что выполнены

(1) условия нетривиальности λ+ ‖p‖AC > 0;

(2) условия трансверсальности

p(t0) ∈ K0
0 , −p(t1) ∈ K0

1 + λ∂ψ(0); (5.1)

(3) дифференциальное включение Эйлера для кривой p

(p′(t), p(t)) ∈ K0(t) при п.в. t ∈ T. (5.2)

Доказательство. Расширим пространство позиций R
n до следующих пространств Z и V :

Z := R
n × R

n × R
n × R

n × R
1, V := R

1 × R
n ×R

n × R
n. (5.3)

Определим множество C̃ ⊂ Z, линейный оператор Λ: Z → V и многозначное отображение
H : T × Z → P(Z) по формулам

C̃ :=
{
z := (z1, z2, z3, z4, z5)

∣∣ z1 ∈ C0, z3 ∈ C1, z5 ≥ ϕ(z4)
}
,

Λz :=
{
(v1, v2, v3, v4) ∈ V

∣∣ v1 = z5, v2 = z3 − z1, v3 = z4 − z2, v4 = z2 − z1
}
,

H(t, z) :=
{
w ∈ Z

∣∣ w = (w1, w1, 0, 0, 0), w1 ∈ F (t, z1)
}
.

(5.4)

Определим кривую ẑ : T → Z и множество A ⊂ Z по формулам

ẑ(t) :=
(
x̂(t), x̂(t), x̂(t1), x̂(t1), ϕ(x̂(t1))

)
, t ∈ T, (5.5)

A :=
{
z(t1) ∈ Z

∣∣ z ∈ RT (H, C̃)
}
. (5.6)

Очевидно, что кривая ẑ является траекторией расширенного дифференциального включения,
т.е. ẑ ∈ RT (H, C̃). Так как отображение F является измеримым псевдолипшицевым около x̂, то
легко показать, что отображение H также является измеримым псевдолипшицевым около ẑ.
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Покажем, что Λẑ(t1) /∈ IntΛ(A). Заметим, что для любого числа α ≥ 0 и любой кривой
x ∈ RT (F,C0) такой, что x(t1) ∈ C1, функция

uα(t) :=
(
x(t), x(t), x(t1), x(t1), ϕ(x(t1)) + α

)
, t ∈ T, (5.7)

удовлетворяет включению uα ∈ RT (H, C̃). Также в силу (5.4) справедливо равенство Λuα(t1) =
= (ϕ(x(t1)) + α, 0, 0, 0). Обратное тоже верно, т.е. если кривая z ∈ RT (H, C̃) такова, что суще-
ствует число β, при котором выполняется равенство Λz(t1) = (β, 0, 0, 0), то из (5.4) следует, что
траектория z удовлетворяет равенству z(t) = (z1(t), z1(t), z1(t1), z

1(t1), β), где β ≥ ϕ(z1(t1)),
z1 ∈RT (F,C0), причем z1(t1)∈C1. Для траектории ẑ (см. (5.5)) имеем Λẑ(t1)= (ϕ(x̂(t1)), 0, 0, 0).
Допустим, что справедливо включение Λẑ(t1) ∈ IntΛ(A). Тогда существуют число μ > 0 и
кривая ũ0 ∈ RT (H, C̃) (см. (5.7) при α = 0) такие, что Λũ0(t1) = (ϕ(x̂(t1)) − μ, 0, 0, 0); следо-
вательно, ϕ(x̃(t1)) = ϕ(x̂(t1)) − μ, что невозможно, так как траектория x̂ является решением
задачи (2.1). Таким образом, мы имеем Λẑ(t1) /∈ IntΛ(A). Определим K2 := Epiψ. По предло-
жению 4 конус K2 является шатром Болтянского к множеству Epiϕ в точке (x̂(t1), ϕ(x̂(t1))),
удовлетворяющим включению K2 ⊂ TL(Epiϕ, (x̂(t1), ϕ(x̂(t1)))). Используя (5.4), определим
конусы K̃ ⊂ Z и K̃(t) ⊂ Z × Z (см. (5.3)):

K̃ := K0 × R
n ×K1 ×K2,

K̃(t) :=
{
(z, w) ∈ Z × Z

∣∣ w1 = w2, w3 = w4 = 0, w5 = 0, (z1, w1) ∈ K(t)
}
.

Легко проверить, что конус K̃ является шатром Болтянского к множеству C в точке ẑ(t0), а
конусы K̃(t) выпуклы и замкнуты при п.в. t ∈ T , отображение K̃ : T → Z × Z измеримо и
справедливо включение

K̃(t) ⊂ TL
(
GraphH(t, ·); (ẑ(t), ẑ ′(t))

)
при п.в. t ∈ T.

Конусы K̃0 и K̃0(t), являющиеся полярами к конусам K̃ и K̃(t), имеют вид

K̃0 = K0
0 × {0} ×K0

1 ×K0
2 , (5.8)

K̃0(t) =
{(

p1, p2, p3, p4, p5, v1, v2, v3, v4, v5
)
∈ Z × Z

∣∣ p2 = p3 = p4 = 0, p5 = 0,

(p1, v1 + v2) ∈ K0(t)
}
. (5.9)

По теореме 1 существуют кривая p̃ := (p1, p2, p3, p4, p5) ∈ AC(T,Z) и ненулевой вектор q :=
:= (q1, q2, q3, q4) ∈ V такие, что справедливы соотношения (4.1). Из (4.1), (5.4), (5.8) получаем
следующие формулы:

p̃(t1) = Λ∗q =
(
−q2 − q4,−q3 + q4, q2, q3, q1

)
, p1(t0) ∈ K0

0 ,

p2(t0) = 0, p3(t0) ∈ K0
1 , (p4(t0), p

5(t0)) ∈ K0
2 .

В силу (4.1) и (5.9) отсюда имеем

(p1 ′(t), p1(t) + p2(t)) ∈ K0(t), p2 ′(t) = p3 ′(t) = p4 ′(t) = 0, p5 ′(t) = 0.

Это значит, что функции p2(t) ≡ 0, p3(t) ≡ p3, p4(t) ≡ p4, p5(t) ≡ p5 постоянны, т.е.

−q3 + q4 = p2 = 0, −p1(t1) = q2 + q3, p3 = q2, p4 = q3, p5 = q1.

Вектор (p4, p5) является нормальным вектором к множеству Epiϕ в точке (x̂(t1), ϕ(x̂(t1))),
поэтому возможны два случая.

(1) p5 < 0. В силу положительной однородности он может быть нормирован, т.е. считаем,
что p5 = −1. Тогда получаем p4 ∈ ∂ψ(0), следовательно, p1(t1) = −p3 − p4 ∈ −K0

1 − ∂ψ(0) (т.е.
случай, когда λ = 1). В этом случае выбираем кривую p(t) := p1(t).
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(2) p5 = 0. Тогда p4 = 0, откуда q1 = q3 = q4 = 0, т.е. q = (0, q2, 0, 0). Так как q �= 0,
получаем q2 �= 0, т.е. p1(t1) �= 0 и p1(t1) ∈ −K0

1 (т.е. случай λ = 0). В этом случае мы также
выбираем кривую p(t) := p1(t). �

Из теоремы 2 и следствия 1 вытекает
Следствие 2. В частности, предположим, что для п.в. t ∈ T и всех x ∈ Bε(x̂(t))

множества F (t, x) ∩ (x̂ ′(t) + R(t)B1(0)) выпуклы. Тогда из дифференциального включения
Эйлера (5.2) следует, что кривая p удовлетворяет принципу максимума Понтрягина, т.е.

〈p(t), x̂ ′(t)〉 ≥ 〈p(t), y〉 ∀y ∈ F (t, x̂(t)) ∩ (x̂ ′(t) +R(t)B1(0)) при п.в. t ∈ T.

6. ПРИМЕР

Рассмотрим простой пример задачи Майера (2.1) такой, что необходимые условия опти-
мальности, использующие полярные конусы к касательным конусам, могут быть более точны-
ми, чем нормальный конус Кларка или предельный нормальный конус [5].

Пусть n = 1 и интервал времени [t0, t1] есть [0, 1]. Пусть удовлетворяющая условию Лип-
шица функция f : R1 → R

1 такова, что f(x) = f(−x) для x ∈ R
1 и f(x) = 1/2 при |x| ≥ 1. На

интервале [0, 1] функция f является непрерывной кусочно аффинной функцией со счетным
числом сегментов, график функции заключен между параболой y = x2/2 и прямой y = 0
с угловыми точками на этих двух кривых. При этом все сегменты этой кусочно аффинной
функции имеют углы наклона с осью Ox, равные ±π/4, и при убывании аргумента x от 1
до 0 знаки углов чередуются. Пусть также выбрана такая функция l ∈ L1([0, 1],R1

+), l(t) > 0,
которая не ограничена на любом открытом интервале.

Определим отображение F (t, x) := l(t)({y ∈ R
1 | f(x) ≤ y ≤ x2} ∪ {y ∈ R

1 | y ≥ 2x2}) для
t ∈ [0, 1] и x ∈ R

1. Тогда при любом выборе чисел ν > 0, ε ∈ (0,min{1/4, 1/ν}) и функции
R(t) ≥ νl(t) отображение F является измеримым псевдолипшицевым около x̂(t) ≡ 0, t ∈ [0, 1].
Рассмотрим задачу минимизации значений в концевой точке x(1) по всем траекториям диф-
ференциального включения x′ ∈ F (t, x), удовлетворяющим начальному условию x(0) = 0.
Очевидно, что x̂(t) ≡ 0 является решением этой задачи.

Легко проверить, что нижний касательный конус к множеству GraphF (t, ·) в точке 0 имеет
вид TL(GraphF (t, ·); 0) = {(u, v) ∈ R

2 | v ≥ 0}. Выбирая K(t) := TL(GraphF (t, ·); 0), вычис-
лим его полярный конус K0(t) = {(q, p) ∈ R

2 | q = 0, p ≤ 0}. Таким образом, необходимые
условия (5.2) (дифференциальное включение Эйлера) принимают простую форму: p′(t) = 0,
p(t) = const ≤ 0. Из условий трансверсальности получаем λ = 1 и p(t) ≡ −1.

Также легко проверить, что предельный нормальный конус к множеству GraphF (t, ·) в
точке 0 для п.в. t ∈ [0, 1] имеет вид

NL
GraphF (t,· )(0) =

{
(q, p) ∈ R

2
∣∣ |q|+ l(t)p ≤ 0

}
∪
{
(q, p)

∣∣ q = 0, p ≥ 0
}
.

Теорема 3.1.1 из [5] дает для кривой p необходимые условия в форме дифференциального
включения Эйлера более сложного вида: или |p′(t)|+ l(t)p(t) ≤ 0 п.в., или p(t) = const ≥ 0 п.в.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы описали прямой метод нахождения необходимых условий в форме дифференциального
включения Эйлера–Лагранжа для оптимизационной задачи Майера на отрезке, содержащей в
условиях дифференциальное включение с неограниченной правой частью. В работе [20] пред-
ставлен прямой метод нахождения необходимых условий в лагранжевой форме для задачи
быстродействия с дифференциальным включением при неограниченной правой части, а в ра-
боте [19] мы получили необходимые условия оптимальности в лагранжевой форме для задачи
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Майера со свободным правым концом, в которых значения траекторий принадлежат рефлек-
сивному сепарабельному банахову пространству.

Наши необходимые условия получены прямым методом, развивающим прямой метод
Л.С. Понтрягина, и выражены в терминах полярных конусов, которые отличаются от нор-
мального конуса Кларка и предельного нормального конуса [5]. Мы привели простой пример, в
котором полярные конусы дают более точный результат, чем предельные нормальные конусы.
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A.B. Kurzhansky. Boston: Birkhäuser, 1991. P. 349–360. (Prog. Syst. Control Theory; V. 10).

15. Половинкин Е.С. О вычислении полярного конуса к множеству решений дифференциального включения
// Тр. МИАН. 2012. Т. 278. С. 178–187.

16. Половинкин Е.С. Дифференциальные включения с измеримо-псевдолипшицевой правой частью // Тр.
МИАН. 2013. Т. 283. С. 121–141.

17. Половинкин Е.С. Многозначный анализ и дифференциальные включения. М.: Физматлит, 2014.
18. Половинкин Е.С. О слабом полярном конусе ко множеству решений дифференциального включения с

коническим графиком // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2014. Т. 20, №4. С. 238–246.
19. Половинкин Е.С. Дифференциальные включения с неограниченной правой частью и необходимые условия

оптимальности // Тр. МИАН. 2015. Т. 291. С. 249–265.
20. Polovinkin E.S. Time optimum problems for unbounded differential inclusion // IFAC-PapersOnLine. 2015.

V. 48, N 25. P. 150–155. (16th IFAC Workshop Control Appl. Optim. CAO’2015).
21. Половинкин Е.С. О непрерывной зависимости траекторий дифференциального включения от начальных

приближений // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, №1. С. 174–195.
22. Половинкин Е.С., Смирнов Г.В. Об одном подходе к дифференцированию многозначных отображений и

необходимые условия оптимальности решений дифференциальных включений // Диф. уравнения. 1986.
Т. 22, №6. С. 944–954.

23. Половинкин Е.С., Смирнов Г.В. О задаче быстродействия для дифференциальных включений // Диф.
уравнения. 1986. Т. 22, №8. С. 1351–1365.

24. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Е.Ф. Математическая теория оптималь-
ных процессов. М.: Физматгиз, 1961.

25. Пшеничный Б.Н. Выпуклый анализ и экстремальные задачи. М.: Наука, 1980.
26. Sussmann H.J. Geometry and optimal control // Mathematical control theory / Ed. by J. Baillieul, J.C. Willems.

New York: Springer, 1998. P. 140–198.
27. Vinter R. Optimal control. Boston: Birkhäuser, 2000.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2019, т. 304



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


