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Ïóñòü G êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóêòóðîé, çà-
äàííàÿ êîïðåäñòàâëåíèåì

G = ⟨a1, ...an; (ai)2, (aiaj)mij , i, j = 1, n⟩

ãäå mij - ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå Êîêñòåðà, ïðè÷åì,
ïðè i ̸= j, mij = mji è mij > 2.

Ãðóïïå G ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íûé ñâÿçíûé äåðåâî-ãðàô Γ òàêîé, ÷òî åñëè
âåðøèíàì íåêîòîðîãî ðåáðà e ãðàôà Γ ñîîòâåòñòâóþò îáðàçóþùèå ai è aj, òî
ðåáðó e ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå âèäà (aiaj)

mij = 1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äðåâåñíîå ïðîèçâåäå-

íèå äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà îáúåäèíåííûõ ïî êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì
ïîäãðóïïàì. Ïðè ýòîì îò ãðàôà Γ ãðóïïû G ïåðåéäåì ê ãðàôó Γ̄ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âåðøèíàì íåêîòîðîãî ðåáðà ē ãðàôà Γ̄ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãðóï-
ïû Êîêñòåðà íà äâóõ îáðàçóþùèõ Gij = ⟨ai, aj; (ai)2, (aj)2, (aiaj)mij⟩ è Gik =
⟨ai, ak; (ai)2, (ak)2, (aiak)mik⟩, à ðåáðó ē - öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ⟨ai |(ai)2 ⟩.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå Ḡ äâóïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà
Gij =

⟨
ai, aj; (ai)

2 , (aj)
2 , (aiaj)

mij
⟩
è Gik =

⟨
ai, ak; (ai)

2 , (ak)
2 , (aiak)

mik
⟩
, îáú-

åäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå
⟨
ai; (ai)

2⟩:
Ḡ = ⟨ai, aj, a′i, ak; (ai)

2, (aj)
2, (a′i)

2, (ak)
2, (aiaj)

mij , (a′iak)
mik , ai = a′i⟩ .

Ñëîâî èç ãðóïïû Ḡ ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå:

g = l1gl2g..lngKgrng..r1g (1)

ãäå rtg è lsg
−1 � ïðåäñòàâèòåëè ïðàâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Gij ïî

⟨ai |(ai)2 ⟩ èGik ïî ⟨a′i |(a′i)2 ⟩, ïðè÷åì rtg, rt+1g (àíàëîãè÷íî lsg, ls+1g) ïðèíàäëåæàò
ðàçíûì ñîìíîæèòåëÿì ãðóïïû Ḡ. Kg � ÿäðî ñëîâà g.

ÅñëèKg íå ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå, òî ñëîãè lng è rng ïðèíàä-
ëåæàò îäíîìó ñîìíîæèòåëþ ãðóïïû Ḡ, à Kg - äðóãîìó. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîãîâàÿ
äëèíà ñëîâà (1) ðàâíà L(g) = 2n+ 1.
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Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè â (1) l1gl2g..lng = (rng..r1g)
−1, òî ñëîâî

g = r1g..rngKgr
−1
ng ..r

−1
1g (2)

íàçûâàåòñÿ òðàíñôîðìîé.

Åñëè Kg ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå, òî â (1) ñëîãè lng è rng ïðè-
íàäëåæàò ðàçíûì ñîìíîæèòåëÿì ãðóïïû Ḡ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëîãîâàÿ äëèíà ñëîâà

g = l1gl2g..lnghgrng..r1g, (3)

ãäå hg = Kg, ðàâíà L(g) = 2n.
Ñëîâî âèäà (1) áóäåì íàçûâàòü íåòðàíñôîðìîé íå÷åòíîé äëèíû, ñëîâî âèäà

(3) íåòðàíñôîðìîé ÷åòíîé äëèíû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäñëîâî l1gl2g..lng(rng..r1g) íàçûâàåòñÿ ëåâîé (ïðàâîé) ïî-
ëîâèíîé ñëîâ (1), (3). Ïîäñëîâî l1gl2g..lngKg(Kgrng..r1g) � çàêðûòûì íà÷àëüíûì
(êîíå÷íûì) îòðåçêîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëåâàÿ (ïðàâàÿ) ïîëîâèíà ñëîâà

wi = l1wi
l2wi

..lmwi
Kwi

rmwi
..r1wi

íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé â ìíîæåñòâå {wj}, j ∈ 1, N , åñëè íè ó îäíîãî
èç ñëîâ wε

j , ε = ±1 ìíîæåñòâà ({wj} \wi) ∪
({
w−1

j

}
\w−1

i

)
íåëüçÿ âûäåëèòü

l1wi
l2wi

..lmwi
(rmwi

..r1wi
) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî (êîíå÷íîãî) ïîäñëîâà, òî åñòü

wε
j ̸= l1wi

l2wi
..lmwi

lm+1wj
wε

jn (wε
j ̸= wε

j1rm+1wj
rmwi

..r1wi
).

Îïðåäåëåíèå 4. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ W = {wi}i∈1,N ãðóïïû Ḡ íà-
çîâåì ñïåöèàëüíûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ëåâàÿ ïîëîâèíà íåòðàíñôîðìû èç ìíîæåñòâà W èçîëèðîâàíà â íåì. Åñ-
ëè íåòðàíñôîðìà ÷åòíîé äëèíû, òî èçîëèðîâàíà è ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïîëî-
âèíû;

2. Äëèíó íåòðàíñôîðìû wic íåëüçÿ óìåíüøèòü, óìíîæàÿ ñëåâà è ñïðàâà íà
ñëîâà èç ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì ({wi} \wic). Äëèíó ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà íåëüçÿ óìåíüøèòü, óìíîæàÿ íà ñëîâî w äëèíû ìåíü-

øå L(wic), ïðèíàäëåæàùåå ïîäãðóïïå
⟨
{wi}i∈1,N

⟩
;

3. Ïóñòü wε
i0 = l1w0l2w0 ..lnw0Kw0rnw0 ..rj+1w0rjw0 ..r1w0, (ε = ±1, j < n) -

íåòðàíñôîðìà èç ìíîæåñòâà {wi}i∈1,N è{
wεi

αi
= l1wαi

l2wαi
..lnwαi

Kwαi
rnwαi

..rjw0 ..r1w0

}
i=1,k

, (εi = ±1) ïîäìíîæåñòâî

íåòðàíñôîðì èç ìíîæåñòâà ({wi} \wi0)∪
({
w−1

i

}
\w−1

i0

)
, ïðàâûå ïîëîâèíû

êîòîðûõ îêàí÷èâàþòñÿ ïîäñëîâîì rjw0 ..r1w0, òîãäà åñëè ïîäãðóïïà⟨
{wi}i∈1,N

⟩
∩ r−1

1w0
..r−1

jw0
Drjw0 ..r1w0 = B, ãäå
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D =

{
Gij, åñëè rj+1w0 ∈ Gij;
Gik, åñëè rj+1w0 ∈ Gik.

íå åäèíè÷íà, òî L(wiou) > L(wio), ãäå u ∈ B, L(wiouw
εi
αi
) > L(wio);

4. Ïóñòü wi = l1wi
..lswi

ls+1wi
..lnwi

Kwi
rnwi

..rs+1wi
rswi

..r1wi
è

wj = l1wj
..lswj

ls+1wj
..lmwj

Kwj
rmwi

..rs+1wj
rswj

..r1wj
ñëîâà èç {wi}i∈1,N íå îáÿ-

çàòåëüíî ðàçëè÷íû, m 6 n, s 6 m, òîãäà íå ñóùåñòâóåò ñëîâà g ̸= 1

äëèíû ìåíüøå 2s èç ïîäãðóïïû
⟨
{wi}i∈1,N

⟩
òàêîãî, ÷òî åñëè l1wi

..lswi
̸=

l1wj
..lswj

, òî

gwi = l1wj
..lswj

l′s+1wi
..l′nwi

K ′
wi
rnwi

..rs+1wi
rswi

..r1wi
,

ëèáî åñëè rswi
..r1wi

̸= rswj
..r1wj

, òî

wig = l1wi
..lswi

ls+1wi
..lnwi

K ′
wi
r′nwi

..r′s+1wi
rswj

..r1wj
,

ëèáî åñëè r−1
1wi
..r−1

swi
̸= l1wj

..lswj
, òî

gw−1
i = l1wj

..lswj

(
r′s+1wi

)−1
..
(
r′nwi

)−1 (
K ′

wi

)−1
l−1
nwi
..l−1

1wi
,

ëèáî åñëè l−1
swi
..l−1

1wi
̸= rswj

..r1wj
, òî

w−1
i g = r−1

1wi
..r−1

nwi

(
K ′

wi

)−1 (
l′nwi

)−1
..
(
l′s+1,wi

)−1
r.swj

.r1wj
.

Ëåììà 1. [2] Âñÿêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëîâ {wi}i∈1,N ãðóïïû Ḡ =
Gij ∗

⟨ai|a2i ⟩
Gik ìîæíî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïðåîáðàçîâàòü â ñïåöèàëüíîå.

Ïóñòü W � ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ. Ðàçîáüåì åãî íà ïîäìíîæåñòâà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïîäìíîæåñòâó M0 ïðèíàäëåæàò âñå íåòðàíñôîðìû, à ïîä-
ìíîæåñòâàì Mi òðàíñôîðìû ñ îäèíàêîâûìè êðûëüÿìè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé
ïîäãðóïïå, ñîïðÿæåííîé íåêîòîðîé ãðóïïå Gij èëè Gik. Êàæäîå èç ýòèõ ïîä-
ìíîæåñòâ ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó (Mi), i = 0, k, èìåþùóþ âèä:

(Mi) = r−1
1i ..r

−1
ni Cirni..r1i.

Çäåñü Ci - ïîäãðóïïû èç Gij èëè Gik, ïîðîæäåííûå ÿäðàìè òðàíñôîðì. Óïîðÿ-
äî÷èì ïîäãðóïïû (Mi) ïî äëèíàì êðûëüåâ òðàíñôîðì. Ïîëó÷èì ðÿä

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk) . (4)
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Ëåììà 2. [2] Ðÿä (4) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ðÿä

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6 (M ′
k) , (4′)

îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. gp ((M0) , (M1) , ..., (Mk)) = gp ((M ′
0) , (M

′
1) , ..., (M

′
k));

2. Åñëè ïîäãðóïïå
(
M ′

j

)
= r−1

1x ..r
−1
nxC

′
jrnx..r1x, 1 6 j 6 k′ ïðèíàäëåæèò òðàíñ-

ôîðìà u = r−1
1x ..r

−1
nxhrnx..r1x, ãäå h ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå,

òî ñðåäè ïîäãðóïï ðÿäà (4′) èìååòñÿ ïîäãðóïïà

(M ′
l ) = r−1

1x ..r
−1
n−1,xC

′
lrn−1,x..r1x

ñîäåðæàùàÿ u;

3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òðàíñôîðìû u = r−1
1x ..r

−1
nxKxrnx..r1x, ïðèíàäëåæàùåé

ïîäãðóïïå
(
M ′

j

)
= r−1

1x ..r
−1
nxC

′
jrnx..r1x, è íåòðàíñôîðìû

y = l−1
1y ..l

−1
n1y
Kyln1y..l1y èç M0, n1 > n, (ëåâàÿ ïîëîâèíà y èçîëèðîâàíà)

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå L(y−1uy) 6 L(y), òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
(M ′

s) ðÿäà (4′), ñîäåðæàùàÿ òðàíñôîðìó y−1
(
r−1
1x ..r

−1
nxKxrnx..r1x

)
y, à

åñëè L(yuy−1) < L(y), òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà (M ′
s) ðÿäà (4′), ñîäåð-

æàùàÿ òðàíñôîðìó y
(
r−1
1x ..r

−1
nxKxrnx..r1x

)
y−1;

4. Åñëè
(
M ′

j

)
= r−1

1x ..r
−1
n1x
C ′

jrn1x..r1x, (M
′
s) = r−1

1x ..r
−1
n1x
r−1
n1+1,y..r

−1
n2y
C ′

srn2y..r1x -

ïîäãðóïïû ðÿäà (4′), n2 > n1, è ïîäãðóïïà
(
M ′

j

)
ñîäåðæèò òðàíñôîðìó

u = r−1
1x ..r

−1
n1x
hrn1x..r1x, ëèáî u

′ = r−1
1x ..r

−1
n1x
Krn1x..r1x, ãäå K = r−1

n1+1,yhrn1+1,y,

òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ðÿäà (4′) (M ′
k) = r−1

1x ..r
−1
n1x
r−1
n1+1,yC

′
krn1+1,y..r1x,

ñîäåðæàùàÿ â ïåðâîì ñëó÷àå òðàíñôîðìó u, âî âòîðîì - u′;

5. Åñëè (M ′
s) = r−1

1x ..r
−1
n1x
C ′

srn1x..r1x ïîäãðóïïà èç ðÿäà (4′) è

yε = l−1
1y ..l

−1
n2y
Krn2y..rn1+1,yrn1x..r1x, (ε = ±1) - ýëåìåíò ñïåöèàëüíîãî ìíî-

æåñòâà, ïðè÷åì ïîäñëîâî r−1
1x ..r

−1
n1x
r−1
n1+1,y íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé ëå-

âîé ïîëîâèíîé íåêîòîðîé íåòðàíñôîðìû wε, ε = ±1, è, åñëè ïîäãðóïïà
(M ′

s) ñîäåðæèò òðàíñôîðìó r−1
1x ..r

−1
n1x
hrn1x..r1x ëèáî òðàíñôîðìó

r−1
1x ..r

−1
n1x
Krn1x..r1x, ãäå K = r−1

n1+1,yhrn1+1,y, òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ðÿäà
(4′)(
M ′

j

)
= r−1

1x ..r
−1
n1x
r−1
n1+1,yC

′
jrn1+1,y..r1x, ñîäåðæàùàÿ ýòó òðàíñôîðìó.

Ëåììà 3. [2] Ïîäãðóïïà (M0), ïîðîæäåííàÿ íåòðàíñôîðìàìè ñïåöèàëü-
íîãî ìíîæåñòâà � ñâîáîäíà è íå ñîäåðæèò òðàíñôîðì.

Ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ñïåöèàëüíûì ìíîæåñòâîì {wi}i∈1,N îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç gp (M0, S). Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé HNN � ãðóïïó ñ îñíîâîé S, ÿâëÿþùóþñÿ
äðåâåñíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé ïðîõîäíûõ áóêâ êîòîðîé ñëó-
æàò ýëåìåíòû èçM0. Ïîäãðóïïû (M0) è

(
M ′

j

)
, j = 1, k, ðÿäà (4′) áóäåì íàçûâàòü

ïîðîæäàþùèìè ïîäãðóïïàìè ⟨w1, .., wn⟩ = gp (M0, S).
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Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîèçâåäåíèå u1..uk íàçîâåì "ñëîâîì" ïîäãðóïïû
⟨w1, .., wn⟩ = gp (M0, S) ãðóïïû Ḡ = Gij ∗

⟨ai|a2i ⟩
Gik, åñëè

1. ui ̸= 1;

2. ui ∈
{
M0 ∪M−1

0

}
ëèáî ui ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîé ïîäãðóïïå èç ðÿäà (4′);

3. ui ̸= u−1
i+1 ;

4. ui è ui+1 íå ñîäåðæàòñÿ â îäíîé ïîäãðóïïå ðÿäà (4′);

5. â u1..uk íåò ïðîèçâåäåíèÿ uiui+1ui+2 (i = 1, k − 2), ãäå ui = u−1
i+2, ui ∈{

M0 ∪M−1
0

}
, ui+1 ∈

(
M ′

j

)
è uiui+1ui+2 ∈ (M ′

s);
(
M ′

j

)
, (M ′

s) - èç ðÿäà (4′).

Ëåììà 4. [2] Âñÿêîå ïðîèçâåäåíèå wε1
i1w

ε2
i2 ..w

εn
in , εj = ±1, ãäå wij - îáðàçó-

þùèå ïîäãðóïïû
⟨
{wi}i∈1,N

⟩
, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê

ñëîâó ui1..uik, k 6 n, ïîäãðóïïû gp (M0, S) =
⟨
{wi}i∈1,N

⟩
.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó ñëîâàìè v1 è v2 èìååò ìå-
ñòî êàñàíèå ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà, åñëè äëèíà ïðîèçâåäåíèÿ
v1v2 ñîîòâåòñòâåííî áîëüøå, ðàâíà èëè ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé èç äëèí L(v1),
L(v2).

Îïðåäåëåíèå 7. Ñëîâî u1..uk ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, åñëè L(u1..uk) =
= max {L(u1), .., L(uk)}.

Ëåììà 5. [2] Åñëè u1..uk - ñëîâî ïîäãðóïïû gp (M0, S), òî L(u1..uk) > L(ui),
i = 1, k.

Ñëåäñòâèå 1. [2] Åñëè â ñëîâå u1..uk âûïîëíèòü ñîêðàùåíèÿ â ãðóïïå Ḡ,
òî â íåì ñîêðàùåíèå íå çàòðîíåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ëåâóþ ïîëîâèíó u1.

Ñëåäñòâèå 2. [2] Âñÿêîå ñëîâî ïîäãðóïïû gp (M0, S) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ñëîâ, ìåæäó êîòîðûìè èìååò ìåñòî
êàñàíèå ïåðâîãî ðîäà.

Ëåììà 6. [2] Ïóñòü {wi}i∈1,N - ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî ñëîâ ãðóïïû Ḡ è

N =
⟨
{wi}i∈1,N

⟩
- ïîäãðóïïà â Ḡ. È ïóñòü wε

i = l1wi
...lnwi

Kwi
rnwi

...r1wi
(ε = ±1)

� ýëåìåíò ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà, v = l1wi
..ltwi

, 1 6 t 6 n - íà÷àëüíîå
ïîäñëîâî ëåâîé ïîëîâèíû wε

i , ïðè÷åì, v íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé ëåâîé ïî-
ëîâèíîé wε

i . Òîãäà, åñëè Aiv = N ∩ l1wi
...ltwi

Ajl
−1
twi
...l−1

1wi
̸= E, ãäå

Aj =

{
Gij, åñëè ltwi

∈ Gik;
Gik, åñëè ltwi

∈ Gij,

òî ðÿä (4′) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó (Ms) = Aiv.
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Ïóñòü H - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Ḡ ïîðîæäåíà äâóìÿ ðàç-
ëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè ìíîæåñòâàìè, òî åñòü H = gp (M0, S) è H = gp (M ′

0, S
′),

ãäå îñíîâà S ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk) , (5)

à S ′ ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6 (M ′
k) , (5′)

ãäå (Mi) = v−1
i Civi , Ci ∈ Gij èëè Ci ∈ Gik;

(
M ′

j

)
= g−1

j C ′
jgj , C

′
j ∈ Gij èëè

C ′
j ∈ Gik .

Ëåììà 7. Âñÿêîå ñëîâî w ïîäãðóïïû H = gp (M0, S) ãðóïïû

Ḡ = Gij ∗
⟨ai|a2i ⟩

Gik,

ÿâëÿþùååñÿ â ñâîåé íåñîêðàòèìîé çàïèñè òðàíñôîðìîé w = g−1ag, ãäå a ∈
Gij èëè a ∈ Gik, g

−1 = g−1
1 g−1

2 ..g−1
n , èìååò ñëåäóþùóþ çàïèñü â u � ñèìâîëàõ

ïîäãðóïïû gp (M0, S): g
−1ag = u−1

1 u−1
2 ..u−1

n u0un..u1, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà
åñòü ñëîâî è u0 - òðàíñôîðìà, ïðèíàäëåæàùàÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïå (Mi), i =
1, k ðÿäà (5).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü w = g−1ag ñëîâî ïîäãðóïïû H = gp (M0, S). Ïîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæå-
íèåì ñëîâîì èç gp (M0, S) ìîæíî âûáðàòü ñëîâî g òàêèì, ÷òî g−1ag = u1u2..un,
ãäå u1u2..un - ïðîñòîå ñëîâî.

Ïóñòü g−1ag = v1v2..vk, ãäå vi - ïðîñòûå ñëîâà è ìåæäó vi è vi+1, i = 1, k − 1
èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåðâîãî ðîäà. Ïóñòü k > 2 è L(v1) 6 L(vk). Ïîêàæåì, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå L(g) >
[
L(v1)

2

]
.

Åñëè L(v1) = 2m1 + 1, L(v2) = 2m2 + 1, òî åñòü v1 = b1b2..bm1b0b
′
m1
..b′1 è

v2 = (b′1)
−1 (b′2)

−1 ..
(
b′m2

)−1
b′0b

′′
m2
..b′′1, òîãäà ñîêðàùåíèå ìåæäó v1 è v2 íå çàòðîíåò

b0 è b′0. Åñëè L(v1) = 2m1 + 1, à L(v2) = 2m2, òî åñòü

v2 = (b′1)
−1

(b′2)
−1
..
(
b′m2

)−1
hb′′m2

..b′′1,

òî ñîêðàùåíèå íå çàòðîíåò b′′m2
. Àíàëîãè÷íî, åñëè

L(v1) = 2m1, v1 = b1b2..bm1hb
′
m1
..b′1,

òî ñîêðàùåíèå íå çàòðîíåò bm1 .
Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûé îòðåçîê ñëîâà v1 è íà÷àëüíîå ïîäñëîâî g−1

ë ñëîâà
g−1 = g−1

ë g−1
ïð ëåæàò â îäíîì ñìåæíîì êëàññå, ñëåäîâàòåëüíî, ñîïðÿãàÿ g−1ag

ñëîâîì v1 óìåíüøàåì ñëîãîâóþ äëèíó g−1. È ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî g−1ag =
u1u2..un, ãäå u1u2..un - ïðîñòîå ñëîâî.

Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòîå ñëîâî u1..uk ïîäãðóïïû gp (M0, S) ìîæåò áûòü
îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:
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a) ñëîâî u1..uk ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìó ìàêñèìàëüíîé äëèíû, òî åñòü L(ui) >
L(uj), 1 6 j 6 i− 1, i+ 1 6 j 6 k, ui - íåòðàíñôîðìà;

b) ñëîâî u1..uk ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìó ui è òðàíñôîðìó ui+1 ìàêñèìàëüíîé
äëèíû, òî åñòü L(ui) = L(ui+1) = L(uiui+1), L(ui) > L(uj), 1 6 j 6 i − 1,
i+ 2 6 j 6 k;

c) ñëîâî u1..uk ñîäåðæèò íåòðàíñôîðìû ui è ui+2, è òðàíñôîðìó ui+1 ñî ñâîé-
ñòâàìè: L(ui) = L(ui+2), L(ui) = L(uiui+1) = L(uiui+1ui+2), L(ui) > L(uj),
1 6 j 6 i − 1, i + 3 6 j 6 k, ïðè÷åì äëèíà ñëîâà ui+1 ìîæåò îêàçàòüñÿ
ìåíüøå äëèíû ui, 0 6 L(ui+1) 6 L(ui);

d) ñëîâî u1..uk ñîäåðæèò òðàíñôîðìó ui ìàêñèìàëüíîé äëèíû.

Âûÿñíèì, êàêîé âèä èìååò, èíòåðåñóþùåå íàñ ñëîâî g−1ag = u1u2..un.
Ïóñòü ñëîâî u1u2..un ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì âèäà (a), òî åñòü u1u2..un =

u1..ui−1uiui+1..un, ãäå ui - íåòðàíñôîðìà ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Òîãäà
L(u1u2..ui−1) < L(ui) è L(ui+1..un) < L(ui).

Òàê êàê äëèíà ñëîâà g−1ag - íå÷åòíà, è g−1ag = u1u2..un, òî L(g−1ag) = L(ui)
è äëèíà L(ui) òàêæå íå÷åòíà. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî óìíîæåíèåì ñëîâà ui ñëåâà
íà ñëîâî ui+1..unu1..ui−1 ëåâóþ ïîëîâèíó íåòðàíñôîðìû ui ìîæíî ïåðåâåñòè â
ëåâóþ ïîëîâèíó íåòðàíñôîðìû u−1

i , L(ui+1..unu1..ui−1) < L(ui). Íî, íà îñíîâà-
íèè îïðåäåëåíèÿ 4(4), ýòî íåâîçìîæíî. Òîãäà ëåâûå ïîëîâèíû ñëîâ ui è u−1

i

ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ui - òðàíñôîðìà. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðà-
çîì, ñëîâî u1u2..un íå ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì âèäà (a). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñëîâî u1u2..un íå ìîæåò èìåòü âèä (b).

Ïóñòü ñëîâî u1u2..un èìååò âèä (c), òî åñòü

u1u2..un = u1..ui−1(uiui+1ui+2)ui+3..un,

ãäå ui è ui+2 - íåòðàíñôîðìû, ui+1- òðàíñôîðìà, L(ui) = L(ui+2), L(ui) =
L(uiui+1) = L(uiui+1ui+2), L(ui) > L(uj), 1 6 j 6 i − 1, i + 3 6 j 6 k.
L(ui) = L(ui+2) = L(uiui+1ui+2) = L(g−1ag). Íåòðàíñôîðìû ui è ui+2 èìåþò
íå÷åòíóþ äëèíó. Ïóñòü ui ̸= u−1

i+2, òîãäà ëåâàÿ ïîëîâèíà ui íå ðàâíà ëåâîé ïî-
ëîâèíå u−1

i+2 è òàê êàê L(u1u2..ui−1) < L(ui) è L(ui+3..un) < L (ui), òî â ñèëó
ñîîòíîøåíèÿ g−1ag = u1u2..un ëåâóþ ïîëîâèíó ui ìîæíî ïåðåâåñòè â ëåâóþ ïî-
ëîâèíó u−1

i+2 óìíîæåíèåì íà ñëîâî ui+3..unu1..ui−1, L (ui+3..unu1..ui−1) < L (ui).
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ 4(4), ñëåäîâàòåëüíî, ëåâûå ïîëîâèíû ui è
u−1
i+2 ðàâíû. Òîãäà ui = u−1

i+2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì
îáðàçîì, ñëîâî u1u2..un ìîæåò èìåòü âèä (c), íî ïðè ýòîì íåòðàíñôîðìû ui è
u−1
i+2 ðàâíû.
Ïóñòü g−1ag = u1..ui−1(uiui+1ui+2)ui+3..un, ui = u−1

i+2 íåòðàíñôîðìû, L(ui) >
L(uj), 1 6 j 6 i− 1, i+ 3 6 j 6 k, 0 6 L (ui+1) 6 L (ui).

Ïîêàæåì, ÷òî u1..ui−1ui = (ui+2ui+3..un)
−1. (u1..ui−1ui) = L (ui), L (ui+2..un) =

L (ui+2) , L (u1..ui−1) < L (ui), L (ui+3..un) < L (ui+2) .
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Èç îñíîâíîãî ðàâåíñòâà g−1ag = u1..ui−1ui..un, ïîëó÷àåì, ÷òî u1..ui−1ui =
g−1K1g1, ãäå K1 � ÿäðî ñëîâà, L (g) = L (g1) , ui+2..un = g−1

1 K1g, g1 � ïðà-
âàÿ ïîëîâèíà ui = u−1

i+2. Ñîïðÿæåì ñëîâî g−1ag ñëîâîì u1..ui−1ui. Ïîëó÷èì
u−1
i ..u−1

1 (g−1ag)u1..ui = g−1
1 K−1

1 g (g−1ag) g−1K1g1 = g−1
1 K−1

1 aK1g1 = g−1
1 K ′g1,

ãäå K ′ = K−1
1 aK1, L

(
g−1
1 K ′g1

)
6 L (ui).

Òàêèì îáðàçîì, g−1
1 K ′g1 = ui+1ui+2..unu1u2..ui è òàê êàê g

−1
1 ÿâëÿåòñÿ íåèçî-

ëèðîâàííîé ëåâîé ïîëîâèíîé ui è g
−1
1 K ′g1 ∈ gp(M0, S), òî íà îñíîâàíèè ëåììû

6, ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ðÿäà (5) (Mj) = g−1
1 Ajg1, ñîäåðæàùàÿ òðàíñôîðìó

g−1
1 K ′g1. Òàêèì îáðàçîì, g−1

1 K ′g1 = u0, ãäå u0 ∈ (Mj). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
g−1ag = u−1

1 u−1
2 ..u−1

n u0un..u1 è ïðîèçâåäåíèå u
−1
1 u−1

2 ..u−1
n u0un..u1 - ñëîâî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà u1u2..un - ñëîâî âèäà (d). Òðàíñôîðìà ui ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîé ïîäãðóïïå (Mj) ðÿäà (5). L (ui) > L (uj), j ̸= i, L (u1..ui−1) <
L (ui), L (ui+1..un) < L (ui) è L (u1..ui−1), L (ui+1..un) - íå÷åòíûå ÷èñëà.

Ïóñòü ui = v−1
1 ..v−1

m Kivm..v1, g−1ag = g1g2..gkKg
−1
k ..g−1

1 . Åñëè L (u1..ui−1) 6
L (ui+1..un), òî u1..ui−1 = g1..gtK1vt..v1, ui+1..un = v−1

1 ..v−1
t ..v−1

s K2g
−1
s ..g−1

1 . Ñî-
ïðÿãàÿ g−1ag ñëîâîì u1..ui−1, ïîëó÷àåì (g′)−1Kg′ = uiui+1..unu1..ui−1, ãäå (g′)

−1

ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ïîëîâèíîé ui è (g′)−1Kg′ ∈ gp(M0, S), ïîýòîìó íà îñíîâà-
íèè ëåììû 6, (g′)−1Kg′ ∈ (Mj), ãäå (Mj) - ïîäãðóïïà ðÿäà (5). Ñëåäîâàòåëüíî,
(g′)−1Kg′ = u0, u0 ∈ (Mj) è g−1ag = u−1

1 u−1
2 ..u−1

n u0un..u1.
Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Ëåììà 8. Ïóñòü ãðóïïà H ïîðîæäåíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè
ìíîæåñòâàìè H = gp (M0, S) è H = gp (M ′

0, S
′), ãäå S - äðåâåñíîå ïðîèçâåäå-

íèå ïîäãðóïï ðÿäà (5), S ′ -äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ðÿäà (5′). Òîãäà äëÿ
êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) = v−1

i Civi, Ci /∈ ⟨ai|a2i ⟩ èç (5) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà(
M ′

j

)
èç (5′) è ñëîâî wij ∈ H òàêèå, ÷òî (Mi) ⊆ w−1

ij

(
M ′

j

)
wij.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè ïîäãðóïïà (Mi) ïîðîæäåíà òðàíñôîðìàìè äëèíû åäèíèöà, òî åñòü
(Mi) = Ai ⊂ gp (M ′

0, S
′), òî íà îñíîâàíèè ëåììû 6 ñðåäè ïîäãðóïï ðÿäà (5)

ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà (Mj) = Aj
′, òàêæå ïîðîæäåííàÿ òðàíñôîðìàìè äëèíû

åäèíèöà òàê, ÷òî Ai ⊆ A′
j. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷èì A′

j ⊆ Ai, è òîãäà
Ai = A′

j è wij = 1.
Ïóñòü (Mi) = v−1

i Civi, ãäå v
−1
i - ëåâàÿ ïîëîâèíà òðàíñôîðì, ïîðîæäàþùèõ

ïîäãðóïïó (Mi),
è ïóñòü îáðàçóþùèìè (Mi) ÿâëÿþòñÿ v

−1
i K1vi, v

−1
i K2vi,..,v

−1
i Kmvi, ãäå v

−1
i =

r−1
1 r−1

2 ..r−1
ki
. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ v−1

i Kjvi ñóùåñòâóåò òàêîé, ÷òî
ÿäðî Kj íå ñîïðÿæåíî ñ îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïîé. Ïóñòü L

(
v−1
i Kjvi

)
= 2ki+1.

Òàê êàê v−1
i Kjvi ∈ gp (M ′

0, S
′), òî, íà îñíîâàíèè ëåììû 7,

v−1
i Kjvi = u−1

1 u−1
2 ..u−1

n u′0jun..u1, (6)

ãäå 1 6 j 6 m, u−1
1 u−1

2 ..u−1
n u′0jun..u1 - ñëîâî, u

′
0j - òðàíñôîðìà, ïðèíàäëåæàùàÿ

íåêîòîðîé ïîäãðóïïå
(
M ′

j

)
ðÿäà (5′).
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Ïîêàæåì, ÷òî ñëîâà, ñòîÿùèå ñïðàâà â ñîîòíîøåíèè (6) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñëîâî v−1

i Kjvi ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòûõ
ñëîâ v−1

i Kjvi = w′
1w

′
2..w

′
t, è ìåæäó w

′
iw

′
i+1, 1 6 i 6 t−1, èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåð-

âîãî ðîäà. Òàê êàê w′
i ∈ gp (M ′

0, S
′) è w′

i ∈ gp (M0, S), òî â ïîäãðóïïå gp (M0, S)
ñëîâî w′

1w
′
2..w

′
t áóäåò òàêæå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå ìåíåå ÷åì t

ïðîñòûõ ñëîâ. Íî òîãäà äëèíó êðûëüåâ òðàíñôîðì v−1
i Kjvi ìîæíî óêîðîòèòü,

óìíîæàÿ íà ñëîâà äëèíû ìåíüøå 2ki, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òðàíñôîðìû u′0j ïðè ëþáîì j âñå ïðèíàäëåæàò îäíîé

ïîäãðóïïå (M ′
s) ðÿäà (5′). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñëîâà (6)

îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñëîâàìè âèäà (ñ) èëè (d).
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü v−1

i Kj1vi = u−1
1j1
u−1
2j1
.. u−1

nj1
u0j1unj1 .. u1j1 åñòü ñëî-

âî âèäà (ñ), à v−1
i Kj2vi = u−1

1j2
u−1
2j2

..u−1
nj2
u0j2unj2 ..u1j2 - ñëîâî âèäà (d). Òîãäà

L (unj1) > L (usj1), s ̸= n, L (u0j1) 6 L (unj1), unj1 - íåòðàíñôîðìà ñ èçîëèðîâàí-
íîé ïðàâîé ïîëîâèíîé, L

(
u−1
1j1
u−1
2j1
..u−1

n−1j1

)
< L (unj1), à òðàíñôîðìà u0j2 óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ L (u0j2) > L (usj2), ïðè s ̸= 0, L
(
u−1
1j2
u−1
2j2
..u−1

nj2

)
< L (u0j2) è òàê

êàê ñëîâà u−1
1j1
u−1
2j1
..u−1

n−1j1
è u−1

1j2
u−1
2j2
..u−1

nj2
ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî ïîäãðóïïå

gp (M0, S) è èìåþò äëèíó ìåíüøå 2ki+1, òî, ñîïðÿãàÿ ýòèìè ýëåìåíòàìè òðàíñ-
ôîðìû v−1

i Kjvi ìû íå óìåíüøèì èõ äëèíû. À èç ñòðîåíèÿ ýòèõ ñëîâ ñëåäóåò, ÷òî
èõ äëèíû íå óâåëè÷àòñÿ. Ïîýòîìó ìîæíî èçîëèðîâàííóþ ëåâóþ ïîëîâèíó u−1

nj1

ïåðåâåñòè óìíîæåíèåì â ëåâóþ ïîëîâèíó òðàíñôîðìû u0j2 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ 4(4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ñëîâà â (6) èìåþò âèä (ñ). Òîãäà usj1 = usj2 , s = 1, n,
èíà÷å âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì 4(4). Òðàíñôîðìû u0j ïðèíàä-
ëåæàò íåêîòîðîé ïîäãðóïïå

(
M ′

j

)
ðÿäà (5′), ïðè÷åì åñëè unj = (g′)−1Kjg

′′, ãäå
(g′)−1 - íåèçîëèðîâàííàÿ ëåâàÿ ïîëîâèíà, òî (M ′

s) = (g′)−1Csg
′.

Êàæäîå ñëîâî u−1
1js
u−1
2js
..u−1

n−1js
u−1
njs

= v−1
i K ′

sg
′. Ïîýòîìó, ñîïðÿãàÿ ëåâóþ è ïðà-

âóþ ïîëîâèíó ðàâåíñòâà (6) ñëîâîì u−1
1j1
u−1
2j1
..u−1

nj1
, ïîëó÷èì

u1j1u2j1 ..unj1
(
v−1
i Kjvi

)
u−1
nj1
..u−1

2j1
u−1
1j1

= g′−1K̃jg
′ , 1 6 j 6 m,

(g′)
−1
K̃1g

′ = u0j1 ,

(g′)
−1
K̃sg

′ = unj1 ..u1j1u
−1
1js
u−1
2js
..u−1

njs
u0jsu1jsu2js ..unjsu

−1
nj1
..u−1

2j1
u−1
1j1
, 1 < j 6 m,

unj1 ..u1j1u
−1
1js
u−1
2js
..u−1

njs
= (g′)

−1
K ′′

s g
′,

ãäå (g′)−1K ′′
s g

′ ∈ (M ′
s). Îòñþäà u

−1
1js
u−1
2js
..u−1

njs
= u−1

1j1
u−1
2j1
..u−1

nj1

(
(g′)−1K ′′

s g
′).

Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà è çàìåíÿÿ â ðàâåíñòâàõ (6)
ïîäñëîâà u−1

1js
u−1
2js
..u−1

njs
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûì ñëîâîì u−1

1j1
u−1
2j1
..u−1

nj1

(
(g1)

−1K ′′
s g

′),
ïîëó÷èì

v−1
i Ksvi = u−1

1j1
u−1
2j1
..u−1

nj1
u′0jsu1j1u2j1 ..unj1 ,

ãäå u′0js =
(
(g′)−1K ′′

s g1
)
u′0js

(
(g1)

−1 (K ′′
s )

−1 g′
)
∈ (M ′

s).
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Ïóñòü òåïåðü âñå ñëîâà, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (6), ÿâëÿþòñÿ
ñëîâàìè âèäà (d). Òîãäà L

(
u−1
1j u

−1
2j ..u

−1
nj

)
< L (u0j), 1 6 j 6 m. Ïóñòü u0j =

r−1
1 ..r−1

ki
Kjrki ..r1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå: u01un1..u11u

−1
1j u

−1
2j ..u

−1
nj u0j, 1 < j 6

m. Òàê êàê åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò L (u0j) = 2ki + 1, òî ââèäó òîãî, ÷òî
u01un1..u11u

−1
1j u

−1
2j ..u

−1
nj u0j - ïðîñòûå ñëîâà ñ ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè u01 è

u0j, L (u01) = L (u0j), un1..u11u
−1
1j u

−1
2j ..u

−1
nj = r−1

1 ..r−1
ki
hjrki ..r1, ãäå hj ïðèíàäëå-

æèò íåêîòîðîé îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå. Ïîýòîìó u−1
1j u

−1
2j ..u

−1
nj = u−1

11 ..u
−1
n1u

′
0j,

ãäå u′0j ∈ (M ′
s), L

(
u′0j
)
< 2ki + 1. Íî òîãäà ðàâåíñòâà (6) ïðèìóò ñëåäóþùèé

âèä:

v−1
i K1vi = u−1

11 u
−1
21 ..u

−1
n1u01un1un−1,1..u11,

v−1
i Kjvi = u−1

11 u
−1
21 ..u

−1
n1u

′′
0jun1un−1,1..u11,

ãäå 1 < j 6 m, u′′0j = u′0ju0j
(
u′0j
)−1 ∈ (M ′

s).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) ðÿäà (5) ñó-

ùåñòâóåò ïîäãðóïïà ðÿäà (5′) è ñëîâà wij ∈ H òàêèå, ÷òî (Mi) ⊆ w−1
ij

(
M ′

j

)
wij.

Ëåììà 9. Ïóñòü ãðóïïà H ïîðîæäåíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè
ìíîæåñòâàìè H = gp (M0, S) è H = gp (M ′

0, S
′), ãäå S - äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå

ïîäãðóïï ðÿäà (5), S ′ - äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ðÿäà (5′). Òîãäà äëÿ
êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) = v−1

i Civi, Ci /∈ ⟨ai|a2i ⟩ èç (5) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà(
M ′

j

)
èç (5′) è wij ∈ H òàêèå, ÷òî (Mi) = w−1

ij

(
M ′

j

)
wij.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè ëåììû 8 äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) ðÿ-
äà (5) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ðÿäà (5′) è ñëîâà wij ∈ H òàêèå, ÷òî

(Mi) ⊆ w−1
ij

(
M ′

j

)
wij. (7)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ïîäãðóïï ðÿäà (5′), òî åñòü(
M ′

j

)
⊆ w−1

ji (Mi)wji. (8)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8), ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó âëîæåííûõ ïîä-
ãðóïï íàèìåíüøåé äëèíû:

w−1
1 (Mp1)w1 ⊆ (w′

1)
−1 (

M ′
q1

)
w′

1 ⊆ w−1
2 (Mp2)w2 ⊆ ..

... ⊆ (w′
s)

−1 (
M ′

qs

)
w′

s ⊆ (Mp1) , (9)

ãäå wi, w′
i - ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H,

(
Mpj

)
, j = 1, s ïîäãðóïïû ðÿäà (5),

(
M ′

qj

)
,

j = 1, s, - ïîäãðóïïû ðÿäà (5′).
Èç ñîîòíîøåíèé (9) ñëåäóåò, w−1

1 (Mp1)w1s ⊆ (Mp1). Ïîäãðóïïà (Mp1) =
v−1
p1
Cp1vp1 , ãäå Cp1 ∈ Gij èëè Cp1 ∈ Gik, Ãðóïïû Gij è Gik - êîíå÷íû, è ñîîò-

íîøåíèÿõ (9) âñþäó çíàê ⊆ íóæíî çàìåíèòü ðàâåíñòâîì.
Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 9 äîêàçàíà.
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Ëåììà 10. Ïóñòü H1 = gp(M0, S1) è H2 = gp(M ′
0, S

′
1) äâå êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Ḡ. Îñíîâà S ïîäãðóïïû H1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè
ðÿäà

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk1) , (10)

îñíîâà S ′ ïîäãðóïïû H2 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6
(
M ′

k2

)
(10′)

Òîãäà, åñëè H1 è H2 ñîïðÿæåíû â Ḡ, òî åñòü ñóùåñòâóåò z ∈ Ḡ òàêîå,
÷òî z−1H1z = H2, òî ñóùåñòâóåò w ∈ gp(M ′

0, S
′), òàêîå, ÷òî w−1z−1(Mj)zw =

(M ′
s), j = 1, k1, s = 1, k2, ãäå (Mj) - ïîäãðóïïà ðÿäà (10), (M

′
s) - ïîäãðóïïà ðÿäà

(10′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ëåììû ïîäãðóïïû H1 = gp(M0, S1) è H2 =
gp(M ′

0, S
′
1) ñîïðÿæåíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî z ∈ Ḡ òàêîå, ÷òî

z−1gp(M0, S1)z = gp(M ′
0, S

′
1).

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî íåòðàíñôîðì M0 è ìíîæåñòâî ïîäãðóïï ðÿäà (10)
ïîäâåðãíóòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ: z−1M0z, {z−1(Mj)z}j=1,k1

. Ïðèâåäåì îáðàçóþùèå
ïîäãðóïïû z−1gp(M0, S1)z ê ñïåöèàëüíûì îáðàçóþùèì. Íà êàæäîì øàãå óêà-
çàííîãî ïðîöåññà ïîäãðóïïû z−1(Mj)z, ïîðîæäåííûå òðàíñôîðìàìè îäíîãî âè-
äà, ïåðåõîäÿò â ñîïðÿæåííûå è, êðîìå òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (2),
(3), (4) ëåììû 2, ïîðîæäàþùèå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåííûå ñ z−1(Mj)z ìîãóò ïî-
ïîëíÿòüñÿ òðàíñôîðìàìè. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïîäãðóïïû z−1gp(M0, S1)z ñïåöè-
àëüíîå ìíîæåñòâî ïîñòðîåíî:

z−1gp(M0, S1)z = gp(M ′′
0 , S

′′
1 ),

ãäå ïîäãðóïïà S ′′
1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè

(M ′′
1 ) 6 (M ′′

2 ) 6 ... 6
(
M ′′

k′1

)
. (11)

Èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ïîäãðóïï ðÿäà (11) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóï-
ïà z−1(Mj)z ñîïðÿæåíà ëèáî íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ðÿäà (11), ëèáî ïîäãðóïïå
íåêîòîðîé ãðóïïû ðÿäà (11). Òåïåðü ñîïðÿãàåì ïîäãðóïïó gp(M ′′

0 , S
′′
1 ) ñëîâîì z,

ïîëó÷àåì gp(M0, S1) = zgp(M ′′
0 , S

′′
1 )z

−1. Ñîîòâåòñòâåííî ñîïðÿãàþòñÿ ïîäãðóï-
ïû ðÿäà (11) è ñëîâà èç M ′′

0 . Ïîäâåðãíåì ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ïîäãðóïïû
zgp(M ′′

0 , S
′′
1 )z

−1 ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïåðåâîäÿùèì èõ â ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî.
×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì:

zgp(M ′′
0 , S

′′
1 )z

−1 = gp(M ′′′
0 , S

′′′
1 ),

ãäå ïîäãðóïïà S ′′′
1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè

(M ′′′
1 ) 6 (M ′′′

2 ) 6 ... 6
(
M ′′′

k′′′1

)
. (12)
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Êàæäàÿ ïîäãðóïïà z−1(M ′′
j )z ñîïðÿæåíà ëèáî íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ðÿäà

(12), ëèáî ïîäãðóïïå íåêîòîðîé ïîäãðóïïû ðÿäà (12). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîä-
ãðóïï ðÿäîâ (10), (11) è (12) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

w̃−1
ij z

−1(Mi)zw̃ij ⊆ (M ′′
j ),

ãäå (Mi) - ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ðÿäà (10), (M ′′
j ) - íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ðÿäà

(11), w̃ij ∈ z−1gp(M0, S1)z = gp(M ′′
0 , S

′′
1 ), ïîýòîìó w̃ij = z−1wijz ∈ gp(M0, S1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäàÿ ïîäãðóïïà (M ′′
j ) ðÿäà (11) ñîïðÿæåíà ñ íåêîòîðîé

ïîäãðóïïîé èç (M ′′′
s ), òî åñòü w̃−1

js z(M
′′
j )z

−1w̃js ⊆ (M ′′′
s ), ãäå w̃js ∈ gp(M0, S1).

Ïîýòîìó èìååì:

w̃−1
js zw̃

−1
ij z

−1(Mi)zw̃ijz
−1w̃js ⊆ w̃−1

js z(M
′′
j )z

−1w̃js ⊆ (M ′′′
s ), (13)

ãäå ïðîèçâåäåíèå w̃−1
js zw̃

−1
ij z

−1 = w̃−1
js z(z

−1wijz)z
−1 = w̃−1

js wij ∈ gp(M0, S1).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî gp(M ′

0, S
′
1) = gp(M ′′

0 , S
′′
1 ) è gp(M

′′′
0 , S

′′′
1 ) = gp(M0, S1), ìîæíî

ðàñøèðèòü öåïî÷êè âèäà (13), äîáàâëÿÿ ïîäãðóïïû ðÿäà (10′) è çàêàí÷èâàÿ öå-
ïî÷êè âëîæåííûõ ïîäãðóïï ïîäãðóïïàìè èç ðÿäà (10). Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîé
ïîäãðóïïû (Mi) ðÿäà (10) áóäåì èìåòü

w̃−1
s zw̃−1

ij z
−1(Mi)zw̃ijz

−1w̃s ⊆ w̃−1
s z(M ′′

j )z
−1w̃s ⊆

⊆ w̃−1
s zw̃−1

rp (M
′
r)w̃rpz

−1w̃s ⊆ w−1
p z(M ′′

p )z
−1wp ⊆ w̃−1

s (M ′′′
l )w̃s ⊆ (Ms) (14)

ãäå w̃−1
s zw̃−1

ij z
−1 ∈ gp(M0, S1)

Èñïîëüçóÿ öåïî÷êè (14), ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó ìèíèìàëüíîé äëèíû ñëå-
äóþùåãî âèäà:

w−1
p1
zw̃−1

1 z−1(Mp1)zw̃1z
−1wp1 ⊆ w−1

p1
z(M ′′

t2
)z−1wp1 ⊆

⊆ w−1
p1
zw̃−1

3 (M ′
j3
)w̃3z

−1wp1 ⊆ ... ⊆ (Mp1). (15)

Èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî w−1
p1
zw̃−1

1 z−1(Mp1)zw̃1z
−1wp1 ⊆ (Mp1), è òàê êàê

w−1
p1
zw̃−1

1 z−1 ∈ gp(M0, S1), òî w−1
p1
zw̃−1

1 z−1(Mp1)zw̃1z
−1wp1 = (Mp1) è â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (15) âñþäó çíàê ⊆ íóæíî çàìåíèòü íà çíàê =. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

w−1
p1
zw̃−1

1 z−1(Mp1)zw̃1z
−1wp1 = w−1

p1
zw̃−1

3 (M ′
j3
)w̃3z

−1wp1 .

Îòêóäà w̃−1
1 z−1(Mp1)zw̃1 = w̃−1

3 (M ′
j3
)w̃3, ãäå w̃1, w̃3 ∈ gp(M ′

0, S
′
1).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 11. [4] Ïóñòü G - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà ñ äðå-
âåñíîé ñòðóêòóðîé. Ñëîâà v è w, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå
â ãðóïïå Êîêñòåðà G, ñîïðÿæåíû òîãäà òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ëî-
ìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ðåáåð äåðåâà-ãðàôà Γ, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò âåðøèíû ñîîò-
âåòñòâóþùèå äàííûì îáðàçóþùèì ãðóïïû, è êàæäîìó èç ðåáåð âûäåëåííîãî
ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì Êîêñòåðà.
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Òåîðåìà 1. Â ãðóïïå Ḡ ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. H1 = gp(M0, S1) è H2 = gp(M ′
0, S

′
1)- êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Ḡ. Îñíîâà S ïîäãðóïïû H1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè
ðÿäà

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk1) , (10)

îñíîâà S ′ ïîäãðóïïû H2 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6
(
M ′

k2

)
. (10′)

Ïóñòü H1 è H2 ñîïðÿæåíû â Ḡ, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî z òàêîå, ÷òî z−1H1z =
= H2 èëè

z−1gp (M0, S) z = gp (M ′
0, S

′) . (16)

Ïî ëåììå 10 ñóùåñòâóåò w ∈ gp(M ′
0, S

′), òàêîå, ÷òî

w−1z−1(Mi0)zw = (M ′
j0
), (17)

ãäå (Mi0) = v−1
i0
Ci0vi0 , Ci0 ∈ Gij èëè Ci0 ∈ Gik,

(
M ′

j0

)
= g−1

j0
C ′

j0
gj0 , C

′
i0
∈ Gij èëè

C ′
i0
∈ Gik. Ñîîòíîøåíèå (17) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

w−1z−1v−1
i0
Ci0vi0zw = g−1

j0
C ′

j0
gj0 .

Äàëåå, ñîïðÿãàÿ åãî ýëåìåíòîì gj0 ïîëó÷èì(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
Ci0

(
vi0zwg

−1
j0

)
= C ′

j0
. (18)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (17) â âèäå:(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
vi0gp (M0, S) v

−1
i0

(
vi0zwg

−1
j0

)
= gj0gp (M

′
0, S

′) g−1
j0
. (19)

Ïðèâåäåì îáðàçóþùèå ïîäãðóïï vi0gp (M0, S) v
−1
i0
, gj0gp (M

′
0, S

′) g−1
j0

ê ñïåöè-
àëüíûì îáðàçóþùèì. Ïîëó÷åííûå ïîäãðóïïû îáîçíà÷èì ÷åðåç gp (M ′′

0 , S
′′) =

H ′
1 è gp (M ′′′

0 , S
′′′) = H ′

2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì îñíîâà S ′′ ïîðîæäåíà ïîä-
ãðóïïàìè ðÿäà (M ′′

1 ) 6 (M ′′
2 ) 6 ... 6

(
M ′′

k2

)
, îñíîâà S ′′′ � ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′′′
1 ) 6 (M ′′′

2 ) 6 ... 6
(
M ′′′

k2

)
. Îáîçíà÷èì ñëîâî vi0zwg

−1
j0

÷åðåç w̃.
Òîãäà ñîîòíîøåíèå (19) ïðèìåò âèä: w̃gp (M ′′

0 , S
′′) w̃−1 = gp (M ′′′

0 , S
′′′) èëè

w̃ H ′
1w̃

−1
1 = H ′

2. Ñëîâî w̃ áóäåì âûáèðàòü íàèìåíüøèì â äâîéíîì êëàññå ñìåæ-
íîñòè gp (M ′′′

0 , S
′′′) w̃ gp (M ′′

0 , S
′′) èëè H ′

2w̃ H
′
1.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü êàæäàÿ ïîäãðóïïà ðÿäîâ (10) è (10′) ñîïðÿæåíà ñ îáúåäè-
íÿåìîé ïîäãðóïïîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (18) ïðèìåò âèä(

gj0w
−1z−1v−1

i0

)
aj
(
vi0zwg

−1
j0

)
= aj.

Òîãäà ñëîâî w̃ = vi0zwg
−1
j0

ïðèíàäëåæèò öåíòðàëèçàòîðó ýëåìåíòà ai. Â [4]
äîêàçàíà
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü G - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé
ñòðóêòóðîé; ñëîâî w ∈ G òàêîå, ÷òî |w| = 1, òî åñòü w = ai, i = 1, n. Òîãäà
öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà w åñòü ïîäãðóïïà âèäà

C(w) =
⟨
z̃1, z̃2, .., z̃s, w ; z̃2r = 1 , w2 = 1, r = 1, s

⟩
,

ãäå z̃r - öèêëè÷åñêè ñîêðàòèìîå ñëîâî âèäà z̃r = z1z2..zt−1z0z
−1
t−1..z

−1
2 z−1

1 , ãäå zi ∈
Gab, ïîäñëîâî z0 ñîîòâåòñòâóåò çàìûêàþùåìó ðåáðó è |zi| = mab − 1 , i =
0, t− 1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2, öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà ai â ãðóïïå Ḡ áóäåò
èìåòü âèä ñîãëàñíî Ðèñ. 1:

1. Åñëè ÷èñëà mij è mik - ÷åòíûå, òî C(ai) =
⟨
ai, z1, z2; a2i , z

2
r , r = 1, 2

⟩
, ãäå

z1 ∈ Gij, z2 ∈ Gik, |z1| = mij − 1 , |z2| = mik − 1 .

2. Îäíî èç ÷èñåë, íàïðèìåð mij, - ÷åòíîå, äðóãîå, mik, - íå÷åòíîå. C(ai) =
⟨ai, z1; a2i , z

2
1 ⟩, ãäå z1 ∈ Gij, |z1| = mij − 1 .

3. ×èñëà mij è mik - íå÷åòíûå, òî C(ai) = ⟨ai; a2i ⟩ .

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò äåðåâà � ãðàôà Ã

Ñëó÷àé, êîãäà C(ai) = ⟨ai; a2i ⟩ òðèâèàëåí.
Ïóñòü C(ai) =

⟨
ai, z1, z2; a2i , z

2
r , r = 1, 2

⟩
.

Ïóñòü W1 = {wi1}, W2 = {wi2}, i ∈ N - ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ
ïîäãðóïï gp (M ′′

0 , S
′′) è gp (M ′′′

0 , S
′′′) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëîâî w̃ áóäåì âûáèðàòü íàèìåíüøèì â äâîéíîì êëàññå ñìåæíîñòè H ′
2w̃ H

′
1.

Ïðè ýòîì ñëîâî w̃ ìîæåò èìåòü âèä:

a) w̃ = (z1z2)
k;

b) w̃ = (z1z2)
k z1;

c) w̃ = z1.

Îáðàçóþùèì ai â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê îí ïðèíàäëåæèò
îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå.
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a) Ðàññìîòðèì äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè H ′
2 (z1z2)

kH ′
1. Ïðîâåäåì îáùèå ðàñ-

ñóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îãðàíè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè k. Äëÿ ýòîãî
âûÿñíèì, êàêèå âîçìîæíû ñîêðàùåíèÿ íà ñòûêàõ.

Åñëè z1z2 ∈ H ′
2, òî òî k = 0.

Åñëè (z1z2)
t ∈ H ′

2, ãäå t - íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè,
k < t. Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî íàéòè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè t′, ïðè êîòîðîì
(z1z2)

t′ /∈ H ′
2 è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè t′′, ïðè êîòîðîì (z1z2)

t′′ /∈ H ′
1, òîãäà

k < max {t′, t′′}.

Åñëè (z1z2)
t z1 ∈ H ′

2, ãäå t - íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ïîêàçàòåëü ñòåïåíè,
k < t, òî ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî.

Åñëè (z1z2)
t z1left ∈ H ′

2, ãäå z1leftz1right = z1, òî áóäåì èñêàòü ïåðåñå÷åíèå
êëàññîâ ñìåæíîñòè z1rightz2 ⟨z1z2⟩ ∩H ′

1.

Åñëè (z1z2)
t z1z2left ∈ H ′

2, ãäå z2leftz2right = z2, òî áóäåì èñêàòü ïåðåñå-
÷åíèå êëàññîâ ñìåæíîñòè z2right ⟨z1z2⟩ ∩ H ′

1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îãðàíè÷èòü
äëèíó ñëîâà w̃, ïåðåïèøåì îáùóþ ÷àñòü ñëîâà w̃ ñ ïîäãðóïïîé H ′

1 â u �
ñèìâîëàõ ïîäãðóïïû H ′

1 è îáùóþ ÷àñòü ñëîâà w̃ ñ ïîäãðóïïîé H ′
2 â u �

ñèìâîëàõ ïîäãðóïïû H ′
2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä òèïîâ, îãðàíè÷èì äëèíó ñëîâà

w̃. Êîëè÷åñòâî òèïîâ òðàíñôîðì ïîäãðóïï H ′
1 è H

′
2 îãðàíè÷åíî ÷èñëàìè

Aj =

(
2

∑
w(j)∈W (j)

L(w(j)) + 1

)2 (∣∣∣T̃ (j)
∣∣∣) (L(z1z2) + 1)2, j = 1, 2, ãäå

∣∣∣T̃ (j)
∣∣∣ -

ìîùíîñòü ìíîæåñòâà T̃ (j) âñåõ òèïîâ òðàíñôîðì ïîäãðóïïû H ′
j, ïîïîëíåí-

íîå β(j) /∈ Ḡ, j = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, äëèíó ñëîâà w̃ ìîæíî îãðàíè÷èòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: |w̃| 6 2A, ãäå A = max {A1, A2}.

b)Ðàññìîòðèì äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè H ′
2 (z1z2)

k z1H
′
1. Ðàññóæäåíèÿ àíàëî-

ãè÷íû ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (a).

c) Åñëè w̃ = z1, òîãäà, êàê è âûøå, |z1| = mij − 1, z1 ∈ Gij. Â ýòîì ñëó÷àå
vzwg−1

j0
∈ Gij.

Ïóñòü òåïåðü C(ai) = ⟨ai, z1; a2i , z
2
1 ⟩, ãäå z1 ∈ Gij, |z1| = mij − 1 . Ýêâèâà-

ëåíòíî ñëó÷àþ (ñ).
Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ïîäãðóïïû Ci0 è C ′

j0
ñîäåðæàòñÿ â ïîäãðóïïå Gij èëè â

ïîäãðóïïå Gik.
Ñëó÷àé 2.1. Ci0 è C

′
j0
ïîðîæäåíû ýëåìåíòîì åäèíè÷íîé äëèíû, íå ïðèíàä-

ëåæàùèì îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå.

1. Ci0 = C ′
j0
=
⟨
aj|a2j

⟩
. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (18) ïðèìåò âèä

(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
aj
(
vi0zwg

−1
j0

)
= aj.
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Òîãäà ñëîâî vi0zwg
−1
j0

ïðèíàäëåæèò öåíòðàëèçàòîðó ýëåìåíòà aj. Ïðè ýòîì
öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà aj ìîæåò èìåòü âèä ñîãëàñíî Ðèñ. 1:

a) Åñëè ÷èñëà mij è mik - ÷åòíûå èëè mik - ÷åòíîå, mik - íå÷åòíîå, òî
C(aj) =

⟨
aj, z1; a2j , z

2
1

⟩
, ãäå z1 ∈ Gij, |z1| = mij − 1 . Ýòîò ñëó÷àé

ðàññìîòðåí âûøå.

b) Åñëè mij - íå÷åòíîå, mik - ÷åòíîå, òîãäà

C(aj) =
⟨
aj, z1z2z

−1
1 ; a2j ,

(
z1z2z

−1
1

)2 ⟩
,

ãäå z1 ∈ Gij, |z1| = mij − 1 , z2 ∈ Gik, |z2| = mik − 1 . Â ýòîì ñëó÷àå,
ñëîâî w̃ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ.

c) Åñëèmij èmik - íå÷åòíûå, òî C(aj) =
⟨
aj; a

2
j

⟩
. Ýòîò ñëó÷àé òðèâèàëåí.

2. Ci0 =
⟨
aj|a2j

⟩
, C ′

j0
= ⟨ak|a2k⟩ . Ïî ëåììå 11, åñëèmij èmik - íå÷åòíûå, òî w̃ =

w̃1w̃2, ãäå w̃1 ∈ Gik, w̃2 ∈ Gij, ïðè÷åì |w̃1| = mik−1 è |w̃2| = mij−1. Òîãäà
|w̃| = |w̃1w̃2| 6 |w̃1| · |w̃2| = (mik − 1)(mij − 1) . Ïóñòü m = max {mij, mik} .
Òîãäà |w̃| < m2 + 1.

Ñëó÷àé 2.2. Ïîäãðóïïû Ci0 è C
′
j0
ïîðîæäåíû ýëåìåíòàìè äëèíû áîëüøå åäè-

íèöû.

1. Ïîäãðóïïû Ci0 è C
′
j0
ïîðîæäåíû ýëåìåíòàìè èç îäíîé ïîäãðóïïû, íàïðè-

ìåð, Gij. Â ýòîì ñëó÷àå, â ñîîòíîøåíèè (18) ñëîâî w̃ = vi0zwg
−1
j0

òàê-
æå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Gij. Òîãäà äëèíà ñëîâà w̃ îãðàíè÷åíà äëèíîé
îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîäãðóïïû Gij: |w̃| < 2mij.

2. Ïîäãðóïïû Ci0 è C
′
j0
ïîðîæäåíû ýëåìåíòàìè èç ðàçíûõ ïîäãðóïï, òî åñòü

â ñîîòíîøåíèè (18) Ci0 ⊂ Gij, à C ′
j0

⊂ Gik. Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí, òàê
êàê ñëîâà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, äëèíû êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû, ïðèíàäëå-
æàùèå ðàçíûì ïîäãðóïïàì âèäà Gij íå ìîãóò áûòü ñîïðÿæåíû â Ḡ.

Ñëó÷àé 3. H1 = gp (M0, S) è H2 = gp (M ′
0, S

′) îñíîâû S è S ′ ðàâíû åäèíèöå,
òî åñòü H1 = (M0) è H2 = (M ′

0), è ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïîäãðóïïàìè â Ḡ. È
ïóñòü (M0) = ⟨X1, X2, .., Xn⟩ è (M ′

0) = ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩. Âûÿñíèì ñóùåñòâóåò ëè
ñëîâî z ∈ Ḡ òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z−1(M0)z = (M ′
0). (20)

Ýëåìåíò z áóäåì âûáèðàòü íàèìåíüøèì â äâîéíîì êëàññå ñìåæíîñòè
(M0)z(M

′
0).

Îáðàçóþùèå {Xi}, i = 1, n ïîäãðóïïû (M0) è îáðàçóþùèå {Yi}, i = 1, n ïîä-
ãðóïïû (M ′

0) ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1. Ëåâàÿ ïîëîâèíà êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n, èìåþùåãî íå÷åòíóþ äëèíó
èçîëèðîâàíà â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n. Ëåâàÿ è

ïðàâàÿ ïîëîâèíû êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n, èìåþùåãî ÷åòíóþ äëèíó
èçîëèðîâàíû â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n;

2. Áîëüøèé íà÷àëüíûé è áîëüøèé êîíå÷íûé îòðåçêè êàæäîãî Xi ∈ {Xi},
i = 1, n, èçîëèðîâàíû â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n;

3. Äëÿ êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå L (wε1
1 Xiw

ε2
2 ) >

L (Xi), ãäå ws ∈ {{Xj} \Xi}, j = 1, n, s = 1, 2.

Îáðàçóþùèå ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ ïîäãðóïïû (M ′
0) óïîðÿäî÷èì ïî äëèíàì 1 6

≤ L (Y ′
1) 6 ... 6 L (Y ′

n).
Ïóñòü îáðàçóþùèé Xi ∈ (M0) - öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèì. Åñëè âñå îáðàçóþ-

ùèå (M0) öèêëè÷åñêè ñîêðàòèìû, òî, ñîïðÿãàÿ (M0) íåêîòîðûì ýëåìåíòîì z1,
ïîëó÷èì ïîäãðóïïó z−1

1 (M0)z1 = (M ′′
0 ), â êîòîðîé ýëåìåíò z

−1
1 Xiz1 = X ′′

i öèêëè-
÷åñêè íåñîêðàòèì è L (X ′′

i ) > 1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (20) ñïðàâåäëèâî, òîãäà z−1Xiz = Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is ,

ãäå εt = ±1, L (z−1Xi) > L (z), L (Xiz) > L (z), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, z íå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè, è ïîñêîëüêó Xi öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèì, òî,
åñëè èìååò ìåñòî ñîêðàùåíèå ìåæäó z−1 èXi, òî ïðîèçâåäåíèåXiz íåñîêðàòèìî.
Ïîýòîìó

z−1Xiz = z−1X0Xnz = z−1
n X−1

0 X0XnX0zn = z−1
n XnX0zn ,

ãäå Xi = X0Xn ∈ G è

z−1
n XnX0zn = Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is ,

Ïðè ýòîì L (zn) 6
[
L(Yn)

2

]
, ãäå Yn - ïîäñëîâî, èìåþùåå ìàêñèìàëüíóþ äëèíó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L (zn) >
[
L(Yn)

2

]
. Òîãäà ñëîâî Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòûõ ñëîâ, ìåæäó êîòîðû-
ìè èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåðâîãî ðîäà, òî åñòü Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is = v1v2...vp−1vp. Òàê

êàê L (zn) 6
[
L(vp)

2

]
è áîëüøèé êîíå÷íûé îòðåçîê vp íå çàòðàãèâàåòñÿ ñîêðàùå-

íèåì, òî äëèíó zn ìîæíî óêîðîòèòü, óìíîæàÿ ñïðàâà íà v−1
p , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó z. Ïîýòîìó L (Y ε1
i1 Y

ε2
i2 ..Y

εs
is ) 6 L (Xi) + L (Yn) + 1.

Äàëåå, â ïîäãðóïïå (M ′
0) = ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ñëîâ V =

{v1, v2, .., vm}, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò L (Xi) + L (Yn) + 1.
Ïðè ýòîì êàæäîå èç vi ñîïðÿæåíî ñ Xi â ãðóïïå G. Ïóñòü âñå vi = v−1

i0 v
′
ivi0, òî

åñòü v′i öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìû â G. Òðàíñôîðìèðóåì ïîäãðóïïó ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩
ýëåìåíòîì v−1

i0 . Ïîëó÷èì v−1
i0 ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ vi0 = ⟨Y ′

1 , Y
′
2 .., Y

′
n⟩, ãäå {Y ′

1 , Y
′
2 .., Y

′
n}

- ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ïîäãðóïïû v−1
i0 ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ vi0. Èçâåñòíî

[3], ÷òî íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêàXi áóäåò ñîïðÿæåíà ñ v′i ñ ïîìîùüþ
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ýëåìåíòà ai èç îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïû. Ïîýòîìó òðàíñôîðìèðóåì ïîäãðóïïó
⟨X1, X2, .., Xn⟩ ðàçëè÷íûìè Xi,left, òî åñòü íà÷àëüíûìè ïîäñëîâàìè Xi,left ñëîâà
Xi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîäãðóïï{⟨

X−1
i,leftX1Xi,left, ..., X

−1
i,leftXi−1Xi,left, Xi,leftXi,right, X

−1
i,leftXi+1Xi,left, ...

. . . , X−1
i,leftXnXi,left

⟩}
=
{
⟨{Xi}⟩Xi,left

}
.

Âûäåëèì èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîäãðóïïó, ó êîòîðîé Xi ñîïðÿæåíî ñ v′i ýëå-
ìåíòîì ai. Òðàíñôîðìèðóåì âûäåëåííóþ ïîäãðóïïó ýëåìåíòîì ai è ïðîâåðèì
âûïîëíèìîñòü ñîîòíîøåíèÿ:

ai

⟨
{Xi}i=1,n

⟩Xi,left

ai ⊂
⟨
{Xi}i=1,n

⟩v−1
i0 ⊂ ai

⟨
{Xi}i=1,n

⟩Xi,left

ai. (21)

Åñëè ñîîòíîøåíèå (21) âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîäãðóïïû H1 è H2 ñîïðÿæåíû. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó Êîêñòåðà ñ äðå-
âåñíîé ñòðóêòóðîé G, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâó-
ïîðîæäåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà îáúåäèíåííûõ ïî êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîä-

ãðóïïàì: G =

⟨
n∏

s=1

∗Gs; rel G1, .., rel Gs; ai = a′i

⟩
. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïå Êîêñ-

òåðà G ñîîòâåòñòâóåò äåðåâî - ãðàô Γ̄ òàêîé, ÷òî, åñëè âåðøèíàì íåêîòîðîãî
ðåáðà ē ãðàôà Γ̄ ñîîòâåòñòâóþò ãðóïïû Êîêñòåðà íà äâóõ îáðàçóþùèõ Gij =
⟨ai, aj; (ai)2, (aj)2, (aiaj)mij⟩ è Gik = ⟨ai, ak; (ai)2, (ak)2, (aiak)mik⟩, òîãäà ðåáðó
ē ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ⟨ai |(ai)2 ⟩.

Ðàññìîòðèì äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå n− 1 ñîìíîæèòåëåé, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ñâÿçíûé äåðåâî-ãðàô Γ̄n−1, Γ̄n−1 ⊂ Γ. Ãðóïïó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðàôó
Γ̄n−1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ḡn−1. Ïóñòü n-ûé ñîìíîæèòåëü - ïîäãðóïïà Gxy ñîîòâåò-
ñòâóåò âåðøèíå äåðåâà � ãðàôà Γ̄, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ãðàôîì Γ̄n−1 ðåáðîì et. Ïðè
ýòîì ðåáðó et ñîîòâåòñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà ⟨ax |(ax)2 ⟩.
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ïðåäñòàâëåíà êàê ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï
- Ḡn−1 è Gxy, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ïîðÿäêà äâà ⟨ax |(ax)2 ⟩,
òî åñòü G = Ḡn−1 ∗

⟨ax|a2x⟩
Gxy.

Ñëîâî èç ãðóïïû G ìîæíî ïðåäñòàâèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå:

g = l1gl2g..lngKgrng..r1g ,

ãäå rtg è l−1
sg - ïðåäñòàâèòåëè ïðàâûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ãðóïïû Ḡn−1 èëè Gxy

ïî öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå ⟨ax |(ax)2 ⟩, ïðè÷åì rtg, rt+1g (àíàëîãè÷íî lsg, ls+1g )
ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ñîìíîæèòåëÿì ãðóïïû G. Kg - ÿäðî ñëîâà g.

Åñëè Kg íå ïðèíàäëåæèò îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå, òî ñëîãè lng è rng ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó ñîìíîæèòåëþ ãðóïïû G, à Kg - äðóãîìó.

Äëÿ ãðóïïû G = Ḡn−1 ∗
⟨ax|a2x⟩

Gxy ïîíÿòèÿ òðàíñôîðìû, ëåâîé (ïðàâîé) ïîëî-

âèíû, èçîëèðîâàííîé ïîëîâèíû, ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà, ñëîâà, ïðîñòîãî ñëîâà



50 Â. Í. ÁÅÇÂÅÐÕÍÈÉ, Î. Â. ÈÍ×ÅÍÊÎ

îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê äëÿ ãðóïïû Ḡ. À òàêæå äëÿ ãðóïïûG = Ḡn−1 ∗
⟨ax|a2x⟩

Gxy

ñïðàâåäëèâû ëåììû 1-8, è ñëåäñòâèÿ 1,2.
Ïóñòü H - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðîæäåíà äâóìÿ ðàç-

ëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè ìíîæåñòâàìè, òî åñòü H = gp (M0, S) è H = gp (M ′
0, S

′),
ãäå îñíîâà S ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk) , (22)

à S ′ ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6 (M ′
k) , (22′)

(Mi) = v−1
i Civi , Ci ∈ Ḡn−1 èëè Ci ∈ Gxy;

(
M ′

j

)
= g−1

j C ′
jgj, C

′
j ∈ Ḡn−1 èëè

C ′
j ∈ Gxy .

Ëåììà 12. Ïóñòü ãðóïïà H ïîðîæäåíà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè
ìíîæåñòâàìè H = gp (M0, S) è H = gp (M ′

0, S
′), ãäå S - äðåâåñíîå ïðîèçâåäå-

íèå ïîäãðóïï ðÿäà (22), S ′- äðåâåñíîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ðÿäà (22′). Òîãäà
äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) = v−1

i Civi èç (22) ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
(
M ′

j

)
èç (22′) è wij ∈ H òàêèå, ÷òî (Mi) = w−1

ij

(
M ′

j

)
wij, ãäå Ci íå ïðèíàäëåæèò

îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ïîäãðóïïû (Mi) ðÿäà (22) ñóùåñòâóåò ïîä-
ãðóïïà ðÿäà (22′) è ñëîâà wij ∈ H òàêèå, ÷òî

(Mi) ⊆ w−1
ij

(
M ′

j

)
wij. (∗)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ïîäãðóïï ðÿäà (22′), òî åñòü(
M ′

j

)
⊆ w−1

ji (Mi)wji. (∗∗)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (*) è (**), ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó âëîæåííûõ
ïîäãðóïï íàèìåíüøåé äëèíû:

w−1
1 (Mp1)w1 ⊆ (w′

1)
−1 (

M ′
q1

)
w′

1 ⊆ w−1
2 (Mp2)w2 ⊆ ...

.. ⊆ (w′
s)

−1 (
M ′

qs

)
w′

s ⊆ (Mp1) , (∗ ∗ ∗)

ãäå wi, w′
i - ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H,

(
Mpj

)
, j = 1, s ïîäãðóïïû ðÿäà (22),

(
M ′

qj

)
,

j = 1, s, - ïîäãðóïïû ðÿäà (22′).
Èç ñîîòíîøåíèé (***) ñëåäóåò, w−1

1 (Mp1)w1 ⊆ (Mp1). Ïîäãðóïïà (Mp1) =
v−1
p1
Cp1vp1 , ãäå Cp1 ∈ Ḡn−1 èëè Cp1 ∈ Gxy. Ïóñòü Cp1 ∈ Ḡn−1. Òîãäà ãðóï-

ïà (Mp1) = v−1
p1
Cp1vp1 - áåñêîíå÷íà, è (Mp1) ñîäåðæèò òðàíñôîðìó v−1

p1
Kvp1 ,

ÿäðî êîòîðîé íå ñîïðÿæåíî íè îäíîìó ýëåìåíòó èç îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïû
⟨ax; a2x⟩. Òàê êàê w1 ∈ H, w−1

1 = u−1
1 ...u−1

n , ãäå u−1
1 ...u−1

n - ñëîâî â H, òî â H
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå: u−1

1 ...u−1
n

(
v−1
p1
Kvp1

)
un...u1 = v′p1

−1K1v
′
p1 , â êîòîðîì

u−1
1 ...u−1

n

(
v−1
p1
Kvp1

)
un...u1 - ïðîñòîå ñëîâî è âñå ui - òðàíñôîðìû, óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèþ: L (u1) 6 L (u2) 6 .. 6 L (un) 6 2L (vp1) + 1.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå
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u−1
1 ...u−1

n

(
v−1
p1
Kvp1

)
un...u1

(
v′p1

−1K−1
1 v′p1

)
= 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u1 /∈ (Mp1), òîãäà u
−1
1 ...u−1

n

(
v−1
p1
Kvp1

)
un...u1

(
v′−1

p1
K−1

1 v′p1
)

ÿâëÿåòñÿ ñëîâîì â ïîäãðóïïå H è ïîòîìó íå ðàâíî åäèíèöå. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, u1 ∈ (Mp1). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
âñå ui ∈ (Mp1). Òîãäà w

−1
1 (Mp1)w1 = (Mp1). Òàêèì îáðàçîì, â ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè (***) âñå çíàêè ⊆ íóæíî çàìåíèòü çíàêîì =.
Ëåììà 12 äîêàçàíà.

Ëåììà 13. Ïóñòü H1 = gp (M0, S) è H2 = gp (M ′
0, S

′) äâå êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G. Îñíîâà S ïîäãðóïïû H1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè
ðÿäà

(M1) 6 (M2) 6 ... 6 (Mk1) , (23)

îñíîâà S ′ ïîäãðóïïû H2 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′
1) 6 (M ′

2) 6 ... 6
(
M ′

k2

)
. (23′)

Òîãäà, åñëè H1 è H2 ñîïðÿæåíû â G, òî åñòü ñóùåñòâóåò z ∈ G òàêîå,
÷òî z−1H1z = H2, òî ñóùåñòâóåò w ∈ gp(M ′

0, S
′), òàêîå, ÷òî w−1z−1(Mj)zw =

(M ′
s), j = 1, k1, s = 1, k2, ãäå (Mj) � ïîäãðóïïà ðÿäà (23), (M ′

s) � ïîäãðóïïà ðÿäà
(23′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 10.

Òåîðåìà 3. Â êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïå Êîêñòåðà ñ äðåâåñíîé ñòðóê-
òóðîé ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà ñ äðå-
âåñíîé ñòðóêòóðîé, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóïîðîæ-
äåííûõ ãðóïï Êîêñòåðà îáúåäèíåííûõ ïî êîíå÷íûì öèêëè÷åñêèì ïîäãðóïïàì:

G =

⟨
n∏

s=1

∗Gs; rel G1, .., rel Gs; ai = a′i

⟩
.

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî êîëè÷å-
ñòâó ñîìíîæèòåëåé â ñâîáîäíîì ïðîèçâåäåíèè ñ îáúåäèíåíèåì. Ïðè ýòîì òåî-
ðåìà 1 ïîñëóæèò áàçîé èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
ðàçðåøèìà ïðè n− 1 ñîìíîæèòåëÿõ. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðåäñòàâèì ãðóïïó G
êàê ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï - Ḡn−1 è Gxy, îáúåäèíåííûõ ïî öèêëè-
÷åñêîé ïîäãðóïïå ïîðÿäêà äâà ⟨ax|a2x⟩, òî åñòü G = Ḡn−1 ∗

⟨ax|a2x⟩
Gxy.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ â ãðóïïå Ḡn−1 ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè
ïîäãðóïï ðàçðåøèìà. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äàííàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøèìà
è â ãðóïïå G.
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Ïóñòü H1 = gp (M0, S) è H2 = gp (M ′
0, S

′) - êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïîäãðóïïû
ãðóïïû G. Îñíîâà S ïîäãðóïïû H1 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà (23) îñíîâà
S ′ ïîäãðóïïû H2 ïîðîæäåíà ïîäãðóïïàìè ðÿäà (23′).

ÏóñòüH1 èH2 ñîïðÿæåíû âG òî åñòü ñóùåñòâóåò ñëîâî z òàêîå, ÷òî z−1H1z =
H2 èëè

z−1gp (M0, S) z = gp (M ′
0, S

′) . (24)

Ïî ëåììå 12 ñóùåñòâóåò w ∈ gp(M ′
0, S

′), òàêîå, ÷òî

w−1z−1(Mi0)zw = (M ′
j0
), (25)

ãäå (Mi0) = v−1
i0
Ci0vi0 , Ci0 ∈ Ḡn−1 èëè Ci0 ∈ Gxy,

(
M ′

j0

)
= g−1

j0
C ′

j0
gj0 , C

′
j0

∈ Ḡn−1

èëè C ′
j0
∈ Gxy. Ñîîòíîøåíèå (25) ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå

w−1z−1v−1
i0
Ci0vi0zw = g−1

j0
C ′

j0
gj0 .

Äàëåå, ñîïðÿãàÿ åãî ýëåìåíòîì gj0 , ïîëó÷èì(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
Ci0

(
vi0zwg

−1
j0

)
= C ′

j0
, (26)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (6) â âèäå:(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
vi0gp (M0, S) v

−1
i0

(
vi0zwg

−1
j0

)
= gj0gp (M

′
0, S

′) g−1
j0
. (27)

Ïðèâåäåì îáðàçóþùèå ïîäãðóïï vi0gp (M0, S) v
−1
i0
, gj0gp (M

′
0, S

′) g−1
j0

ê ñïåöè-
àëüíûì îáðàçóþùèì. Ïîëó÷åííûå ïîäãðóïïû îáîçíà÷èì ÷åðåç gp (M ′′

0 , S
′′) =

H ′
1 è gp (M ′′′

0 , S
′′′) = H ′

2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì îñíîâà S ′′ ïîðîæäåíà ïîä-
ãðóïïàìè ðÿäà (M ′′

1 ) 6 (M ′′
2 ) 6 ... 6

(
M ′′

k2

)
, îñíîâà S ′′′ � ïîäãðóïïàìè ðÿäà

(M ′′′
1 ) 6 (M ′′′

2 ) 6 ... 6
(
M ′′′

k2

)
.

Ïóñòü W1 = {wi1}, W2 = {wi2}, i ∈ N - ñïåöèàëüíûå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ
ïîäãðóïï gp (M ′′

0 , S
′′) è gp (M ′′′

0 , S
′′′) ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ñëîâî vi0zwg

−1
j0

÷åðåç w̃. Ñîîòíîøåíèå (27) ïåðåïèøåì â âèäå: w̃gp (M ′′
0 , S

′′) w̃−1 = gp (M ′′′
0 , S

′′′)
èëè w̃H ′

1w̃
−1 = H ′

2.
Ñëîâî w̃ áóäåì âûáèðàòü íàèìåíüøèì â äâîéíîì êëàññå ñìåæíîñòè H ′

2w̃H
′
1.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü êàæäàÿ ïîäãðóïïà ðÿäîâ (23) è (23′) ñîïðÿæåíà ñ îáúåäè-
íÿåìîé ïîäãðóïïîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (26) ïðèìåò âèä:(

gj0w
−1z−1v−1

i0

)
ax
(
vi0zwg

−1
j0

)
= ax.

Ñëîâî vi0zwg
−1
j0

ïðèíàäëåæèò öåíòðàëèçàòîðó ýëåìåíòà ax.
Ïóñòü w̃ = z1z2..zn. Ðàññìàòðèâàåì äâîéíîé êëàññ ñìåæíîñòè H ′

2w̃H
′
1. Ïðî-

âåäåì âñåâîçìîæíûå ñîêðàùåíèÿ íà ñòûêàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå ñîêðà-
ùåíèÿ ìû ïîëó÷èëè H ′

2zi,rightzi+1...zl−1zl,leftH
′
1, 1 6 i 6 n, i 6 l 6 n. Äàëåå áó-

äåì èñêàòü ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ ñìåæíîñòè zi,rightC (ax)∩H ′
1 è C (ax) zl,left∩H ′

2.
Äàííàÿ ïðîáëåìà â ãðóïïå G ðàçðåøèìà [6]. Íàì íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü äëè-
íó ñëîâà w̃. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì îáùóþ ÷àñòü ñëîâà w̃ ñ ïîäãðóïïîé H ′

1 â
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u � ñèìâîëàõ ïîäãðóïïû H ′
1 è îáùóþ ÷àñòü ñëîâà w̃ ñ ïîäãðóïïîé H ′

2 â u �
ñèìâîëàõ ïîäãðóïïû H ′

2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä òèïîâ, îãðàíè÷èì äëèíó ñëîâà w̃.
Êîëè÷åñòâî òèïîâ òðàíñôîðì ïîäãðóïï H ′

1 è H ′
2 îãðàíè÷åíî ÷èñëàìè Aj =(

2
∑

w(j)∈W (j)

L(w(j)) + 1

)2 (∣∣∣T̃ (j)
∣∣∣)2+M, j = 1, 2, ãäå

∣∣∣T̃ (j)
∣∣∣ - ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

T̃ (j)- ìíîæåñòâà âñåõ òèïîâ òðàíñôîðì ïîäãðóïïû H ′
j, ïîïîëíåííîå β

(j) /∈ G,
j = 1, 2; M = max

16a,b6n
{mab}, mab - ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Êîêñòåðà

ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì, äëèíó ñëîâà w̃ ìîæíî îãðàíè÷èòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: |w̃| 6 2A, ãäå A = max {A1, A2}.

Èòàê, â êà÷åñòâå ñëîâà w̃ áóäåì âûáèðàòü ñëîâà, ïðèíàäëåæàùèå öåíòðàëè-
çàòîðó C (ax), óäîâëåòâîðÿþùèå ïîëó÷åííîìó îãðàíè÷åíèþ íà äëèíó, è ïðîâå-
ðÿòü ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ w̃H ′

1w̃
−1 = H ′

2.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîäãðóïïû Ci0 è C

′
j0
ïîðîæäåíû ýëåìåíòîì åäè-

íè÷íîé äëèíû, òî åñòü îáðàçóþùèì, íå ïðèíàäëåæàùèì îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóï-
ïå. Ïóñòü Ci0 =

⟨
aq; a

2
q

⟩
è C ′

j0
=
⟨
ap; a

2
p

⟩
, aq, ap ∈ Ḡn−1. Â ýòîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ

ëåììó 11, âûÿñíèì, ñîïðÿæåíû ëè îáðàçóþùèå aq è ap. Åñëè ýòè îáðàçóþùèå
íå ñîïðÿæåíû, òî ïîäãðóïïû H ′

1 è H
′
2 òàêæå íå ñîïðÿæåíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàçóþùèå aq è ap ñîïðÿæåíû íåêîòîðûì ñëîâîì z0, òî
åñòü z0aqz

−1
0 = ap. Òîãäà â ðàâåíñòâå

(
gj0w

−1z−1v−1
i0

)
aq
(
vi0zwg

−1
j0

)
= ap ñäåëàåì

âñòàâêè:
(
gj0w

−1z−1v−1
i0
z−1
0

)
z0aqz

−1
0

(
z0vi0zwg

−1
j0

)
= ap . Ïîëó÷èì:(

gj0w
−1z−1v−1

i0
z−1
0

)
ap
(
z0vi0zwg

−1
j0

)
= ap,

òî åñòü, gj0w
−1z−1v−1

i0
z−1
0 = w̃z−1

0 ∈ CG (ap) è ñëîâî w̃ áóäåì èñêàòü â êëàññå
ñìåæíîñòè CG(ap)z0. Òîãäà ñëîâî w̃ áóäåò èìåòü âèä: w̃ = hz0, ãäå h ∈ CG(ap).
Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî z0H ′

1z
−1
0 = H ′

2. Åñëè äàííîå ðàâåíñòâî âûïîëíå-
íî, òî ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû, ñëîâî z0 èçâåñòíî. Åñëè æå z0H ′

1z
−1
0 ̸= H ′

2, òî,
èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ , ïðèâåäåííûå âûøå, èùåì ýëåìåíò h ∈ CG(ap).

Åñëè îäèí èç îáðàçóþùèõ ïðèíàäëåæèò ãðóïïå Gxy èëè îáà îáðàçóþùèõ
ïðèíàäëåæàò ãðóïïå Gxy, òî èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü êàæäàÿ ïîäãðóïïà ðÿäîâ (23) è (23′) íå ñîïðÿæåíà ñ ýëå-
ìåíòîì åäèíè÷íîé äëèíû, òî åñòü Ci0 ⊂ Ḡn−1 èëè Ci0 ⊂ Gxy; C ′

j0
⊂ Ḡn−1 èëè

C ′
j0
⊂ Gxy. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîäãðóïïû Ci0 è C

′
j0
ñîäåðæàòñÿ â ãðóïïå

Ḡn−1. Ïóñòü ïîäãðóïïû Ci0 è C
′
j0
ïîðîæäåíû ÿäðàìè òðàíñôîðì ïîðîæäàþùèõ

ïîäãðóïï ðÿäîâ (23) è (23′). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç Ai è A′
j. Ïî èíäóêòèâíîìó

ïðåäïîëîæåíèþ, â ãðóïïå Ḡn−1 ïðîáëåìà ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï ðàçðåøèìà.
Åñëè ïîäãðóïïû Ai è A′

j ñîïðÿæåíû, òî ñóùåñòâóåò ñëîâî z0 ∈ Ḡn−1 òàêîå, ÷òî
z−1
0 Aiz0 = A′

j. Íàõîäèì z0 è ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî z−1
0 H ′

1z0 = H ′
2. Åñëè ðàâåíñòâî

âûïîëíåíî, òî ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Åñëè æå äàííîå ðàâåíñòâî íå âûïîëíåíî,
òî â ðàâåíñòâå (26) ñäåëàåì âñòàâêè:(

gj0w
−1z−1v−1

i0
z0
)
z−1
0 Aiz0

(
z−1
0 vi0zwg

−1
j0

)
= A′

j.



54 Â. Í. ÁÅÇÂÅÐÕÍÈÉ, Î. Â. ÈÍ×ÅÍÊÎ

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå z−1
0 Aiz0 = A′

j, ïîëó÷èì(
gj0w

−1z−1v−1
i0
z0
)
A′

j

(
z−1
0 vi0zwg

−1
j0

)
= A′

j,

è h = gj0w
−1z−1v−1

i0
z0 ∈ NG

(
C ′

j0

)
.

Ïóñòü z−1
0 H ′

1z0 = H ′′
1. Â ïîäãðóïïå H ′′

1 áåðåì ëþáîé îáðàçóþùèé, ñëîãîâîé
äëèíû áîëüøå åäèíèöû, w0 = b0w0,ïð, ãäå b0 - ïåðâûé ñëîã w0. Òîãäà hw0h

−1 =
Y1Y2..Yn ∈ H ′

2. Y1 ∈ A′
j, Y2 = a0Y

′
2 , ãäå a0 - ïåðâûé ñëîã Y2. a0 è b0 ïðèíàäëåæàò

îäíîìó ñîìíîæèòåëþ, ñëåäîâàòåëüíî,

hb0 = Y1a0a
′,

ãäå a′ ∈ ⟨ax; a2x⟩. Òîãäà h = Y1a0a
′b−1
0 .

Ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî hH ′′
1 h

−1 = H ′
2 èëè Y1a0a

′b−1
0 H ′′

1 b0a
′a−1

0 Y −1
1 = H ′

2. Òàê
êàê Y1 ∈ H ′

2, òî Y1 ìîæíî óäàëèòü èç ðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå h
ìîæåì âçÿòü h′ = a0a

′b−1
0 .

Ñëîâî h′ áóäåì èñêàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Áåðåì âñå îáðàçóþùèå ïîäãðóïïû H ′′

1, ñëîãîâàÿ äëèíà êîòîðûõ áîëüøå åäè-
íèöû, è âñå îáðàçóþùèå ïîäãðóïïû H ′

2, ñëîãîâàÿ äëèíà êîòîðûõ áîëüøå åäèíè-
öû. Äàëåå áåðåì ïåðâûå ñëîãè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ñîìíîæèòåëþ è ñîñòàâ-
ëÿåì ïðîèçâåäåíèÿ a0a′b

−1
0 . Çàòåì ïðîâåðÿåì ðàâåíñòâî h′H ′′

1 (h
′)−1 = H ′

2. Åñëè
ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî èñõîäíûå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû. Åñëè íåò, òî ñîñòàâ-
ëÿåì ñëåäóþùåå ñëîâî h′ è ñíîâà ïðîâåðÿåì ñîîòíîøåíèå h′H ′′

1 (h
′)−1 = H ′

2.
Ñëó÷àé, êîãäà Ci0 ⊂ Ḡn−1, à C ′

j0
⊂ Gxy íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ

ïîäãðóïïà ãðóïïû Gxy - êîíå÷íà. Ïîäãðóïïà ãðóïïû Ḡn−1 ìîæåò áûòü êîíå÷-
íîé èëè áåñêîíå÷íîé. Åñëè ïîäãðóïïà Ci0 ⊂ Ḡn−1 áåñêîíå÷íà, òî ñîïðÿæåíèå
íå âîçìîæíî. Åñëè ïîäãðóïïà Ci0 ⊂ Ḡn−1 êîíå÷íà, òî Ci0 ⊂ Gs, ãäå Gs - äâó-
ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Ḡn−1, òî
ñîïðÿæåíèå òàêæå íå âîçìîæíî.

Ñëó÷àé, êîãäà Ci0 ⊂ Gxy, è C ′
j0
⊂ Gxy òðèâèàëåí.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü â ïîäãðóïïàõ H1 = gp (M0, S) è H2 = gp (M ′
0, S

′) îñíîâû S è
S ′ ðàâíû åäèíèöå, òî åñòü H1 = (M0) è H2 = (M ′

0), è ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïîä-
ãðóïïàìè â G. È ïóñòü (M0) = ⟨X1, X2, .., Xn⟩ è (M ′

0) = ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩. Âûÿñíèì
ñóùåñòâóåò ëè ñëîâî z ∈ G òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z−1(M0)z = (M ′
0). (28)

Ýëåìåíò z áóäåì âûáèðàòü íàèìåíüøèì â äâîéíîì êëàññå ñìåæíîñòè
(M0)z(M

′
0).

Îáðàçóþùèå {Xi}, i = 1, n ïîäãðóïïû (M0) è îáðàçóþùèå {Yi}, i = 1, n ïîä-
ãðóïïû (M ′

0) ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ëåâàÿ ïîëîâèíà êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n, èìåþùåãî íå÷åòíóþ äëèíó
èçîëèðîâàíà â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n. Ëåâàÿ è

ïðàâàÿ ïîëîâèíû êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n, èìåþùåãî ÷åòíóþ äëèíó
èçîëèðîâàíû â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n;
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2. Áîëüøèé íà÷àëüíûé è áîëüøèé êîíå÷íûé îòðåçêè êàæäîãî Xi ∈ {Xi},
i = 1, n èçîëèðîâàíû â ìíîæåñòâå {{Xj} \Xi} ∪

{{
X−1

j

}
\X−1

i

}
, j = 1, n;

3. Äëÿ êàæäîãî Xi ∈ {Xi}, i = 1, n ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå L (wε1
1 Xiw

ε2
2 ) >

L (Xi), ãäå ws ∈ {{Xj} \Xi}, j = 1, n, s = 1, 2.

Îáðàçóþùèå ⟨Y1, Y2, . . . , Yn⟩ ïîäãðóïïû (M ′
0) óïîðÿäî÷èì ïî äëèíàì 1 6

6 L (Y ′
1) 6 ... 6 L (Y ′

n).
Ïóñòü îáðàçóþùèé Xi ∈ (M0) - öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèì. Åñëè âñå îáðàçóþ-

ùèå (M0) öèêëè÷åñêè ñîêðàòèìû, òî, ñîïðÿãàÿ (M0) íåêîòîðûì ýëåìåíòîì z1,
ïîëó÷èì ïîäãðóïïó z−1

1 (M0)z = (M ′′
0 ), â êîòîðîé ýëåìåíò z−1

1 Xiz = X ′′
i öèêëè-

÷åñêè íåñîêðàòèì è L (X ′′
i ) > 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (28) ñïðàâåäëèâî, òîãäà z−1Xiz = Y ε1
i1 Y

ε2
i2 ..Y

εs
is ,

ãäå εt = ±1, L (z−1Xi) > L (z), L (Xiz) > L (z), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, z íå óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè, è ïîñêîëüêó Xi öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèì, òî,
åñëè èìååò ìåñòî ñîêðàùåíèå ìåæäó z−1 èXi, òî ïðîèçâåäåíèåXiz íåñîêðàòèìî.
Ïîýòîìó

z−1Xiz = z−1X0Xnz = z−1
n X−1

0 X0XnX0zn = z−1
n XnX0zn,

ãäå Xi = X0Xn ∈ G è z−1
n XnX0zn = Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is ,

Ïðè ýòîì L (zn) 6
[
L(Yn)

2

]
, ãäå Yn - ïîäñëîâî, èìåþùåå ìàêñèìàëüíóþ äëèíó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L (zn) >
[
L(Yn)

2

]
. Òîãäà ñëîâî Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì, à, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòûõ ñëîâ, ìåæäó êîòîðû-
ìè èìååò ìåñòî êàñàíèå ïåðâîãî ðîäà, òî åñòü Y ε1

i1 Y
ε2
i2 ..Y

εs
is = v1v2...vp−1vp. Òàê

êàê L (zn) 6
[
L(vp)

2

]
è áîëüøèé êîíå÷íûé îòðåçîê vp íå çàòðàãèâàåòñÿ ñîêðàùå-

íèåì, òî äëèíó zn ìîæíî óêîðîòèòü, óìíîæàÿ ñïðàâà íà v−1
p , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

âûáîðó z. Ïîýòîìó L (Y ε1
i1 Y

ε2
i2 ..Y

εs
is ) 6 L (Xi) + L (Yn) + 1.

Äàëåå, â ïîäãðóïïå (M ′
0) = ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ñëîâ V =

{v1, v2, .., vm}, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò L (Xi) + L (Yn) + 1.
Ïðè ýòîì êàæäîå èç vi ñîïðÿæåíî ñ Xi â ãðóïïå G. Ïóñòü âñå vi = v−1

i0 v
′
ivi0, òî

åñòü v′i öèêëè÷åñêè íåñîêðàòèìû â G. Òðàíñôîðìèðóåì ïîäãðóïïó ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩
ýëåìåíòîì v−1

i0 . Ïîëó÷èì v−1
i0 ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ vi0 = ⟨Y ′

1 , Y
′
2 .., Y

′
n⟩, ãäå {Y ′

1 , Y
′
2 .., Y

′
n}

- ñïåöèàëüíîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ ïîäãðóïïû v−1
i0 ⟨Y1, Y2, .., Yn⟩ vi0. Èçâåñòíî

[3], ÷òî íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêàXi áóäåò ñîïðÿæåíà ñ v′i ñ ïîìîùüþ
ýëåìåíòà ax èç îáúåäèíÿåìîé ïîäãðóïïû. Ïîýòîìó òðàíñôîðìèðóåì ïîäãðóïïó
⟨X1, X2, .., Xn⟩ ðàçëè÷íûìè Xi,left, òî åñòü íà÷àëüíûìè ïîäñëîâàìè Xi,left ñëîâà
Xi. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîäãðóïï{⟨

X−1
i,leftX1Xi,left, ..., X

−1
i,leftXi−1Xi,left, Xi,leftXi,right, X

−1
i,leftXi+1Xi,left, ...

. . . , X−1
i,leftXnXi,left

⟩}
=
{
⟨{Xi}⟩Xi,left

}
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Âûäåëèì èç ýòîãî ìíîæåñòâà ïîäãðóïïó, ó êîòîðîé Xi ñîïðÿæåíî ñ v′i ýëå-
ìåíòîì ax. Òðàíñôîðìèðóåì âûäåëåííóþ ïîäãðóïïó ýëåìåíòîì ax è ïðîâåðèì
âûïîëíèìîñòü ñîîòíîøåíèÿ:

ax

⟨
{Xi}i=1,n

⟩Xi,left

ax ⊂
⟨
{Xi}i=1,n

⟩v−1
i0 ⊂ ax

⟨
{Xi}i=1,n

⟩Xi,left

ax. (29)

Åñëè ñîîòíîøåíèå (29) âûïîëíÿåòñÿ, òî ïîäãðóïïû H1 è H2 ñîïðÿæåíû. Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.
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