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О СХОДИМОСТИ РЯДОВ п о КОРНЕВЫМ ФУНКЦИЯМ 
ОПЕРАТОРОВ, БЛИЗКИХ К САМОСОПРЯЖЕННЫМ, 

В ПРОСТРАНСТВАХ С и Х^ 

Л. Ф. Ф р и д л е н д е р 
1. Пусть сначала Е — сепарабельное банахово пространство, S ж Т — линейные 

операторы в Е, S — оператор с дискретным вещественным спектром. Предположим, 
что система собственных векторов {ф/} оператора S есть базис в £", а для соответствую­
щих собственных значений выполняю1Ся неравенства О < л^ ^ Х.^ ^ . . . Пусть, да­
лее, D {T)Z^ D (S), II Га; I K С || S^'x \\ (х ^ D (S)) и Ит_Г'^/г (t) < со при некоторых 

t->oo 
г е [О, 1) И а > О, где п (t) — количество собственных значений оператора S на ин­
тервале (О, t) с учетом их кратностей. Из результатов работы [1] вытекает, что опера­
тор А = S -\- Т имеет дискретный спектр и система его корневых векторов полна в Е. 
При сделанных предположениях справедлива 

Т е о р е м а 1. Если а ^ 1 — г, то система корневых подпространств операто­
ра А, упорядоченная по возрастанию модулей собственных значений, является базисом 
со скобками пространства Е. 

В случае, когда Е — гильбертово пространство, ai S — самосопряженный опе­
ратор, теорема 1 доказана в [2] (глава III , теорема 3.2). 

З а м е ч а н и е ! . Если операторы Т я S удовлетворяют условию (2) из [3], т. е. 
TD (^^+0 С D (S^) и II S^Tx jl < CQ II S^^^ II при x^D (6-^+0, в > О, то так же, 
как в [3], можно показать, что утверждение теоремы 1 справедливо и при г <; 0. 

2. Пусть теперь М — гладкое компактное ориентированное многообразие. В ка­
честве Е будем брать пространство Гёльдера С^^^ (М) или Лиувилля L^ (М) (см., на­
пример, [4]). Пусть S —формально самосопряженный эллиптический псевдодифферен­
циальный оператор (п.д.о.) порядка ттг. > О на М, Т — п.д.о. порядка q <^ т, г = 
= qlm, А ^ S -{- Т. Тогда А — эллиптический оператор, его корневые функции яв­
ляются гладкими и лежат во всех пространствах L^ и С^^К Собственные функции опе­
ратора S не образуют, вообще говоря, базиса в -^^ и &^\ и непосредственно применить 
теорему 1 не удается. 

О п р е д е л е н и е . Пусть >̂ i < А,2 < . . . последовательность собственных 
значений оператора S без учета их кратностей и S6j — собственное подпространство, 
отвечающее собственному значению Ху Пусть Р ^ — проектор на {^i, . . ., S3fq) •парал­
лельно {Se^^^, ^N+2 '• • -Ь где {. . .} — подпространство в Е, натянутое на под­
пространства, указываемые в фигурных скобках. Назовем пространством Ug (Е) про­
странство таких X ^ Е, что х ~ Е-Ит Р^х, с нормой \ х \^ ,j^. = su.^ I Р^^х \\^ 
(ср. [9], стр. И). 

Сделаем следующие замечания: 
1. Ug (Е) — банахово пространство. 
2. Ug (Е) непрерывно вложено в Е. 
3. Если F и El — банаховы пространства, F d Е^ d Е и вложения F в Е ж 

El в Е непрерывны, то вложение F в Ei непрерывно. 
^- {фУ} — базис в Ug (Е). 
В дальнейшем утверждение 3 используется с Ei = Ug (Е). 
Пусть В — некоторое банахово пространство функций на М, содержащее в се" 

бе С°° (М), Предположим, что п.д.о. замыкаемы в В, Будем говорить, что В имеет поря­
док 7, если любой п.д.о. порядка —7 действует в В непрерывным образом. Например^ 
пространства Lp и rf имеют порядок О (см. [5]). Если X — пространство порядка О, 
то через Х^обозначим пространство функций на М с нормой|| х\\^ = || (1 — А)^1^х \\-^^ 

где А — оператор Лапласа. Пусть S^n Т^ — ограничения операторов S я Г на С^ (ikf), 
а SQU Т^ — замыкания S^n Т^ в В. Тогда справедливы следующие предложения: 

П р е д л о ж е н и е 1. Если пространство В имеет порядок у и г^ z=: г -{- ут~^у 
mio оператор Т^ подчинен S^jg, т. е. 

D{TS):DD {5g) и II Тдх ||в < с II S's'x llg (xsD (^Й))-

© Главная редакция физико-математической литературы 
издательства «Наука» 
«Функциональный анализ и его приложения», 1977 



о сходимости рядов ни корневым функциям операторов 95 

П р е д л о ж е н и е 2. Если для некоторого 7 > (̂  имеют место непрерывные 
вложения Х^ CZ В а X, то пространство В имеет порядок у. 

Пусть п = dim М, а = п/т. Тогда существует lim Г^п (t) < оо (см. [6]). Сфор-
t-*-oo 

мулируем теперь наш основной результат. 
Т е о р е м а 2. Пусть Е = Lp {М) {i < р < оо) или С (М); t^ = п (2-1 — р^^) 

при р > 2, л (2-1 — (р — 1)р~^) при 1 < р < 2; к = t^, если Е = L^, и х > n/2, 
если Е = С, Пусть выполняются все сделанные выше предположения относительно 
операторов Л, S и Т и 

а + xm-i — (1 — г) < 0. (1)̂  
Тогда, если f ^ Е и ряд Фурье функции f по собственным функциям оператора S схо­
дится в Е, то сходится в Е ряд Фурье со скобками функции / по корневым функциям 
оператора А, причем расстановка скобок не зависит от /. 

Наметим доказательство. Пусть Е z=: С {М). Тогда по теореме вложения С. Л. Со­
болева (см. [4], стр. 273) W\ d С. Без ограничения общности можно считать, что су­
ществует оператор S~'^. Тогда в W^ существует эквивалентное исходному скалярное 
произведение, в котором оператор S самосопряжен (см. [3]). Поэтому, если / е W\ 
то ряд Фурье / по собственным функциям оператора S сходится в W^ и, тем более, в С. 
Итак, W\ а Ug (С). С другой стороны, имеет место непрерывное вложение UQ (С) С" 
d 1>2- На основании предложений 1 и 2 получаем, что оператор Т^ подчинен S^^, где 
В = Ug (С), а. ri — г -{- кт~^. Из (1) следует, что а — (1 — rj) < 0. Поэтому можно 
применить теорему i в В. Аналогично рассматривается случай Е = Lp, 

З а м е ч а н и е 2. Пусть п > 1 и главный символ ^̂ о (х, I) оператора S удовлет­
воряет следующему условию: для любых а: и а > О множество {̂ : SQ (Х, I) < о] строго 
выпукло. Тогда из результатов [7] (см. также [8]) вытекает, что i;,̂ ^"!)̂ ^ ^ j-j^ ^Q др^ 
g > 2м (п — 1)"1. Поэтому в этом случае можно взять % := {п — 1)/2. То же верно, 
если Е = Lp, р > 2п. 

З а м е ч а н и е 3. Утверждения теоремы 2 и замечания 2 верны также для про­
странств L^ (М) и С^^^ (М). Если£' = Lp (М), то х можно брать тем же, что и для 
Е = L (М). Если Е = С^^^ (М), то х -— то же, что и для С (М), а нестрогое неравен­
ство в (1) нужно заменить на строгое. 

3. Теперь можно распространить результаты [7] и [8] на случай несамосопряжен­
ных операторов. 

Т е о р е м а 3. Пусть оператор S удовлетворяет условию замечания 2, а + 
+ {п— i)/2m _ (1 — г) < О и f ^ LI ( М ) , где р Х ^ _ 1)/2 и ^р > п. Тогда-
ряд Фурье со скобками функции / по корневым функциям оператора А равномерно 
сходится. 

Это утверждение сильнее, чем непосредственное следствие из результатов, из­
вестных для W^, и теорем вложения. 

Аналогичные результаты можно получить для слабых возмущений самосопряжен­
ных краевых задач. 

В заключение хочу выразить глубокую признательность М. С. Аграновичу и 
Б. С. Митягину за постановку задачи и внимание к работе. 
Главный вычислительный центр Поступило в редакцию 

Госснаба СССР 15 декабря 1976 г. 
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