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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ГОМЕОМОРФИЗМОВ 

КОНСТРУКТИВНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ3^ 

В настоящей заметке изучаются с в о й с т в а конструктивных метри­

ч е с к и х п р о с т р а н с т в и конструктивных взаимно-однозначных о п е р а т о р о в . 

В ч а с т н о с т и , р а с с м а т р и в а е т с я вопрос о т о п о л о г и ч е с к о й инвариантнос­

ти размерности конструктивных триангулируемых п р о с т р а н с т в и приво­

дится конструктивный аналог теоремы Брауэра об инвариантности о б ­

л а с т и . 

Все не разъясняемые специально термины и обозначения понима­

ются так же, как в [ i ] и [ 2 ] . В дальнейшем прилагательное " к о н с т ­

руктивный" перед словами "метрическое п р о с т р а н с т в о " , "отображение" 

и д р . ч а с т о будет о п у с к а т ь с я . 

I . Будем г о в о р и т ь , ч т о .метрическое п р о с т р а н с т в о Yfl э к в и ­

в а л е н т н о * метрическому п р о с т р а н с т в у YI , если можно п о с т ­

роить отображение п р о с т р а н с т в а Yfl на fl и обратное к нему о т о б ­

ражение У1 на Yfl . Будем г о в о р и т ь , ч т о метрическое п р о с т р а н с т в о 

Yfl г о м е о м о р ф н о ( р а в н о м е р н о г о м е о ­

м о р ф н о , п с е в д о р а в н о м е р н о г о м е о м о р ф ­

н о , л о к а л ь н о р а в н о м е р н о г о м е о м о р ф н о , 

л о к а л ь н о п с е в д о р а в н о м е р н о г о м е о м о р -

ф н о ) метрическому п р о с т р а н с т в у ft , если можно п о с т р о и т ь о т о б ­

ражение X пространства Yfl на YL и отображение Q п р о с т р а н -

мерно непрерывны, псевдоравномерно непрерывны, локально равномерно 

' Основные р е з у л ь т а т ы этой заметки были доложены на Ленин­

градском семинаре по конструктивной математике 29 декабря 1966 г . 

и 3 апреля 1969 г . 
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непрерывны, локально псевдоравномерно непрерывны); 

2) j- и ^ являются обратными д р у г к другу отображениями. 

Т р и а н г у л я ц и е й ( к о н е ч н о й т р и а н г у ­

л я ц и е й ) к о н с т р у к т и в н о г о м е т р и ч е с к о г о пространства будем 

называть всякий с п и с о к вида 

где К - конструктивный локально конечный ( с о о т в е т с т в е н н о , к о н е ч ­

ный) симплициальный к о м п л е к с , tj- локально равномерно ( с о о т в е т с т ­

в е н н о , равномерно.) непрерывное отображение тела комплекса К на 

Yfl , a "tj - локально равномерно ( с о о т в е т с т в е н н о , равномерно) н е ­

прерывное отображение- YTL на тело комплекса К , о б р а т н о е к . 

Комплекс К будем .называть к о м п л е к с о м т р и а н г у ­

л я ц и и ( t i } tt К), Вершины комплекса К будем н а з ы в а т ь в е р ­

ш и н а м и этой т р и а н г у л я ц и и . Конструктивное метриче ­

с к о е п р о с т р а н с т в о будем называть т р и а н г у л и р у е м ы м 

( к о н е ч н о т р и а н г у л и р у е м ы м ) , если можно п о с т ­

роить е г о триангуляцию ( с о о т в е т с т в е н н о , конечную триангуляцию) . 

Из р е з у л ь т а т о в р а б о т [ з ] и [4] в ы т е к а е т , что триангулируемые 

п р о с т р а н с т в а тогда и \ т о л ь к о тогда гомеоморфны, когда они э к в и в а ­

лентны. 

Аналогично т о м у , как э то д е л а е т с я в классической математике , 

в в о д я т с я понятия г о м о т о п и ч е с к о й э к в и в а л е н ­

т н о с т и метрических п р о с т р а н с т в , р а в н о м е р н о й г о ­

м о т о п и ч е с к о й и п с е в д о р а в н о м е р н о й 

г о м о т о п и ч е с к о й эквивалентности метрических п р о с т ­

р а н с т в . Нетрудно д о к а з а т ь следующую т е о р е м у . 

Теорема I . К а к о в ы б ы . н и б ы л и к о н е ч н ы е 

с и м п л и ц и а л ь н ы е к о м п л е к с ы К и L , е с -

л и т е л о к о м п л е к с а К п с е в д о р а в н о м е р -
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н о г о м о т _о п и ч е с к и э к в и в а л е н т н о т е л у 

к о м п л е к с а L , т о и з о м о р ф н ы г р у п п ы г о ­

м о л о г и и к о м п л е к с о в К и L с к о э ф ф и ­

ц и е н т а м и в п о л е р а ц и о н а л ь н ы х ч и с е л 

и л и в ' п р о и з в о л ь н о й к о м м у т а т и в н о й 

г р у п п е с к о н е ч н ы м ч и с л о м о б р а з у ю щ и х 

и о п р е д е л я ю щ и х с о о т н о ш е н и й . 

2. Пусть К - произвольный локально конечный симплициальныи 

комплекс и Р - вершина комплекса К . О к р е - с т н о с т н ы м 

п о д к о м п л е к с о м к о м п л е к с а К в в е р ш и н е 

Р будем называть границу звезды комплекса К с вершиной Рш 

Теорема 2. К а к о в ы б ы н и б ы л и к о н с т р у к ­

т и в н ы е л о к а л ь н о к о н е ч н ы е к о м п л е к с ы 

К и L , в е р ш и н а Р к о м п л е к с а К , в е р ш и н а 

Q к о м п л е к с а L , о т о б р а ж е н и е J т е л а 

к о м п л е к с а К н а т е л о к о м п - л е к с а L и о б ­

р а т н о е к j- о т о б р а ж е н и е ^ т е л а к о м п ­

л е к с а К н а т е л о к о м п . л е к с a L , е с л и 

т о ч к a J ( P ) р а в н а в е р ш и н е Q и о т о б р а ж е ­

н и я j и ^ н е п р е р ы в н ы ( л о к а л ь н о , р а в н о ­

м е р н о н е п р е р ы в н ы , л о к а л ь н о п с е в д о р а -

в н о м е р н о н е п р е р ы в н ы ) , то о к р е с т н ы й 

п о д к о м п л е к с к о м п л е к с а К в в е р - ш и н е Р 

г о м о т о п и ч е с к и ( с о о т в, е т с т в е н н о , р а в ­

н о м е р н о г о м е т о п и ч е с ' к и , п с е в д о р а в н о ­

м е р н о г о м е т о п и ч е с к и ) э к в и в а л е н т е н 

о к р е с т н о с т н о м у п о д к о м п л е к с у к о м п л е ­

к с а L в в е р ш и н е Q . 

Из теорем I и 2 вытекает следующая теорема : 

Теорема 3. Р а з м е р н о с т ь т р и а н г у л и р у е -
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м ы х к о н с т р у к т и в н ы х м е т р и ч е с к и х п р о ­

с т р а н с т в и н в а р и а н т н а о т н о с и т е л ь н о 

л о к а л ь н о п с е в д о р а в н о м е р н ы х г о м е о м о -

р ф и з м о в . 

Возможности применения теоремы 2 для д о к а з а т е л ь с т в а инвариант­

ности, размерности триангулируемых п р о с т р а н с т в о т н о с и т е л ь н о любых 

конструктивных гомеоморфизмов ограничены ввиду следующего о б с т о я ­

т е л ь с т в а . 

Теорема 4 , Л ю б о е к о н е ч н о т р и а н г у л и р у е ­

м о е м е т р и ч е с к о е п р о с т р а н с т в о Kfl г о м о -

т о п и - ч ' е с к и э к в и в а л е н т ' н о м е т р и ч е с к о ­

м у п р о с т р а я с т в у , с о . с т о я щ е м у и з к о н е ч ­

н о г о ч и с л а т о ч е к , р а в н о г о ч и с л у к о м ­

п о н е н т л и н е й н о й с в я з н о с т и п р о с т р а н ­

с т в а "old . 

Эта теорема л е г к о получается из т е о р е м 4 и 5 работы [ i ] . 

Из теоремы.2 и теоремы в Л работы 1 5 ] вытекает следующая т е о ­

р е м а . 

Теорема 5 . К а к о в ы б ы н и б ы л и г о м е о м о р ф -

н ы е т р и а н г у л и р у е м ы е ( к о н е ч н о т р и а н ­

г у л и р у е м ы е ) м е т р и ч е с к и е п р о с т р а н с т ­

в а , е с л и о д н о и з э т и х п р о с т р а н с т в о д -

н о м е р , н о , т о и д р у г о е о д н о м е р н о , и о н и 

о б а л о к а л ь н о р а в н о м е р н о ( с о о т в е т с т ­

в е н н о - , р а в н о м е р н о ) г о м е о м о р ф н ы.. 

3. Следующие ниже теоремы б и 7 показывают, что т е о р е м у 5 

нельзя распространить на случай двухмерных триангулируемых п р о с т ­

р а н с т в . 

Теорема б . М о ж н о п о с т р о и т ь т а к и е о т о б ­

р а ж е н и я е д и н и ч н о г о к в а д р а т а н а с е б я , 
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к о т о р ы е б у д- у т о б р а т н ы м и д р у г к д р у г у 

и н и о д н о и з н и х н е б у д е т л о к а л ь н о п с е -

б р а ж е -

о т о б -

а т а н а 

е у с л о -

Д Р У г 

н е п р е -

п с е в -

р а ж е -

н и е м . 

Конструктивное метрическое п р о с т р а н с т в о будем называть П-

м е р н ы м м н о г о о б р а з и е м , если для каждой точки V э т о ­

го п р о с т р а н с т в а можно п о с т р о и т ь открытую сферу с центром в V, к о т о ­

рая б у д е т равномерно гомеоморфна внутренности Л - м е р н о г о шара. 

Теорема 8. М о ж н о п о с т р о и т ь д в а т а к и е 

:? о н е ч• н о т р и а н г у л и р у е м ы е т р е х ' м е р н ы е 

м н о г о о б р а з и я , к о т о р ы е б у д у т л о к а л ь н о 

р а в н о м е р н о г о м е - о м о р ф н ы , н о н е б у д у т 

п с е в д о р а в н о м е р н о г о м е о м о р ф н ы . 

Для д о к а з а т е л ь с т в а этой теоремы д о с т а т о ч н о 4 в з я т ь прямое п р о -

изведение двумерной сферы на окружность и многообразие Штифеля 1 

V3 £ и в о с п о л ь з о в а т ь с я тем фактом, ч т о на двумерной сфере можно 

. п о с т р о и т ь локально равномерно непрерывное поле касательных единич-

ных в е к т о р о в ( теорема 4 . 2 работы [ 7 ] ) . 
K J См. [ б ; с т р Л З ] . 

в д о р а в н о м е р н о н е п р е р ы в н ы м о т о 

я и е м . 

Теорема 7 . М о ж н о п о с т р о и т ь т а к и е 

р а ж е н и я j и tj е д и н и ч н о г о к в а д р 

с е б я , ч т о в ы п о л н я ю т с я с л е д у ю щ и 

в и я : 

1 ) о i о б р а ж е в и я j и CJ о б р а т и ы 

к д р у г у , 

2 ) о т о б р а ж е н и е j . р а в н о м е р н о 

р ы в н о , 

3) о т о б р а ж е н и е ^ н е я в л я е т с я 

д о р а в н о м е р н о н е п р е р ы в н ы м о т о б 
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Теорема 9. М о ж н о п о с т р о и т ь д в а т а к и е к о ­

н е ч н о т р и а н г у л и р у е м ы е м е т р и ч е с к и е 

п р о с т р а н с т в а , к о т о р ы е б у д у т г о м е о м о р -

ф н ы , н о н е б у д у т л о к а л ь н о п с е в д о р а в н о ­

м е р н о г о м е о м о р ф н ы . 

Для д о к а з а т е л ь с т в а э т о й теоремы д о с т а т о ч н о п о с т р о и т ь пирамиды 

над прямым произведением двумерной сферы на окружность и над м н о г о ­

образием Штифеля Ц^* 

4 . Пусть Yfl и fl - произвольные метрические п р о с т р а н с т в а . 

f> и j>' - с о о т в е т с т в е н н о метрические функции п р о с т р а н с т в Yfl и 

ft и j - отображение п р о с т р а н с т в а Yfl в YI . Отображе­

ние f будем называть р а в н о м е р н ы м в л о ж е н и е м 

п р о с т р а н с т в а Yfl в fl , если выполняются следующие у с л о в и я : 

1 ) отображение j равномерно непрерывно; 

2) к аково бы ни было натуральное число можно п о с т р о и т ь такое 

натуральное число т . ч т о каковы бы ни были точки V и W п р о ­

с т р а н с т в а Yfl , если 

f(f(V)af(W))<Z'm> 

Отображение j будем называть- л о к а л ь н ы м р а в н о ­

м е р н ы м в л о ж е н и е м п р о с т р а н с т в а Ж в fl , если 

для каждой точки V п р о с т р а н с т в а Yfl можно п о с т р о и т ь такую зам­

кнутую сферу 5 с центром в V , что ограничение j- на 5 я в ­

л я е т с я равномерным вложением 5 ъ f[ . 

Подмножество (Я пространства Yfl называется о т к р ы -

т ы м в Yfl ( О-открытым в терминологии работы [8] ), если 
для в с я к о й точки из (Я можно п о с т р о и т ь открытую-сферу с центром 
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в этой точке, которая содержится в ОЬ . 

Следующую теорему можно рассматривать в качестве конструктив­
ного аналога теоремы Брауэра об инвариантности области. 

Теорема 10. К а к о в ы бы н и б ы л и n-м е р н ы е 
м н о г о о б р а з и я т и п , л о к а л ь н о е р а в н о ­
м е р н о е в л о ж е н и е f п р о с т р а н с т в а Yfl в 

и п о д м н о ж е с т в о ОС п р о с т р а н с т в а Yfl , 

е с л и п о д м н о ж е с т в о 01 о т к р ы т о в Yfl , т о 
о б р а з п о д м н о ж е с т в а 01 п р и о т о б р а ж е ­
н и и j я в л я е т с я о т к р ы т ы м п о д м н о ж е с т ­
в о и в YL . 

Основную роль в доказательстве теоремы 10 играет следующая 
лемма. 

Лемма. К а к о в о б ы н и б ы л о р а в н о м е р н о е 
гП 

в л о ж е н и е п - м е р н о г о ш а р а t в Л - м е р н у ю 
г" 

с ф е р у j . д о п о л н е н и е к о б р а з у г р а н и -
с п 

ц ы ш а р а п р а з л а г а е т с я н а д в е к о м п о н е ­
н т ы л и н е й н о й с в я з н о с т и , а и м е н н о , н а 

г п 
д о п о л н е н и е к о б р а з у ш а р а с и н а о б р а з 
в н у т р е н н о с т и ш а р а 

Доказательство этой леммы г-рамках конструктивной математики 
можно получить, следуя плану доказательства -леммы 3.8 главы XI ра­
боты -[9] . 
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