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ВВЕДЕНИЕ

Вычислительные трудности при решении задач многокритериальной оптимизации резко воз�
растают с увеличением числа частных критериев эффективности. Источником значимых с тео�
ретической и практической точек зрения многокритериальных задач большой размерности мо�
жет являться планирование экономической деятельности в регионах, отраслевое планирование
или проектирование сложных систем технического назначения (см. [1]), когда среди лиц, при�
нимающих решения, существуют группировки, преследующие собственные экономические или
иные цели. Процедура принятия решения в этих условиях становится иерархической, а большое
число критериев является следствием того, что наборы частных критериев эффективности на
разных уровнях иерархии не совпадают. Существующая при этом естественная иерархия крите�
риев помогает произвести декомпозицию многокритериальной задачи в том случае, когда реше�
нию “в лоб” препятствует высокая размерность вектора частных критериев эффективности.

1. СХОДЯЩАЯСЯ ПРОЦЕДУРА ПОСТРОЕНИЯ МНОЖЕСТВА 
ЭФФЕКТИВНЫХ ВЕКТОРНЫХ ОЦЕНОК

Пусть в s�мерном евклидовом пространстве  задана n�мерная вектор�функция

(1)

первые m компонент которой образуют вектор частных критериев эффективности

(2)

а остальные  определяют непустое компактное множеств допустимых решений 

(3)

каждую компоненту вектора частных критериев  желательно увеличивать на допустимом
множестве X, причем все они принимают на  положительные значения, , так что вы�
полняются соотношения

(4)

где  – множество достижимых векторных оценок,  – неотрицательный ортант в ,  –
внутренность множества A.

Определение. Вектор  называется эффективным (слабо эффективным), если для вся�
кого вектора  система неравенств  несовместна при условии, что хотя бы одно не�
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равенство строгое (все неравенства строгие). Всякое решение , доставляющее эффектив�
ное (слабо эффективное) значение вектора , называется эффективным (слабо эффектив�
ным) решением.

Из определения следует, что множества эффективных ( ) и слабо эффективных ( ) реше�
ний из множества допустимых решений (X) удовлетворяют включениям

где , ,  – множества эффективных, слабо эффективных и достижимых векторов
(векторных оценок) соответственно.

В работе [2] для многокритериальной задачи (1)–(4) предложен основанный на методе возму�
щений численный метод построения последовательности множеств , аппроксимирующих
множество эффективных векторов :

(5)

Здесь  – величина шага при переходе из опорной точки  в следующую точку
 по направлению

(6)

проекция  начала координат на выпуклую оболочку  градиентов соответ�
ствующих компонент вектор�функции (1) и  – множество номеров “�активных” в точке 

 функциональных ограничений из (3) определяются соотношениями

(7)

множество  в качестве элементов содержит не вложенные друг в друга подмножества

номеров частных критериев эффективности  = :

(8)

где  – пустое множество; параметры возмущения  определяются в (5)–(8) усло�
виями

(9)

При построении последовательности аппроксимаций (5)–(9) величину шагов  по на�
правлениям  можно выбирать так, что расстояние по Хаусдорфу  между множеством эф�
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фективных векторов  и его аппроксимацией  стремится к нулю с ростом номера ап�
проксимации:

(10)

если (см. [2]) вектор�функция (1) удовлетворяет таким условиям: матрица Якоби  удовле�
творяет на выпуклом компакте  из (3) условию Липшица, частные критерии , ,
псевдовогнуты на , левые части , , функциональных ограничений (3) удовле�
творяют условию регулярности, множества эффективных и слабо эффективных векторов совпа�
дают, . Всюду далее будем полагать, что перечисленные условия выполняются, и
будем называть описанную в (5)–(9) последовательность исходной процедурой построения мно�
жества эффективных векторов.

В каждой точке  трудоемкость построения последующих аппроксимаций  из
последовательности (5)–(9) определяется (см. [2]) наибольшей степенью ветвления :

(11)

где  – число элементов в конечном множестве A,  – биномиальный коэффициент,  – наи�
большее целое, не превосходящее . Степень ветвления  быстро растет с увеличением чис�
ла критериев , что создает существенные вычислительные трудности при решении многокри�
териальных задач большой размерности .

2. ПРОЦЕДУРА ПОСТРОЕНИЯ МНОЖЕСТВА ЭФФЕКТИВНЫХ ВЕКТОРНЫХ ОЦЕНОК 
В ЗАДАЧАХ БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ И ЕЕ СВЯЗЬ С ИСХОДНОЙ ПРОЦЕДУРОЙ

Оптимизационные задачи, в которых велико число частных критериев эффективности, есте�
ственным образом возникают при выработке сложных технических и экономических решений,
поскольку процедура принятия решения в этих условиях становится иерархической, а критерии
оценки качества решений на разных уровнях иерархии не совпадают.

Предположим, что имеется всего два уровня иерархии, и используем условные обозначения
“руководство” и “подчиненные” для лиц, принимающих решения на верхнем и нижнем уровне
иерархии соответственно. В согласии с таким иерархическим делением вектор частных критери�
ев распадается в (2) на две составляющие:

(12)

где  – вектор, составленный из  частных критериев руководства (подчиненных).

Из соотношений (11), (12) следуют соотношения оценок степени ветвления

так что руководство и подчиненные на основе итеративных процедур типа (5)–(9) могут постро�

ить собственные множества эффективных векторных оценок , , если получить мно�
жество эффективных векторных оценок  с помощью процедуры (5)–(9) не удается из�за
высокой степени ветвления . При этом, однако, нельзя гарантировать совпадение множеств

для исходного вектора частных критериев эффективности. Коллективный выбор решения при
большом числе частных критериев возможен, если итеративная процедура согласована на осно�
ве декомпозиции и одномерной параметризации (см. [3]) при выполнении следующих условий:
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1) на единичном полуинтервале выбирается значение параметра согласования

(13)

не меняющееся при переходе от любого предыдущего опорного решения , , к по�
следующему решению

(14)

где множества подмножеств  определены в п.п. 2)–4);

2) в каждой опорной точке  руководство и подчиненные осуществляют декомпозицию
(разбиение множества подмножеств  на непересекающиеся множества подмножеств

) согласно правилу:

(15)

3) руководство определяет множество  подмножеств  номеров своих частных
критериев согласно правилу:

(16)

где параметр настройки  – произвольное фиксированное натуральное число;

4) руководство и подчиненные совместно выбирают в (14) множество направлений перехода

от опорного решения  к последующим решениям :

(17)

где множество подмножеств  определяется соотношениями

(18)

5) проекции , множества L,  и параметры возмущения  определяются в (15)–(17)
условиями (7)–(9).

Напомним также, что матрица Якоби  удовлетворяет на выпуклом компакте  из (3)
условию Липшица, частные критерии , , псевдовогнуты на , левые части ,

, функциональных ограничений (3) удовлетворяют условию регулярности, множе�
ства эффективных и слабо эффективных векторов совпадают,  = .
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Замечание. В каждой точке  последовательности (14)–(18) на единичных направлениях 

из (17) по свойству проекций (см. [4]) достигается положительная величина

линейной части приращения каждого частного критерия эффективности ,  для всякого подмножества но�

меров . При условии

величина

определяет размер “уступки” руководства подчиненным по сравнению с гарантированным значением

линейной части приращения  критериев , которое руководство на единичном направлении

может обеспечить себе самостоятельно; в свою очередь величина

определяет размер “уступки” подчиненных руководству.

Справедлива следующая

Лемма 1. Если в опорной точке  для произвольного фиксированного подмножества 

заданное в (15) множество не пусто, , величина  определена в (16), то полуинтервал 
в (16) удовлетворяет соотношениям

а его длина  – соотношениям

Доказательство. Условие  согласно (16), влечет выполнение соотношений

что и доказывает последнее утверждение леммы. В противном случае выполняется условие
 так, что, согласно с (16), равенства  и  не выполняются одновремен�

но. Поскольку неравенство , согласно утверждениями , (15), (16), влечет нера�
венства

то в условиях леммы справедливы соотношения

что и доказывает остальные утверждения леммы. Лемма доказана.
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Лемма 2. Любая определенная в (14)–(18) последовательность точек

совпадает с некоторой последовательностью точек

определенной в (5)–(9).

Доказательство. Из утверждения леммы 1 и в согласии с определениями (8), (15), (16), (18)

следует, что при любом фиксированном значении  в любой опорной точке  вклю�

чение  влечет утверждение  так, что ввиду (5), (6), (14), (17), (18)
выполняется условие

что и доказывает утверждение леммы.

3. О СТЕПЕНИ ВЕТВЛЕНИЯ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕДУР

Для оценки степени ветвления процедур построения множества эффективных векторов по�
лезна следующая

Лемма 3. Если в полуинтервале  содержится конечное число  полуинтервалов

то математическое ожидание  числа полуинтервалов , содержащих случайно выбранную точ+

ку , равно сумме длин вложенных полуинтервалов: .

Доказательство леммы 3 дано в Приложении.

Из утверждений леммы 1 следует, что для всех подмножеств  определенный в (16)
полуинтервал

не пуст и вложен в единичный полуинтервал  так, что, согласно определению множеств

,  в (8), (18), при случайном выборе значения  отличную от нуля длину

,

соответствующего полуинтервала  можно интерпретировать как ненулевую вероятность

включения единичного направления , , из множества (6) во множество единич�
ных направлений  из (17). Следовательно, математическое ожидание числа направ�

лений из множества , включенных во множество , выражается, в со�
гласии с леммой 3 и с учетом декомпозиции (15), величиной
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где при условии  полагаем формально . В согласии с леммой 2, это позволяет в
каждой опорной точке  сравнить число проходящих через нее последовательностей (5) и
(14) и оценить уменьшение степени ветвления величиной

(19)

Оценим сокращение степени ветвления в случае

(20)

при равном числе критериев у руководства и подчиненных , когда, согласно оценке (11),
степень ветвления в опорной точке  максимальна:

В согласии с определением (16) и утверждением леммы 1, длины  полуинтервалов  и со�

ответствующие подмножества  в (15) подчиняются соотношениям

так что уменьшение степени ветвления, в согласии с (19), определяется величиной

Следовательно, в условиях (20) при полном числе критериев  для наименьшего зна�
чения параметра настройки  степень ветвления сокращается более чем в полтора раза:

на каждом шаге вычислительного процесса (более чем в 100 раз за 10 шагов). При достаточно
больших значениях параметра настройки  степень ветвления на каждом шаге сокращается
более чем в 10 раз:

на каждом шаге вычислительного процесса.

4. ТЕОРЕМА О СХОДИМОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧ БОЛЬШОЙ РАЗМЕРНОСТИ

Для доказательства сходимости процедуры (13)–(18) к множеству эффективных векторов
сформулируем и докажем следующие леммы.

Лемма 4. Пусть проекции , множества L, , ,  и значения параметра  определены в (7)–(9),

(14), (18). Если для некоторого непустого подмножества  последовательность опорных решений
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удовлетворяет условиям

(21)

то можно указать бесконечную последовательность натуральных чисел , удовлетворяющую
условию

Доказательство. Если существует бесконечная последовательность , удовлетворяющая
условию

то утверждение леммы следует из последнего равенства в (21). В противном случае в условиях

леммы найдется подмножество  и бесконечное подмножество натуральных чисел
 такие, что, согласно определениям (8), (15), выполняются соотношения

Рассмотрим заданный в (16) полуинтервал

если справедливы соотношения

то из условий

,

в согласии с (16), (18) следуют включения

что противоречит условию леммы .

Следовательно, в согласии с (16) без ограничения общности можно утверждать, что

и если существует подпоследовательность , удовлетворяющая предельному соотношению

то с учетом включения  и неравенств
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выполняется утверждение леммы. В противном случае выполняются соотношения

так что в условиях леммы для любого фиксированного значения параметра согласования

,

существует подпоследовательность  такая, что при всех  выполняются включения

что противоречит условию леммы . Лемма доказана.

Лемма 5. Если в произвольной фиксированной точке  определена положительная величина

то найдется  такое, что для всякого вектора

выполняется включение

Доказательство. Определенные в (1), (3) функции , , непрерывны на компакте 
при сделанных предположениях. Следовательно, по определению величины , для достаточно
близких к точке  точек  справедливы неравенства

так что, по определению множеств  в (7), выполняются соотношения

что и доказывает утверждение леммы. Лемма доказана.
Пусть при построении в (12)–(18) аппроксимирующих последовательностей

величина шага  по направлению  при переходе из точки  в точку 
определяется правилами выбора шага, сформулированными в [2]. Тогда в предположениях 1)–5)
при условиях, наложенных выше на вектор�функцию (1), справедлива

Теорема. Последовательность объединений аппроксимирующих множеств ,

, сходится к множеству эффективных векторов в метрике Хаусдорфа:

(22)

где расстояние по Хаусдорфу  определено в (10).
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Доказательство. Рассмотрим всевозможные бесконечные последовательности (12)–(18) ап�
проксимирующих множеств

(23)

Из утверждения леммы 2 следует, что эти последовательности при произвольном фиксиро�
ванном значении параметра согласования  удовлетворяют включениям

где последовательность аппроксимирующих множеств , , определена условия�
ми (5)–(9). Но тогда и объединения множеств (23) удовлетворяют включениям

и в согласии с утверждением (10) выполняется предельное соотношение

где величина

(24)

есть отклонение множества  от множества .
Следовательно, с учетом определений расстояния по Хаусдорфу в (10) и отклонения в (24),

для доказательства теоремы достаточно доказать предельное соотношение

(25)

где  – произвольный эффективный вектор.

В согласии с известной теоремой (см. [5]), множество допустимых решений, доставляющих
произвольную фиксированную эффективную векторную оценку , совпадает с множе�

ством реализаций максимума соответствующей функции минимума , :

(26)

Для всевозможных , , , и фиксированного эффективного вектора

 определим непустые подмножества номеров ,  согласно правилам

(27)
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При произвольном фиксированном значении параметра  соответствующая последова�

тельность (14) содержит бесконечную последовательность точек :

(29)

которая в согласии с (27)–(29) порождает разбиение натурального ряда  на непересе�

кающиеся подмножества ,  такие, что

(30)

где хотя бы одно из подмножеств ,  бесконечно.

Пусть последовательность  из (29) такова, что подмножество  в (30) бесконечно. Тогда,

с учетом определений (14)–(18), (26)–(29), эта последовательность содержит бесконечную под�
последовательность

(31)

Но тогда для всех  справедливы соотношения

так что, согласно правилу дробления шага (см. [6], формулировка теоремы 4 и правило дробле�
ния), приращения функции минимума (26) при некотором фиксированном значении 
удовлетворяют неравенствам

(32)

Суммируя неравенства (32) при , получаем неравенства

(33)

где согласно (14), (29) выполняются соотношения

(34)

поскольку в условиях теоремы функция минимума  из (26) непрерывна на компакте .

Согласно (32)–(34), ряд 

состоит из положительных чисел и ограничен сверху. Следовательно, он сходится так, что вы�
полняется равенство

(35)
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Бесконечная последовательность чисел  ввиду (32) монотонно возрастает, а ввиду (34)

ограничена сверху. Следовательно, с учетом непрерывности функции  на компакте  и вклю�

чений , , выполняется равенство

где  – произвольная предельная точка подпоследовательности (31). Но, по определению
в (30), (31), множество предельных точек этой подпоследовательности совпадает с множеством
предельных точек исходной последовательности из (29), так что из последнего равенства следует
утверждение

(36)

где  – произвольная предельная точка последовательности  из (29). Если подмноже�

ство  конечно, то утверждение (36) остается справедливым, так как в этом случае, согласно (30),

начиная с некоторого номера , последовательность  не меняется, , .

Рассмотрим подмножество номеров , удовлетворяющее условию

(37)

согласно определениям (8), (9), (30), (37) выполняются соотношения

(38)

так что разность множеств

(39)

Предположим от противного, что подмножество  конечно. Тогда либо конечно , либо

бесконечно как , так и . Но согласно (30), из конечности  следует бесконечность подмно�

жества , и из бесконечности  также следует бесконечность подмножества , так как, по

определению в (37), каждой точке  предшествует точка .

Следовательно, конечность  влечет бесконечность подмножества  из (30), (31), причем,
согласно (13)–(18), (29), (37)–(39), найдется номер  такой, что выполняются соотношения

В [6] показано (см. лемму 8 и правило дробления шага), что из последних соотношений сле�
дуют неравенства

где , и, следовательно, справедливо утверждение

где , , что ввиду (31) противоречит утверждению (35). Это противоречие

доказывает, что подмножество номеров  в (39) бесконечно.
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Поскольку в (27) число различных непустых подмножеств  множества 

конечно и не превосходит , можно указать фиксированное подмножество J, , и

бесконечное подмножество номеров  такие, что

(40)

Существует значение параметра  и бесконечное подмножество  такие, что со�

ответствующая последовательность  из (29) удовлетворяет условиям

(41)

Действительно, при любых  второе равенство в (41) следует из определения параметра

возмущения в (9), включения  и определения множества  в (39).

Докажем первое из равенств в (41). Из определений множеств , , , , , ,  в (8),
(18), (28), (30), (31), (39), (40) следует утверждение

(42)

Согласно определению множеств  в (40), всевозможные непустые подмножества 

определяют разбиение единичного полуинтервала  на не более чем  непустых подмно�
жеств :

(43)

некоторые из них могут пересекаться между собой. 

Если в (43) для некоторого подмножества  можно указать значение , удовлетворя�
ющее условию

(44)

то, в согласии с утверждением леммы 4, при условиях (42), (44) из второго равенства в (41) следу�
ет первое.

Если же условие (44) не выполняется, то при любых фиксированных ,  выполня�
ются соотношения

что с учетом (43) невозможно для значения . Это противоречие доказывает
первое равенство в (41) и утверждение (41) в целом.

Согласно лемме 5, из утверждений (9), (14), (27)–(29), (39)–(41) следует, что существует бес�

конечное подмножество  такое, что выполняются условия

(45)

поскольку допустимое множество  – компакт.
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Из утверждений (45) следуют соотношения

(46)

Действительно, в условиях теоремы функция  непрерывна по x в каждой

точке , так что из равенств в (45) следует первое равенство в (46), а перейдя в неравенствах (45)
к пределу по , получим соотношения

поскольку в условиях теоремы , , а вектор�функция w положительна и непрерыв�
на на компакте ; это доказывает утверждение (46) в целом.

Поскольку вектор�функция  псевдовогнута на выпуклом компакте X, в [6] показано
(см. теорему 4 и условия регулярности), что из соотношений (36), (46) с необходимостью следует
неравенство

согласно определению функции минимума  в (26), из последнего неравенства следует утвер�
ждение (25). Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что декомпозиция на множестве частных критериев эффективности может ока�
заться полезной при решении многокритериальных задач большой размерности. Сформулиро�
ваны условия, при выполнении которых исходную процедуру построения последовательности ап�
проксимаций, сходящуюся (в метрике Хаусдорфа) к множеству эффективных векторных оценок

можно заменить сходящейся в метрике Хаусдорфа процедурой

если множество критериев эффективности разделено на две части (например, в связи с их иерар�
хическим делением). Для произвольного значения одномерного параметра  при переходе

от предыдущей аппроксимации  к последующей  наибольшая степень ветвления су�
щественно сокращается по сравнению с исходной процедурой. С помощью параметра настрой�
ки степень ветвления можно варьировать в широких пределах, что позволяет весьма гибко ис�
пользовать доступные вычислительные мощности для решения многокритериальных задач
большой размерности.

П Р И Л О Ж Е Н И Е

Доказательство леммы 3. Введем обозначения

и будем без ограничения общности полагать, что полуинтервалы  занумерованы в порядке
убывания величин :
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Если  – перестановка индексов в порядке убывания величин :

то каждому номеру  можно сопоставить номер:

так что справедливо равенство . Применяя преобразования Абеля (см. [4]), математиче�
ское ожидание  можно представить в виде

Лемма доказана.
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