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С О П Р Я Ж Е Н Н О С Т Ь В С В О Б О Д Н Ы Х П О Л И Н И Л Ь П О Т Е Н Т Н Ы Х 

Г Р У П П А Х 

Р . А . С А Р К И С Я Н 

В настоящей работе положительно решается проблема сопряженнос­

ти для свободных полинильпотентных групп. Для некоторых других к л а с ­

сов разрешимых групп эта задача рассматривалась раньше. Так.для сво­

бодных разрешимых групп проблема сопряженности решена в работе 

М,И.Каргаполова и В.Н.Ремесленникова [ 1 ] , а для конечно-порожденных 

нильпотентных - в работе Блэкберна [ 2 ] . Более того, для этих двух»ти­

пов групп доказана финитная аппроксимируемость относительно сопря -

женности в работе В .Н.Ремесленникова и В .Г .Соколова [ 3 ] и в той же 

работе Блэкберна. 

Для свободной метабелевой группы проблема сопряженности была 

впервые решена Мэтьюз[41 , а финитная аппроксимируемость относитель­

но сопряженности доказана Е..И.Тимошенко [ 5 ] . 

Настоящая статья -написана по тому же плану, что и работы [ 4 ] и 

[ 3 ] . Сначала мы рассматриваем построенное А.Л.Шмелькиным {_ 6 ] мо~ 

номорфяое вложение где F - свободная 

группа, V(/-f) обозначает вербальную подгруппу группы / / , соответст­

вующую множеству слов V , А/ - н о р м а л ь н ы й делитель в F , а М -

жеству слов V (подробности см. в f 8 J ) , и доказываем теорему 1 . 

вербальное сплетение групп соответствующее мно -f 

п а 

Т Е О Р Е М А 1. П у с т ь f - { ^ } - с в о 

, N 4 F , ^/у — & б е з к р у ч е н и я . 

с в о б о д н а я г р у п -

Э л е м е н т ы 

V и т о л ь к о т о г д а с о 

п р я ж е н ы , к о г д а д a p>(v) и р (w) с о п р я ж е н ы в 

В том частном случае, когда V соответствует 7Z - м у нижнему 



централу свободной группы счётного ранга, T*&.Jf'rl(Fx,)=V{£,), 
вербальное сплетение называется 7Z -ступенно нильпотентным и обо -

значается через М • Для решения проблемы сопряженности в свобод­

ных полинильпотентных группах изучим сперва группы . Имеет м е ­

сто 

Т Е О Р Е М А 2*^. Е с л и & - б е з к р у ч е н и я , т о 

д л я р а з р е ш и м о с т и в п р о б л е м ы с о -

п р я ж е н н о с т и н е о б х о д и м о и д о с т а -

т о ч н о , ч т о б ы : а ) о н а б ы л а р а з р е ш и м а 

в Gr ; б ) п р о б л е м а . в х о ж д е н и я в д и к -

л и ч е с к - и е . б ы л а р а з р е ш и м а в & 

Нескольку свободная шолинильпотентная группа вкладывается с с о ­

блюдением условий теоремы 1 в подходящее нильпотентное сплетение 

/ У ^ , причём Gr оказывается свободной полинильпотентной грулпой 

меньшего полинил^потентного ранга ( с м . § 1 ) , индукция позволяет вы -

вести из доказанных теорем основной резул! тат настоящей работы. 

Т Е О Р Е М А . В с в о б о д н о й п о л и н и л ь п о -

т е н т н о й г р у п п е п р о б л е м а с о п р я ж е н ­

н о с т и , р а з р е ш и м а̂  

Отметим, наконец, что, когда V(rc

ao')—^ = С %>о , ^~<х> 7 , т е о р е ­

ма 1 доказана в работе ( 3 ) , а теорема 2 является честным случаем те­

оремы, доказанной в работе ( 4 ) . 

9 1. 

В этом параграфе собраны необходимые предварительные сведения. 

Буквой мы всегда будем обозначать свободную группу, а р а ­

венство f~{^-acj будет обозначать, что в F выбрана свободная с и с ­

тема образующих . Нижний центральный ряд произвольной группы 

будет обозначаться так: Gr О!f1(Gr) ^ •• • ^(G-)^ ••• 
Свободная полинильпотентная группа с Z. образующими опреде­

ляется набором (п^, •• •, т1*) К натуральных чисел n-^'f с л е ­

дующим образом: берется свободная группа F ранга 2Г и в ней ряд 

Более точно, проблема сопряженности будет решена для некото­
рого представления группы / У ^ , связанного с заданным представлением 
группы Q (подробности см. в § 3 ) . 



нормальных делителей: F = Afa
 э / % э . . . Э /уу< > т а к о й , чтоМ-У^СЛ^-,,); 

тогда Рк = У/У^ • При этом /f называется ее полинильпотентным 

рангом (или просто р а н г о м ) . Таким образом, при К ~ 1 получаем прос­

то свободную 71 -ступенно нильпотентную группу, п р и / Г > - / Р/^ — 

" ^Уп ' г а е % ~^M-i ~ свободная полинильпотентная груп­

па полинильпотентного ранга К — •/ . 

Напомним теперь некоторые факты из Сб1; их доказательства м о ­

гут быть найдены там же. Зафиксируем некоторое множество слов V ; 

Йредполагается, что все рассматриваемые далее вербальные произведе -

ния и т.д. определены именно этим множеством V . Группа будет на­

зываться ~V - свободной', если она изоморфна (f) ( г Д е > к а к У ж е 

отмечалось, V(F) обозначает вербальную подгруппу группы F ) . Т а ­

кие группы мы будем обозначать буквой Д , естественный гомомор -

ф и з м / 7 - ^ ^ -буквой р , a f>fi$i_) - через ОС^ . Таким образом, а.^ 

образуют относительно свободную систему образующих (мы будем назы­

вать ее также V -свободной) V -свободной группы А . Пусть А(ф)-

изоморфные копии группы Д , занумерованные элементами некоторой 

Группы Q . Буквой Т будет обозначаться вербальное произведение 

групп A ((jt) по веемое G : T=^Q^ V А ; мы будеч называть 

его также V -произведением. Это V -свободная группа, а элементы 

СС^ (CJ.) для УдЕ & к VOL образуют V " -свободную систему ее образу -

ющих. Вербальное сплетение А / =А WS^, G групп А и Gr определяется 

как полупрямое расширение Т с помощью & , с действием на 

Т , продолжающим действие &<РС^ (g)^=-OL^ (С/£), QU(tf) Е A (Cjf); мы бу­

дем называть его V -сплетением. Естественный гомоморфизм A / - * - G-

мы будем обозначать буквой 9 , а естественное вложение Gr М -

буквой I ; впрочем, иногда мы будем отождествлять группу Q с ее 

образом и записывать элементы из М в виде произведения с А , где 

С[ € Gr , k & Т . Здесь ^ и к определены, очевидно, однозначно. 

Пусть / V - нормальный делитель в F- 1ЭС^} , S - гомоморфизм 
HQ 

F-—Gr с ядром /Vj А = р (F) . Тогда отображение-^ _ 1 "<^(^ t ) <2<х ( е ) 

продолжается до мономорфизма ^/v(/V) ~~"А & • он будет обозначать­

ся буквой р , а гомоморфизм ^/y^J^ & • индуцированный гомомор -

физмом 8 , - буквой JUL. . Очевидно, С Т ; мы будем о б о ­

значать через Q . Также очевидно, что /и . . В [ Щ 

доказано, что в существует такая подгруппа (мы будем обозначать 



ее буквой £ ) , что Т является -произведением подгрупп L и Q • 

Г—L у Q I причём Q и L, V-свободны. Напомним, что в ("б^) 

изложен способ построения . Пусть - произвольная двусторонняя 

шрейерова с и с г е ш представителей смежных классов F по Л/ . Р а с -

смотрим всевозможные отличные от единицы элементы вида2^-^5^Я^ , 

где S. £-5 , a S эг & $ - шрейеров представитель своего класса 
£ с 

Д/g or,. . Обозначим множество элементов такого вида через ft , тог-
£ °ь 

да множество элеменговуЭ^тД, Z € R-f является относительно свободной 

системой образующих группы Q , а множество всех элементов вида 

^ [ ( S f S ^ - a r ^ / ' j , таких, что -S^-a^ = 5 f ЗС^ , можно взять в качестве о т ­

носительно свободной системой образующих группы 1_. . Таким обра -

зом, результат зависит от выбора S . Заметим еще, что в р а с с у ж д е ­

ниях из £ б ] используется только левосторонняя шрейеровость системы 

0 ; поэтому сказанное верно и для таких систем. Это замечание б у ­

дет использовано .в дальнейшем. Левыми смежными классами мы н а з ы ­

ваем классы вида А/sg 

При доказательстве теоремы 1 нам будет полезно также следую -

шее замечание: еспиЗ=С*2) , то корректно определены проекции f с 

и уГ̂  группы В на множители С и J) . 

Как уже отмечалось ( с м . введение) , вербальное сплетение называ­

ется ( п. -ступенко) нильпотентным и обозначается через , если 

множество слов V таково, что ~V(f^Jj~(^~ао)- В этом случае V - с в о -

бодная группа есть просто свободная ( п -ступенно) нильпотентная 

группа; мы будем обозначать ее через A I V - произведение групп 

А^ ((jf) есть просто нильпотентное произведение, обозначаемое ч е р е з ^ , 

Ji обозначается через fi^ и т.д., впрочем, индекс 7Z будет иногда 

опускаться, когда это возможно без ущерба для понимания. Заметим,что 

в Тп естьнор{^ькыйрт:^-У0(7п)=>?г(777)=>'=>д'гг(7'77)=1 т а ­

кой, что
 7/^,-{/у7г)~^('=/^/^гУ- G . М ы будем обозначать естествен­

ный гомоморфизм " через тт^д / , а образ э л е м е н т а ^ . 6 А7д в 

- через ас^ . Примем еще, что ?шнтр произвольной группы (ж 

будет обозначаться через Z> (G) , группа целых чисел - через 2 • Для 

у 
произвольного множества \л/С& V/ обозначает множество элементов 

Отметим, наконец, что свободная полинильпотентная группа р а н ­

га К вкладывается в подходящее/7^. -ступенно нильпотентное сплетение 



групп 4 7j И ^ Л * - / ' г д е ^ Л - - / ~ с в ° б о д н а я полинильпотентная группа 

ранга х - / • Это ясно, так как (как уже отмечалось) , имеет мэсто 

иэомэрфизм Рк « / W W , / / V * - - / = / * • 

Доказательство теоремы 2 существенным образом использует тот 

факт, что для произвольного элемента h. £ {Gr)^-M-n в 7"̂  сущест -

вует система С базисных коммутаторов, инвариантная относительно 

сопряжения элементом /ь . Способ ее построения аналогичен способу, 

примененному1 в работе Ю.В.Кузьмина £ 7 ] . Сначала фиксируем множест­

во 5g представителей правых смежных классов 5 £ / / группы & по 

бесконечной циклической подгруппе H—j_h.} , порожденной элементом/^.. 

Упорядочим множество { £ } произвольным образом,- Упорядочим также 

произвольным образом множество {<*.} индексов системы^ <2Ы j образую­

щих группы А п . Тогда на множестве Cjf) образующих Тп можно 

ввести следующее упорядочение: C^f(Sg h. )< с*°(г(^£г ^"^^ ' е с л и т Р ° й -

и.&{ы^^,р) больше т р о й к и ^ о ^ ^ -гп) относительно естественного л е к ­

сикографического порядка, который определен на них. Заметим, что как 

определенный порядок на множестве устойчив относительно сопряжений 

с помощью элементов из И . Построим теперь индукцией по весу б а ­

зисные коммутаторы в группе 7^ , придерживаясь следующего правила: 

после совершения каждого индуктивного шага будем .вводить среди вновь 

построенных коммутаторов порядок так: коммутатор C^*[uif J > Сг

 m 

s£uZj Vz~\ > еслиЦ,> 2 ' и л и ж е ^1 ~ ^г. ' н о К > ' т о л ь к о н а мно­

жестве С^ базисных коммутаторов веса rt будем вводить порядок 

особым образом. Заметим сперва, что при сопряжении элементами из 

группы Н так построенные базисные коммутаторы переходят в б а з и с ­

ные, а порядок ( н а С^С^) не нарушается (доказательство этих двух 

предложений проводится одновременно легкой индукцией по весу комму — 

таторов, см. лемму работы [ 7 ] ) . Таким образом, очевидно, что мно -

жество С-п разбивается на траектории, на каждой из которых h. дейст­

вует как сдвиг. Упорядочим произвольным образом множество i/З} этих 

траекторий, а после занумеруем элементы траекторий 3 двойным ин¬ 

дексом (уз., ^ , p & Z , так, чтобы с(рр) ~ ^(р.р+О • Очевидно, это все­

гда возможно (правда, неоднозначно). ^опо^ям(р^^)>(^вг)р>г^ , если 

jbf>j32 , ипя ftf = р г , но pf > р>г . Это и есть нужный нам порядок на 

множестве ^ 

В заключение 8 I условимся о следующем: хорошо известно, что 



/ 7 * i Я Ас 
всякий элемент А " 6 / _ обладает однозначной записью / г=С, С С~ , 
где С* € С , а г < С~ , если с < S • Такую запись будем называть 

сс zc S 
канонической. Иногда мы просто будем п и с а т ь ^ = JT с " 6 • Введем т е -

6 6 

перь еще одно понятие, а именно: пусть fa-К(ал (^)) ~ к а к а я - н и б у д ь з а ­

пись элемента к через образующие, тогда через X. ̂  будет обозна -

чаться множество образующих, входящих в эту запись. Для базисного 

коммутатора С через Supp С будем обозначать множество образующих, 

входящих в его запись. 

§ 2. 

вдесь будет доказана 

Т Е О Р Е М А 1. П у с т ь F-/сс,} - с в о б о д н а я г р у п -
F/ 

п а, Л/<3 F , G - б- е з к р у ч е н и я . Т о г д а д в а 

э л е м е н т а у ^ б ^Af^д/ т о г д а и т о л ь к о т о г ­

д а с о п р я ж е н ы , к о г д а ^ з (v) и j3(w) с о п р я ж е 

н ы в М- %r(f) ™r

Y Gr . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Как и в ( 3 ) , разберем два случая. 

1. Предположим сперва, что \ztw б ^/v~(fsf) • Пусть элементе б М 

таков, чтоjs(vj =S/&(u/)S1 . Возьмем ъ^/у(А/) какой-нибудь прообраз 

U-/U1 ($) элемента q/=9(S) . Тогда , очевидно, можно считать, что J3(v) 
и J5(U^U~') сопряжены в М с помощью элемента k=SU € 7* . В о з ь ­

мем любую подгруппу L такую, hto^Q^L. (такие / , , мы знаем, 

существуют). Применим теперь к pea&vicTbf/r~^(y)/(=.j3(cfyyu') гомомор­

физм •£q . Т а к max.j3(vJiJ5(u4su~/j£ Q , tokf=^(/c)e Q по-прежне­

му сопрягает J3(l^) и j3(ui>fti^. 
П. Пусть т е п е р ь ^ ф е • Тогда можно считать, HTojufwJ^e. 

(ибо в противном случаеJ3(v) h^3(lvJ не сопряжены). 

а ) Снова, выбирая и , как в 1, т.е. полагая и =JU » г д е 

и заменяЯуЗ^ц/",) v.Bl Ji^utt^'U J, можно считать, 4tojU(l/)-Ju(w)= /г ф е., 
а сопрягающий их элемент / ( лежит в 7~ . Поэтому до конца дока -

зательства теоремы 1 мы будем считать, что эти условия выполнены. 

б) Рассмотрим теперь свободную группу / ~ ' со свободными о б р а ­

зующими { y ^ - ^ j • Определим гомоморфизмS .•/*'—*• Gr 'так: <^(рг^) " 
= 8(ДГ,)} &(y)=/i . Рассмотрим отображение^' • F~~~Fj j(scgtJ=1 3cJ 
Очевидно, имеет место коммутативная диаграмма 



Также очевидно, что она, в свою очередь, порождает другую коммута 

тивную диаграмму 

F, V(F) 
wr-M 

J ;* 

F 

Здесь /^/'-ker 8' i отображение j * индуцировано отображением у, 
a X - вложением Е/у(р) в f/rff*)™ изоморфизмом/ /^ , я: ^~'//у' ' 

в) Построим теперь некоторым специальным образом подгруппу А , 

о которой говорилось в § 1. Обозначим JA/^ > и П У С Т Ь tр - про­

извольная левосторонняя шрейерова система представителей смежных 

классов Rlip группы F ' по подгруппе R' . Тогда произведения S £ = 

= j^g для Vc б Z и Vft образуют такую же систему $ представи­

телей смежных классов F' по Nr ; очевидно, они несократимы. Постро­

им с помощью этой системы множества £ У относительно свободных 

образующих групп L , Q соответственно. Заметим, что если 5 £ р 

г' 
и^* 6 г таковы, что ^j-'f~^g'f • т , е - ^iff является представителем 

для £ Z также обладает этим свойством: своего класса, т о у с -

У с$ J. = tJLs J. Поэтому множество £ инвариантно относительно сопря¬ 

жения с помощью элемента п. '.С —С.. 

Положим tjg(yj= V'/ = Aa:j 7j3(w) = Wf f Z(A) = AY , rnsat-T' , 
k 6 Gt . Итак,k^k^''= , откуда V-i kf V, ) • к/ = , откуда 

(v~fk,V,)-k? = V~' W1 - З а м е т и м , что y~'Wf 6 <?' . о т к у д а ^ ^ у у , ) = 

" V? Wi • Докажем, что V+fq/fa) V1 ^-fq/^v/k, Vj- Положим/^' (кJ = 
=k ^ Q'. Пустьk^=^ 1 &2'-••' ̂  -n ~ к а к а я - н и 0 У Д Ь запись элемента k^ 
через систему образующих £ U У группы 7" . Если вычеркнуть в этой 

записи в с е £ ^ ^ / * , получим, очевидно, запись для kz . Имеем: 

Е с л и Z ^ e # ' то, очевидно, V ; ^ . Vf 6 Q' *fqf(Yf'Zl ^)=К*с Vt 
ли же £ . 6 £ , то fql (yjz.. K ) =f^t [cc'Ch-'z^h) a] = 

Ec-



так к а к £ " ^ = £ л ̂ ,(£)= е. Отсюда очевидно, чтоУ^ ^2^~fqi(vi kj vt)^ 
Следовательно, применение к равенству^'k^V^kJ— V / I V / я а -

ет: yjk V1 k~z — V~*Wf - ° т к У Д а кг У_/ к'^ = • Рассмотрим теперь 

гомоморфизм у> ; / " ' - » - f , такой, ч т о ^ = сЫ (разумеется , ty> с у ­

ществует) . Он индуцирует гомоморфизм *f> ; ^/-y£iy'j~" ^/~V(N) ' Очевид¬ 

но, элемент Г" (к2) сопрягает V H W . Теорема доказана. 

§ 3. 

В этом параграфе мы решим проблему сопряженности для сплете -

нияД/ =4 W A V G I где/1 —{СС \ - п -ступенно свободная н ш ы ю п Ч in /г i л 
тентная группа. Заметим, что если дано представление Дика J) группы 

G с множеством образующих U , то с ним естественным образом 

связано представление Дика группы / У п . образующими которого яв­

ляется множество U(J(сх^(е)] . Сформулируем теперь теорему. 

Т Е О Р Е М А 2. Е с л и & - б е з к р у ч е н и я , т о д л я 

р а з р е ш и м о с т и в Мп

 в п р е д с т а в л е н и и / / 

п р о б л е м ы с о п р я ж е н н о с т и н е о б х о д и м о 

и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы а) о н а б ы л а р а з ­

р е ш и м а в г р у п п е б г в п р е д с т а в л е н и и ^ ; 

б ) п р о б л е м а в х о ж д е н и я в ц и к л и ч е с -

к и е б ы л а р а з р е ш и м а в G 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Необходимость. Пусть в М разрешима про -

блема сопряженности. Рассмотрим два элемента V^vy & Q . Докажем, 

что они сопряжены в Q тогда и только тогда, когда э л е м е н т ы ^ ! ^ t(w) 

сопряжены в /V . Очевидно, что из сопряженности vy, v в G следует 

сопряженность , <-(w) в . Докажем обратное. Пусть sl(v)S~i = 
= 1(\л'),ЪеМ . Запишем: S = l(g) -к • ^€ £ . к бТ , тогда 

с (р) ki(yj-A~f- i(cjf)-1 = i (W) 

и применение гомоморфизма & дает нам ^ j ^ ~ = \^/ . 

Чтобы доказать, что в Q разрешима проблема вхождения в цикли­

ческие подгруппы, достаточно заметить, как и в работе ( 4 ) , что эле -

ментз^б G тогда и только тогда входит в подгруппу jhj f , когда /L 

и h к сопряжены в Мп . где к = с'се) • С (4) , С - произвольный не-



нулевой элемент из (А) • Это легко доказывается, если рассмотреть 

в Т ту систему базисных коммутаторов, инвариантную относительно 

сопряжений элементом h. . которая построена в § 1; мы не будем на 

этом останавливаться. 

Достаточность. Пусть в G в представлении Дика D разрешима 

проблема сопряженности (и проблема вхождения в циклические п о д г р у п ­

п ы ) . Прежде чем начинать рассуждение, отметим, что мы будем исполь­

зовать другое множество образующих группы М , равное Uufct^^gjJ 
для Vai и £ Gr • Элемент и £ , заданный в представлении Дика 

Л)1 , легко можно записать в виде дг-к . где - слово об образую­

щих группы G • ькбТ^ записано через СС^ • 
1. Предположим, что V€. 7 ^ . Это предположение можно алгорит -

мически проверить, так как в G проблема тождества разрешима, как 

следует из наших предположений. Если vy ^ 7 ^ , то ^ и \л/ не сопря -

жены. Е с л и ц / £ 7 ^ г • л в г к о определить i такое, что W 6 ^ . JXJt^w^n'- (TJ-
Это можно сделать, воспользовавшись канонической записью \л/ по какой-

нибудь системе базисных коммутаторов от образующих0^(С£}группы Т . 

Пусть также у6^. / ( Т) ,V^%£T) (очевидно, это условие необходимо 

для сопряженности vt и / ) . Если теперь элемент 5 - Cfk, ^G , к € 7^ 

сопрягает у и VV > т о в ^ = ' / ^ ( " 7 7 ~ И/'с ' Возьмем 

какие-нибудь записи —V (o^Cff);); Wc- — W (<Zot ( ffj I') элементов 

4' > B в и я е слов "J/ XV от образующих (Cf)^ группы 7> . Тогда 

равенство V; = \л/f дает что Х,г П Х-,^,Ф О ; действительно, рассмот -

рим канонические записи элементов у^ и уу % :y^=/Jc*£ vvf= ПС 
Очевидно, что 

U supp С £ X U supf С £ X* 

а условие ул — W/^ влечет, что для \/& тггс=Чг . Отсюда ясно, что. 
Ху. О Х^у. Ф О • Так как; множества Ху} Х^. конечны и явно находятся, 

если явно заданы записи Vy vy через образующие CZ^C^Jb группе 7" , то 

все элементы ^ с требуемым свойством явно строятся и их число к о ­

нечно. 

Далее, легко определяется, решается ли уравнение kvk 

при фиксированных Vt W^ Cjf относительно к i так как в свободной н и л ь -

потентной группе 7* проблема сопряженности разрешима. Т е м самым 

случай 1 полностью разобран. 



П. V=/ta W=f£, -f^b G, a,4 £ T , причём h Ф e . Тогда 

•f Ф G (иначе у и i y не сопряжены, и доказательство закончено) . Е с ­

ли существует элемент с^к А / , д в &^ к 6 7~; сопрягающий V и w , 

то Cfkh.cc =f£^k • откуда g/iM^X. =-fge^k • Следовательно, v и уу 
сопряжены тогда и только тогда, когда существуют в 6 G и А 6 Т т а -

кме, ч.то Cjh^-fCjf и. к а = 4 к • Поскольку проблема сопряженности в 

Q- решается, мы можем установить, сопряжены ли к. я •£ • Предпо­

ложим, что это так (иначе V и W не сопряжены). В таком случае, 

если бы существовали решения ы. f jf уравнений сс <Х=-х,у = * ^ с о о т в е т -

сгвенно; то элемент ^Ы. являлся бы решением уравнения^ *сс. = 4^А. , 

и, следовательно, у и уу были бы сопряжены (действительно, тогда 

(yf)^—4^y^ , откуда
 t-y9)fl=4^)?^ ( так как fy = дк. ) • откуда, у м ­

ножая последнее равенство справа на равенствооС\х = аС , получаем тре ­

б у е м о е ) . Отсюда ясно значение следующей леммы, 

Л Е М М А 1. П у с т ь А ^ ? , ^ f # e - э л е м е н т ы 

cl,4, d - э л е м е н т ы 7" СМ . Т о г д а м ы с м о ­

ж е м а л г о р и т м и ч е с к и в ы я с н и т ь , р а з 

р е ш и м о л и в 7^ к а ж д о е и з у р а в н е н и й 

з/а. -ее. fay, kha = ; Р е ш е н и е к а ж д о г о 

у р а в н е н и й , е с л и о н о с у щ е с т в у е т , е д и н ­

с т в е н н о. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, достаточно исследовать только п о с ­

леднее уравнение, так как два других являются его частными случаями 

(во втором вместо fj_ взято £ ; это несущественно, так как про­

извольно) . Доказательство проведем индукцией по тг_ . Предположим,что 

для А/ прит?< I лемма верна. Пусть rz = с +1 • Рассмотрим уравне -

ние к^- —с/. к • в Т. =. 7~'y"VC' /-г. \ • Пусть л,- - его решение (ина¬ 

че наше уравнение неразрешимо, и доказывать н е ч е г о ) . В о з ь м е м какой¬ 

- / — 

нибудь прообраз 5 . = тг?. . CS) элемента J • в / - . Т о г д а если 

решение нашего уравнения существует, т о • i , где £ ( Z(?iJl, 
так как д . = ,5- (потому что Д . вместе с ,5" • удовлетворяет уравнению 

к- CL-=c(k-* а п 0 индуктивному предположению его решение единствен-

н о ) . Имеем: Ьа =^S-^ ^ • отсюда =clsU/t (i k2 (Т-^^)) . 
H o 5.^ a.~dS- 7 • г д е г *Z . так как S?CC; =«'• S; • Поэтому, о ч е -

видно, уравнение к a =clk разрешимо в 7 ] - + ? тогда и только тогда, к о г ­

да в ^ ^ ^ р а з р е ш и м о уравнение т6^=^ , 1 6 ZС7"^,); если решение в 
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£ (T-^J) последнего уравнения единственно, то таково, очевидно, и реше­

ние исходного уравнения. 

Для решения полученного уравнения построим в 7̂  систему базис ­

ных коммутаторов, о которой говорилось в § 1, инвариантную относитель­

но действия элемента fi . Возьмем каноническую запись элемента 

Здесь все Z(jb,p) можно явно вычислить. Действительно, можно считать, 

что СХ и ct даны нам в виде слов от о б р а з у ю щ и х ^ (gj группы 7^ / > S£- -

в виде споъ&$(р^(С^);) от образующихC^Cgf); группы Т- , следова -

тельно, мы можем явно найти запись прообраза 5^'^ • например, п р о с ­

то взять ^1+/~^(р^(^))' Значит, можно найти Z в виде слова от обра¬ 

зующих CZ^C^J • и для того, чтобы представить £ в требуемом виде , 

достаточно уметь определять, когда две образующие С£ и °(j(ffz)при­

надлежат одной траектории относительно rV=f/cj , а для этого нужно толь­

ко уметь решать, входит ли д*'^fg_ в М 

Для произвольного элемента ^ £ Z^T^J определим функцию Пр(<р € Z 

следующим образом: если ^ ~ ^ С ^ С ^ ' ^ ) ' r o fy(%)=Z <%.(/S,p) ' 

Заметим, что ПрС^^П^у), Apty fa)*^ty) + / 7 ^ ^ ) для fa.^Zfa). 
Таким образом, мы можем вычислить !7p(Z) для К # . Заметим, что е с ­

ли уравнение zt имеет решение, то, в силу приведенных свойств 

функции П^П^(%) —О для V/6 . Это условие также и достаточно для 

разрешимости данного уравнения; действительно, система числовых-урав-

нений £(р,р)= Т(р,р)+ i (р,р~'1) относительно неизвестных -6(j3tpJ име­

ет при этом условии решение £(р_,р) такое, что только конечное число 

£,(р>,Р) 7* О . Очевидно, £—/7 (П С^/^'С) ) удовлетворяет уравнению 

~li — i , причём £ (г Z, (7~i+/) • Единственность решения уравнения тоже 

очевидна, так как ^ ( / З ^ ^ я в л я е т с я единственным решением нашей систе -

мы, для которого только только конечное число компонент ^pQ (ясно , что 

решения в 2^7 у / у ) данного уравнения взаимно-однозначно соответству -

ют таким решениям указанной системы). Л е м м а доказана. 

Продолжаем доказательство теоремы. Пусть j и оС таковы, что 

у р а в н е н и я х ' ! ^ ^j/-fy разрешимы в 7j=^y^. ( J - j и = (у- J 

и неразрешимы в ~Jj+f ^~^с/+/ с о о т в е т с т в е н н о ' Тогда, если j=u/=7? , а 

элементы и fa сопряжены в Gr , то, как мы знаем, V и V V со -

пряжены. Пусть теперь trjirrCj^ с/) 77 . Предположим, что d £ у . Р а с -



смотрим в этом случае группу . ПустьоЛ• £ Tj - решение первого У 
какой-ни уравнения, ч> k 7^ - решение второго, ^ ( ^ < - / ) 

будь прообраз элемента \ ^ в Tcj_t./ . П у с т ь с £ ^ ^ ^ - ^ ы * / ? j ^^ci+i 

Заметим теперь, что у р а в н е н и е к ^ ^ kj имеет р е ш е н и е ^ — 

при любом у } сопрягающем • [ и к. I й A^^^^cl' ®т0 н а м ^ ж е и з ~ 

вестно, нам также известно, ( с м . доказательство леммы 1 ) , что урав -

нениеХ"^ а , =&^, к i имеет решение,Д , , тогда и только тогда, 

когда имеет решение ^ £ ZCTgi+i) уравнение 

(*d+P *****
 = W V / ^ ^ ' ^ 

(мы взяли ^ ^Ы-Н В к а ч е с т в е прообраза ^ (^/°^о/) Р е ш е н и я 2 ^ 1 ^ о ^ / 

уравнения ^с/~^с/^с/ ' ^ о с л е упрощений получаем: S^?^—^. 

Выберем теперь в 7"^+^ систему базисных коммутаторов, инвари­

антную относительно сопряжений с помощью элемента к. > ° которой 

говорилось в § 1. Докажем, что если d -сJ , то уравнение ^с£+1 = 

= &^ук с/+/ керазрешимо ни при каком уу сопрягающем у! и к . с л е ­

довательно, v и w не сопряжены, так как тогда неразрешимо и у р а в ­

нение k^Cl-e^M. • Действительно, при с/<J к//з(Т)=0 для t^g , так как 

уравнение '^^с/н^ "^d-ti Р а з Р е ш и м о , по условию, и для каждого 

CJ'6 & , сопрягающего и к <^/i(g) т а к о е > ч т о П^(^(S^) ^ О так 

как иначе найдется cj0€ Cf , сопрягающее и h , для которого су -

шествует решение Q(?Z(Jd ) уравнения £ ^ = Ь > значит, произведение 
д-1 ^ of*// 

^с1+1 удовлетворяет уравнению y^^f — о^^/У^*/ * ч т о противоречит 

нашему предположению. Отсюда вытекает, что уравнение ^— "6 н е ­

разрешимо в Z(7^^./) Д л я всех таких CJ , так как Пр(Ъ5^)-Пр(1)+/7^3§ = 

= О не для \/р , а это условие, как мы знаем из ,: жазательства л е м ­

мы 1, необходимо для разрешимости. 

Итак, доказано, что если у , для сопряженности v ,W необхо­

димо, чтобы c/=J ; в случае с / ^ j аналогичные рассмотрения показыва­

ют, что условие d=j необходимо для сопряженности. Мы будем предпо­

лагать, что это условие выполнено. Мы также выяснили, что для сопря -

женности v и vy необходимо, чтобы нашлось д £ G такое, что cjfa = 

~-fy и /7̂ 3 (Т) ^/7^(5^) — О для Vj3 • Множество таких элементов ^ 

образует конечное число смежных классов по подгруппе Н . Действи -

тельно, если у удовлетворяет этим равенствам, то дк ^ тоже удовлет-



воряет им для любого £j£t: Z , так как /7л (Х^)=- 7л (X) для всех 

X€Z(JdL + i) > и (fi/h )'h~-f (tfh ) • Поэтому наше множество составлено 

из смежных классов по подгруппе И . 

Для доказательства конечности их числа возьмем какие-нибудь за¬ 

писи Г = Я С < £ ф & у / ) , S=$(Cb(gU+f) элементов Sj ? £ Z(Tcl+>) ч е Р е э 

обр азу юш-ке^(д)с/^/ группы 7^уу . Мы можем сделать это в явном виде. 

Теперь заметим, что если элемент ^ таков,^что Пр(*С)-1-Пр (S ̂ ) =<9 для 

Vy3 , то найдется Z такое, чтоЛ^пХ^ Ф О . Для доказательст­

ва возьмем канонические записи элемэнтов t и S ^ : 

Г=П (П с , ) и 6 =/7 (77 с /г ,) • 

Очевидно, что 

( U *ирР с (pip)) g X (и *Грс(р1Р) ) < x f , 
г<р!,Р)Фо 5Ъ-Р»° 

9^ 

а условие, ч т о Х 0 п Х . —О для V £ , дает, что пересечение множеств 

•[ pi j и{^} пусто: {filjn\jij}=0- Поэтому равенства /7р(1) + Пр($ ) = 
= О для невозможны, ибо и среди Г7р.(Х.) , и среди/7^. (S^) есть 

не равные нулю, так как по условию уравнения CC*CX—X У^—&У н е ~ 
разаешимы в Т. . Таким образом, конечность числа классов доказа -

на. Возьмем теперь все элементы cj такие, что Х^Г)Х^ фО ( и х к о ­

нечное число, и все они находятся в явном виде) . Отберем среди них 

те, для которых cjk ~^(J • Пусть это будут э л е м е н т ы ^ ^>'"> $~т' ^ ы 

знаем, что уравнение fc^Q. — ~6к может иметь решение, если только 

CJ — g ,7i^j C = -fj .. .,fr(j t°€:Z- произвольно. Имеем: k^Cf —('S^')''к • П о э т о -

Mf достаточно доказать следующую лемму. 

Л Е М М А 2. У р а в н е н и е k^Cl =с7^ к л и б о р а з ­

р е ш и м о д л я л ю б о г о ^ , л и б о н е р а з р е ­

ш и м о н и д л я о д н о г о ^ . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О проведем индукцией. Индуктивное предположение 

для I : если уравнение k^d- =с7^к • разрешимо в Т- хотя бы для 
с с с с *-

одного значения £ , то оно разрешимо при любом ъ \ в том случае , 

когда оно разрешимо, существуют той элемента $• г. Q • £• Т- , такие, 

что Q. (J-—d.'• £• , С-&• — <7. С* (тогда, очевидно, произведения 

л к 



при -в > О 
лг = &i с- ; (2) 

при £ -О 

при О удовлетворяют нашему уравнению) . Совершим переход от L 

к i + 1 , Если уравнение k^(L — с/^ к неразрешимо ни для какого £ , 

то и уравнение^, а- —Ы^ к неразрешимо ни для какого £ , и все 

доказано. Пусть теперь, наоборот, уравнение =-с(^ к£ разрешимо 

хотя бы для одного значения £ , тогда , по индуктивному предположе -

нию оно разрешимо для всех £• . Выберем прообразы С- ==777.1 .(сЛ &'. — 
= 7**1Н,№)' С(1Л ц е м е н т о в C£j4;, %£ в группе Т£н . 

Пусть элементы Z и з определены равенствами ; 

Выберем в качестве прообраза^' . =7??' .(Л,-) решения Д / уравнения 

к-СС;=с/. к; в группе J:.. произведения ( 1 ) , (2) и (3) при £> О , 

С—О , ~£-£-0 соответственно, где вместо С; Q- стоят С-

СУ . , , . Как мы знаем из доказательства леммы I , решение л • урав¬ 

нения к/• . О? • = cf- к • ̂  > если оно существует, имеет вид А •. , -

= Д. £ , где £ £• Z. (~7~. ) . Подставив вместо Д . = а'•.."Ь в уравнение 

его выражение, после упрощений получаем при любом £ : £^-х/* — t$ 
Но последнее уравнение либо разрешимо для всех значений •£. сразу , 

либо неразрешимо ни для одного значения £. . Действительно, построим 

систему базисных коммутаторов, инвариантную относительно сопряжений 

с помощью элемента h. , о которой говорилось в § 1. Мы знаем, что 

наше уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда 17А (1^ ) =/%» (S) 

для , но ftp (z* ) =Пр (?) Для V/3 и . Отсюда наше утверж­

дение очевидно. 

Таким образом, если уравнение к;,, СС • —Ы^1 к неразрешимо 

хотя бы для одного значения С , то оно неразрешимо для любого •£ , 

и все доказано. Если же оно разрешимо, рассмотрим канонические запи­

си элементов х и S • 

** , у / S(j,p) . 



Обозначим через {jS>^ } •m-1}2/...J к. , множество тех траекторий р , для 

которых /7д (X) ф О (следовательно, и Пр (SJ Ф О ) . Пусть 

Будем искать нужные элементы в виде ^ — зе, С,.=с!v>. Q- = . 

Очевидно, если выбрать •0/Э£.)^ так, чтобы удовлетворялись уравне -

н и я а г \ £ = а ? и \>^=->>5^ , элементы будут требуемыми. Рассмотрим 

сперва уравнение -j/1 = i 5 и соответствующую ему систему целочислен -

ных уравнений -£(^p-jj=: £(р,р)+ SCfrp) • Пусть О(р^р) - ее решение, 

удовлетворяющее условию £сттг $ (pfp)=:Q для Vp • Тогда оно единст -

венно, &?п У>(р,р)=0 . если только fifilfi^j •
 тяр^^{Рт) ^yV^"^' 

если только р> . В с е это очевидно. Очевидно также, что реше -
' •> jCfi) 

ние £ i/S>p) системы { (p}p-jj + %(р,р)~ £Ср}р) . соответствующей урав­

нению ^ j B | j , удовлетворяющее условию (С/п^ф^) ~0 Для^З , един­

ственно, и для него выполнено условие £im£.'& р) = 0 . если только 

p^lp^j , если же/3 6 {pm j , то 1(р,р)=Ср при р^х.^-1 . п р и ч ё м 

Ср-Ср - Ср Для Vpzfp^j , так как для этих р Пр (%} = Пр (S), 

Рассмотрим теперь три элемента: 

Тогда очевидно, что у С, — £ X = £ £ ' . Это проверяется 

простым вычислением. Наконец, определим э л е м е н т у £^7 ) следу¬ 

ющим образом: приттг <0 положим 32 = £ ь ь '•••'-> > П Р И m ~ ° 

se~t . при n? >0 ae-t£h-.. • m Тогда, очевидно, SElZ = 

=сЕ£ , и э л е м е н т ы ^ J ^ £, - искомые. Т е м самым лемма 2, а с 

ней и теорема 2, доказаны. 

§ 4 . 

Так как вложение^} '• 32^*8 (э^)-QC^ (е) конструктивно, то для свобод­

ной полинильпотентной группы достаточно доказать только разреши -

мость проблемы вхождения в циклические подгруппы, чтобы индукцией по 



к, решить п р о б л е м у сопряженности ( н а ч а л о индукции о б е с п е ч и в а е т с я 

т е м , что Р^ - свободная н и л ь п о г е н т н а я группа, и в ней проблема со -

пряженности, как хорошо и з в е с т н о , р а з р е ш и м а ) . Итак, п у с т ь у , w -

два э л е м е н т а из Р^ . П р е д п о л о ж и м , что при С~К — 1 в Pt' проблема 

вхождения в циклические р е ш а е т с я . Ясно , что еашуу—УП , т о p ( w ) -

~\_р(V)Jr'1 г д е р ~ е с т е с т в е н н ы й г о м о м о р ф и з м Р^—- р^ ^ , п о э т о м у 

е с л и р(у)ф g , то достаточно проверить , входит л и p(w) в подгруппу 

^p(v)] > в с л у ч а е вхождения найти п о к а з а т е л ь гг. , д л я к о т о р о г о p ( \ v ) = 

~fpCv)J^ ' и проверить , выполнено ли в Р^ р а в е н с т в о W = V . Вопрос 

о равенствах p(y) = S ,W=Y тоже р е ш а е т с я алгоритмически , так как п р о ­

б л е м а тождества для свободных полинильпотентных групп Р^ разреши -

ма. Это д о к а з а н о ' с помощью финитной аппроксимируемости в работе 

Грюнберга [[83, впрочем, п р о б л е м а тождества л е г к о р е ш а е т с я индукцией 

по А с помощью вложения /3 . Е с л и же p(v)=: & , то для вхождения 

W в { v ^ н е о б х о д и м о , ч т о б ы p(yv) - 6L , е с л и же э т о у с л о в и е выпол -
п 

нено, то W = V т о г д а и т о л ь к о т о г д а , когда д л я с о о т в е т с т в у ю щ е г о в л о ­

жения р : —pC^J-CpCv)^^ . Т а к как д л я нильпотантной г р у п -

пы 7" , к которой принадлежатуЗ (у) ^p(w) > м ы э т 0 м о ж е м явно в ы я с ­

нить ( х о т я бы с п о м о щ ь ю р а с с м о т р е н и я канонической записи р (у) иp(w) 

по какой-нибудь с и с т е м е базисных к о м м у т а т о р о в ) , то т е м с а м ы м для 

Pj^ п р о б л е м а вхождения в циклические решена. О с т а е т с я з а м е т и т ь , 

что для Р^ эта п р о б л е м а решается , так как - свободная ниль -

потентная . Т а к и м о б р а з о м , доказана основная т е о р е м а : в свободной по -

линильпотентной группе п р о б л е м а сопряженности разрешима. 

В заключение искренне б л а г о д а р ю с в о е г о научного р у к о в о д и т е л я 

В . Н . Р е м е с л е н н и к о в а за оказанную п о м о щ ь . 
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