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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ССОР. 1931 
BULLETIN DE L 'ACADÉMIE DES SCIENCES DE L'URSS 

Classe des sciences Отделение математических 
mathématiques et naturelles н естественных наук 

О СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ полиномов 
С. Н. ВЕРНШТЕЙНА ЗА ПРЕДЕЛАМИ ОСНОВНОГО ИНТЕРВАЛА 

Л. В. КАНТОРОВИЧА 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 

Акад. С. Н. Бернштейном* была установлена следующая теорема: Если 
Функция непрерывная в промежутке (ОД) и если положить: 

< і ) Зд(*)]=ад=2 ^*^a-«r*f(^)» 
Jc=0 

то последовательность полиномов Рп{х) .равномерно сходится, в проме­
жутке (ОД), к Функции f(x): 

(2) № = ЪтРп(х). 
п->оо 

Задачей н а с т о я щ е й работы является исследование области сходимости 

последовательности полиномов Рп(рс) на плоскости комплексного перемен­
ного. В теореме I мы даем непосредственное доказательство сходимости 
последовательности (1) к Функции f(x) на всей плоскости в том случае, 
когда Функция f(x) целая. В теореме II, пользуясь известным результатом 
об области сходимости разложения по полиномам Чебышева, мы уста-

* S. Bernstein. Démonstration du théorème de Weierstrass fondée sur le calcul des pro­
babilités. Сообщ. Харьк. мат. общ. сер. II, т. ХХШ.Ш1 и диссертация: О наилучшем прибли­
жении непрерывных Функций посредством многочленов. Ibid., № 4—б, добавл. к гл. Т., 
-стр. 120—126. 
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навливаем, что в этой же области к f(x) сходится и последовательность (1), 
Наконец, в теоремах III и IV мы даем доказательство того, что сходи­
мость последовательности (1) за пределами основного интервала имеет 
место и в том случае, когда Функция f(œ) носит аналитический характер 
и регулярна лишь на части этого промежутка. 

Для проведения Формальных преобразований в теореме I нам пона­
добится следующее вспомогательное предложение: 

Лемма. Если положить: 

1=0 

то: 1) при V \ Р п ^ \ < 2 n wv 2) при ѵ < n; Р ѵ = 0. 

Не останавливаясь на доказательстве этого элементарного предло­
жения переходим к изложению первой теоремы: 

Теорема I . Если f(x) целая функция, то последовательность поли­
номов Бернштейиа (1) сходится к ней на всей плоскости и сходимость 
равномерная в любой конечной замкнутой области. 

Доказательство. Покажем, что соотношение (2) имеет место 
в круге \х\ < В; для этого достаточно показать, что полиномы Рп(х) 
равномерно ограничены в этом круге. 

Так как f(x) ц е л а я Функция , то она разлагается в ряд: 

со 

(з) /•(*)=2 ÄJv, 

при этом числа а. убывают быстрее любой прогрессии, а потому можно 
«У 

указать такое постоянное число К, чтобы для всех j выполнялось нера­
венство 

№ k ì < к 

Составим теперь н-й полином Бернштейиа для Функции f(x) преобра­
зуем его тождественно и оценим затем в круге \х\ <1 В. Имеем: 
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п со 

-2 ч Ѵ а - « г * 2 
к=0 i = o 

оо n 
а,-

.7 = 0 b=U 

со fn я— 

j=-0 fc=Ö s=0 

Беря за новые индексы суммирования m = s и й получаем : 

СО П 7И 

p Ч х ) = У % У х т У с*&(?'-!!(— і ) ж ~ * . 
,7=0 m=0 7с=0 

Замечая далее, что 

Cr Ä sim—k s~i m к 

находим: 

С О ti 
а,-

j=0 m=0 fe=0 

со и 

J=0 етг=0 

По свойству 2) чисел Р . (см. лемму) видим, что слагаемые второй 
суммы при m > і обращаются в ноль, а потому: 

со min [i, w] 

(5) ад=23 2 ^(-irojrp^ 
; = 0 ' » 1 = 0 ' 

ИМЕН, 1931 72 
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Оценим теперь |Р и(ж)| в круге |ж (<2г пользуясь свойством (1) 
чисел Рт • и неравенством (4) 

оо min [j, n] • 
i I ) M l / , V i I V x\m n...(n — m-+-l)mJ m 

j — 0 m=0 

co min (/, n) 

< 4 > , | У 2 Г 2 - ^ ( ^ \ 
mm / m\J-m 

, ; = 0 m-0 

так как m < ю, то вторая дробь под знаком суммы < 1, а первая по нера­
венству Стерлинга тт <фттІ не превосходит t \ таким образом: 

со m i n ^ n ) оо щ{Шеу 

І = 0 т-0 ?=-0 4 7 

Последний полученный ряд сходится и сумма его есть некоторое 
постоянное число зависящее только от Л. Итак, все полиномы Рп(х) 
в круге \х\ ̂  R ограничены одним и тем же числом S (Л) и на проме­
жутке (ОД) по теореме С. Н. Берштейна сходятся к fix), в таком случае 

по известной теореме Vitali о последовательностях аналитических Функций 

они сходятся к fix) равномерно во всем круге \х\ ^ В, откуда следуют 
заключения теоремы. 

Перейдем теперь к случаю произвольной аналитической Функции f(x), 
именно покажем следующее предложение : 

Теорема П. Если функция fix) регулярна вплоть до контура 
в некотором эллипсе (С) с фокусами (0,1), то последовательность поли­
номов Бернштейиа сходится равномерно в этом эллипсе к функции f(x). 

Доказательство. Обозначим через Th (х) &-й полином Чебышева 
промежутка (0,1) и через Lh и Жъ верхнюю границу \Тъіх)\ в проме­
жутке (0,1) и на контуре (С). 

Обозначим через ъ п
 {к) (x) n-iï полином Бернштейиа для Ть (х\ т. е. 

п 
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На промежутке (0,1) имеем: 

п 

т7. 

S = 0 

Таким образом полином ~п

 (к) (а) степени не выше к " уклоняется от 
нуля на промежутке (0,1) не более чем Тк(х): в таком случае, как 
известно, он должен иметь не большее уклонение и на эллипсе (С),** т. е. 

(7) max |Tc w < Ä ) (a;) i<lf Ä . 

Известно далее, что Функция fix) может быть разложена в эллипсе (С) 
в абсолютно и равномерно сходящийся ряд по полиномам Чебышева:*** 

(8) 

ряда: 

(9) 

fc=0 

При этом из характера сходимости ряда (8) вытекает и сходимость 

21**1** 
к—О 

Ж. 

Рассмотрим теперь n-ìi полином Бернштейиа для fix), по (6) и (8) 

W = F n m i = 2 h р п [ а д = 2 ъ * *п(к) (*)• 
к=і) к=0 

* То, что полином ъп $) (х) имеет степень не в ы ш е к при любом ѣ получается сразу 
и з (5). Действительно, если вместо f (х) в з я т ь полином 'Т]0{х) 7с'ой с т е п е н и , то j , а потому и »ц 
н е превзойдет к. 

** Здесь мы пользуемся одним предложением, п р е д с т а в л я ю щ и м непосредственное 
следствие из теоремы Б е р н ш т е й и а (диссертация, стр . 6 1 — 6 2 ) Именно следующим: из в с е х 
полиномов имеющих данное уклонение на эллипсе с Фокусами (а, ß) наименее уклоняется от 
н у л я в промежутке (а , ß) полином Ч е б ы ш е в а . 

*** С. Н . Б е р н ш т е й н . Диссертация , стр . 178 ; Ср. G. F a b e r . Ü b e r Tschebyscì ief tsche 

P o l y n o m e . J o u r n . f. d. r e ine u . ang . M a t h . Bd . 150, S. 7 9 ; с п е ц . стр . 83 и 87 . 
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Воспользовавшись теперь неравенством (7) имеем в эллипсе (С): 

со 

\W<^\h\Mjc M. 

Таким образом, все полиномы Рп (х) в эллипсе (С) ограничены п о 
модулю одним и тем же числом, а потому пользуясь опять теоремой Vitali 
заключаем, что они равномерно с х о д я т с я к Функции f(x) в э т о м э л л и п с е . 

Перейдем теперь к случаю Функции f(x) аналитической лишь на части 
интервала (0,1). 

• Теорема III. Если f(x) функция заданная в промежутке (0,1) огра­
ниченная в этом промежутке и на части его, именно в некотором проме­
жутке (ХХ,Х2), совпадающая с функцией о(х) аналитической в проме­
жутке (0,1) и вблизи нею, то последовательность полиномов Бернштейиа 
для функции f(x) будет сходиться в некоторой определенной области 
вблизи промежутка (\, Х2) к функции ср (х). 

Доказательство. Функция о(х\ согласно условиям теоремы, б у д е т 

регулярна в некотором эллипсе (С) с Ф о к у с а м и (0,1). 
Рассмотрим две лемнискаты проходящие через точки \ и А2: 

(10) (Іл) 
X h 1 —X 

\ - \ (L2) 
X 1 —xU-h 

Покажем, что сходимость полиномов Pn(xj к Функции <р(а?) имеет 
место в области В представляющей общую часть эллипса (С) и тех частей 
лемнискат (Ц) и (і 2 ) , которые содержат промежуток (А, л2). 

Рассмотрим полиномы Бернштейиа для Функций f(x) и ç(#): 

( 1 1 ) P n ^ - P j m i = ^Gn

kx\l-xrkfß); 

n 

(̂*)=.-p« [?(«)]=2 ^(i-*r*? (£)• 
По теореме II при достаточно больших п имеем в эллипсе (0): 

K , ( « ) - ç ( s j | < E (n>N). 
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к<п\г 

\s> к к /-. \ «м.—к I / s* I fC \ 

fc=0 

п 

2 |<^(і-*г*[(|/^ 

к<п\ 

Те 
Ф I -

И 

к 1 — Ж п— 

1 - ^ 
к>пХо 

X к 1 — X 
1 

п—к 

Здесь Ж обозначает верхнюю границу \f(x)\ и |<р(#)| в (0,1). 
Нам нужно показать, что написанные суммы малы. Оценим, например, 

первую из них. Так как точка х внутри то 

отсюда 

или 

2 = 

1-х 1-À-, 

-( 

1 - \ 

1 - х 

• = 2 < 1 , 

1 - \ 

1-х 
1 - \ X 

1< 1, 

так как Ы| > л г Оценим теперь любое слагаемое первой суммы: 

(12) X к 1 - х 1— X 
1 - Х , X І 

Итак каждое слагаемое первой суммы и совершенно аналогично 
и второй суммы не превосходит tf, таким образом правая часть нера­
венства не превосходит (2 Мщп-+•£), т . е . сколь угодно мала, а потому 
в области D : 

(13) ІітРп(х) = ѵ(х). 

Введем теперь интересующее нас выражение: 
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В последней теореме мы поставили требование, чтобы Функция ср (*) 

была регулярна не только в промежутке ( к ѵ Х2), но и во всем проме­
жутке (ОД), теперь мы покажем, что от последнего ограничения можно 
освободиться. 

Теорема IV. Если f(x) функция регулярная на промежутке (кг\) 
и вблизи него [0 ̂  \ <i \ ^ I] и ограниченная на всем промежутке (ОД), 
то последовательность полиномов Рп (х) сходится к ней в некоторой обла­
сти вблизи этого промежутка. 

Доказательство. Обозначим через 6у

р [р > 1] эллипс с Фокусами 
(Х15 W у которого отношение суммы полуосей к Фокальному расстоянию 
равно р. Положим р(х) — р для точек лежащих на эллипсе Ср. 

Так как Функция f(x) регулярна вблизи ( \ , Х2), то она будет регу­
лярна и в некотором эллипсе С?0. Выберем теперь такое постоянное А > 2 , 
чтобы при всех 5 не лежащих в промежутке Ç\ Х2): 

как нетрудно видеть такое А можно найти, так как если I не совпадает с \ 
или Xg, то первый множитель меньше 1, а если совпадает, то оба обра­
щаются в 1 . 

і. 
Положим теперь рг = р / и покажем, что полиномы Рп{х) сходятся 

к f(x) в области В, представляющей общую часть эллипса С ? 1 и тех частей 
лемнискат (10), которые содержат промежуток (Х1? \ ) . 

Для этого нужно показать, что в указанной области полиномы (1) огра­
ничены в совокупности. Достаточно показать это относительно полиномов 

(15) pn(x)=pnif(x)ì= 2 o e M ( i _ ^ g ) , 
Ai w<fc<X2 n 

так как разность Рп(х) — Рп(х) в области ограниченной лемнискатами (10) 
сколь угодно мала при достаточно большом щ как это вытекает из рас­
суждений теоремы III. 
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Обозначим через Тк(х) к-ш полином Чебышева для промежутка 
(kv Х2); через Lk и Ж р * верхнюю границу его модуля на промежутке 
(kv Â 2 ) и на эллипсе (7, тогда, как известно ï I : 

г 

(16) ^P

k<M}b<Lk?K 

Введем еще обозначения: 

( 1 7 ) = Р . [ад]; 

Отметим, что полином т и л

( А ) ( # ) не выше fc-й степени, а полином 
т*п

 {к) (%) на промежутке (Аг Х2) не превосходит по модулю .7^. Оценим 
полином ъ п

 {к) (ос) в области В. 
Если м < Ы , то полином жп

 {к) (х), который на ( \ , Ла) не превосхо­
дит Lk, на эллипсе С?ѵ а потому и в В не превзойдет, как известно,** сле­
дующей величины: 

и 

(18) К * ( * ) | < І ^ ь " = І і Р о

т [ п < Ы ] . 

Пусть п ^ Оценим сначала в области 5 разность 

2 С , Ѵ ( 1 - Г ^ ) -

* С- H. Бернштейн, 1. с , стр. 62. Gr. Faber, 1. с , S. 85. 
** Бернштейн, 1. с , стр. 62. Мы пользуемся здесь следующим предложением : если Р (х) 

полином степени не выше п, который на промежутке (ос, ß) не превосходит X, то на эллипсе С 
С Фокусами (а, ß) она не превзойдет LEn, где В отношение суммы полуосей (С) к его Фокаль­
ному расстоянию. 
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Ограничиваясь, например, оценкой первой суммы, пользуясь (10), 
(12), (14) и (16) имеем 

2 С , Ѵ ( 1 - * Г 2 1 ( ; 1 

5=0 

X \ s 1 X 

\\ 1 - \ 

< 2 <ѵѵ(і-у-' TS 
s=0 

< 

s=0 

1 

1 — 

7 \ — / 1 -V \ 1 

A l \ П f 1
 A l \ .71 1_1 

n—kA 

Наконец, принимая во внимание и вторую сумму, находим в В: 

(19) j т с / ' (*) - * /> (в) I < Ц ЬМХ ( [я > кА]. 

Так как \{Jc)(oo) не превосходит на (Х1? Х2) по модулю і ^ , а 

выражения (19), то т с п

( & ) на (Х^ Х2) не превзойдет при w > Ы : 

(20) I ^ ^ K ^ W ^ - H l ) . 
Благодаря этому, так как ъп

{**(х) полином степени не выше к, то на 
контуре С9ѵ а потому и в области В 

т < h [JcM^pf - H l ] о,* = L, 
7 . / Ì . i \ • L 

* Ж обозначает здесь некоторую постоянную, получающуюся от оценка двух послед­
них множителей. 
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кМчРо "1 ( 

При Л достаточно большом к > &0 это неравенство, так как А > 2, 
можно заменить другим: 

( 2 3 ) . | * п < * > ( Ж ) | < £ 4 р 0 * [ » > f c 4 ; Ä > Ä j . 

Из (18) и (23) находим оценку верную при всех п и при &>& 0 : 

(24) | 5 я * И < і 4 р в * 

Перейдем теперь к оценке Рп(%). Так как Функция f{x) регулярна 
в эллипсе Ср0, то она разлагается в нем в равномерно и абсолютно сходя­
щийся ряд по полиномам Чебышева Тк(х): 

со 

(25) 
к=0 

причем в силу характера сходимости ряда (25) и неравенства (16) сходятся 
и ряды: 

со оо 

(26) 2\ЬК\М^ = М; 2 Х А 1 ? о * = Я. 
ь=о ь=о 

Тогда для Рп(х) в области В пользуясь (15), (17), (18), (22), (24), 
(25) и (26) найдем: 

со к0 

(27) ІРВ(*)!< 2 2 ы«»*ш-*-
к=0 А=0 

со &о 

•+• 2 \ч\\\*\*)\<%м^м2?0

к+ 
k=k0+l h=0 
со /**0 

Ь=#0-»-1 Ь=0 

Далее из (19) и (21) находим, что при п > к А в В справедлива 
оценка: 
(22) , |й/>(*')| < \ п л Ь { х ) \ - ь | ^ / ) ( ж ) _ й / > ( Ж ) ( < 
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т . е. что полиномы Рп ( я ) , а потому и Рп (х\ ограничены в совокупности 
в области В. Отсюда пользуясь о п я т ь теоремой Vitali заключаем, что 
в области В полиномы Рп (х) сходятся и f(x). 

Замечание I. Из последней теоремы вытекает, что, если f(j) Функ­

ция кусочно аналитическая, т. е. Функция, которая на некотором проме­
жутке ( \ , \ ) совпадает с аналитической Функцией fx (а;), на промежутке 
(Х2, \ ) с f2(x) и т. д., то последовательность полиномов Рп(х) будет схо­
диться в различных областях к различным аналитическим Функциям: 
вблизи (Х15 \ ) к fx (#), вблизи (Х2, Х8) к f2(x) и т. д. Заметим, что аналити­
ческого продолжения кусочно аналитических Функций не дают другие извест­
ные разложения по полиномам, в частности разложения по ортогональным 
полиномам. 

Замечание IL В теореме II было показано, что полиномы Рп(х) 
сходятся к Функции f(x) в эллипсе G с Фокусами (0,1), в котором f(x) регу­
лярна. Для разложения по полиномам Чебышева наибольший такой эллипс 
является точной областью сходимости, для полиномов Бернштейна (1) это 
будет не так. Действительно, пусть f (х) Ф у н к ц и я , имеющая особую точку 

1 
вблизи промежутка (0,1) например • } тогда указанный эллипс я-+-0.01_ 
будет весьма близок к промежутку (0.1) [в примере эллипс (С) будет 

т) 
ШоГ °-0101 

г = 1 

Между тем теорема IV гарантирует вполне определенную область 
сходимости вблизи промежутка ( \ , \ ) , зависящую только от чисел \ , Х2, 
р0, которые м^жно не ставить в зависимость от полояшния особой точки, 
а потому эта область выйдет за пределы эллипса (С) лишь только особая 
точка будет достаточно близка к промежутку (0,1). В примере можно 
принять: 

Л = Ц ; >і = | ; Ро = б .8 ; А = 2Л; Р і = = 2 ; 

и за С* - эллипс 

î . 
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2 в,-
3 

— 3 

1 8 -

21 V I 1 9 3 1 . 

Уравнения лемнискат будут : 

и 
2 

І 1 -

Тогда, как легко проверить, точка ~- -н * лежит вне С и внутри С Р і и 

обеих лемнискат, т. е. внутри области 5 , а потому (а?) сходятся вблизи 
нее к Функции f(x), т. е. эллипс (С) не является точной областью сходи­
мости. 


