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Локальная асимптотика вероятностей
нижних уклонений строго надкритических
ветвящихся процессов в случайной среде

с геометрическими распределениями
чисел потомков
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Рассматриваются вероятности нижних уклонений ветвящегося процесса
Zn = Xn,1 + · · · + Xn,Zn−1 в случайной среде η, представляющей собой по-
следовательность независимых одинаково распределенных величин. В пред-
положении, что случайные величины Xi,j при фиксации среды имеют гео-
метрические распределения, а приращения ξi сопровождающего случайно-
го блуждания имеют среднее µ > 0 и удовлетворяют левостороннему усло-
вию Крамера E exp(hξi) < ∞ при h− < h < 0 для некоторого h− < −1,
найдена асимптотика локальных вероятностей P(Zn = ⌊exp(θn)⌋), n → ∞,
при θ ∈ (max(m−, 0);m(−1)), а также в некоторой окрестности m(−1), где m−

и m(−1) — некоторые константы.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда

№19-11-00111, https://rscf.ru/project/19-11-00111/.
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ные теоремы

1. Введение

Пусть η = (η1, . . . ) — последовательность независимых одинаково распределённых
(н. о. р.) случайных величин (с. в.), а {ϕy}y∈R — семейство производящих функций
(п. ф.). При фиксированной среде η рассмотрим набор независимых случайных
величин (Xi,j , i, j ∈ N), где Xi,j имеют п. ф. ϕηi

.

Ветвящимся процессом (Zn, n ⩾ 0) в случайной среде η (ВПСС) назовём после-
довательность случайных величин, заданную соотношениями

Z0 = 1, Zn+1 = Xn+1,1 + · · ·+Xn+1,Zn
, n ⩾ 0.

∗Место работы: Математический институт им. В. А. Стеклова Российской академии
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Положим ξi = lnϕ′
ηi
(1), Eξi = µ. Сопровождающим случайным блужданием ВПСС

назовём последовательность случайных величин Sn = ξ1 + · · ·+ ξn, n ⩾ 1.
В работе рассматривается случай геометрического семейства п. ф.:

ϕy(s) = 1−
(
1 +

1

ϕ′
y(1)(1− s)

)−1

. (1)

ВПСС, в котором п.ф. числа потомков одной частицы задаются соотношением (1),
будем называть ветвящимся процессом в случайной среде с геометрическим числом
потомков (ВПССГ).

Напомним, что с. в. ζ называется решётчатой, если существуют такие веществен-
ные числа a и b, b > 0, что

P(ζ ∈ {a+ bn, n ∈ Z}) = 1,

и нерешетчатой в ином случае. В работе рассматриваются ВПСС, шаги ξ сопро-
вождающих блужданий Sn которых имеют нерешетчатые распределения.

Для ВПСС хорошо изучена задача о больших уклонениях размера популяции,
т. е. исследована асимптотика вероятностей P(Zn > exp(θn)), где θ > µ. В частно-
сти, для ВПССГ асимптотика такого рода вероятностей была получена М. В. Козло-
вым ([1], [2]). В общем случае (без предположения о геометрическом распределении
числа потомков одной частицы) известны как логарифмическая асимптотика таких
вероятностей ([3]), так и точная асимптотика ([4], [5]). Для вероятностей нижних
уклонений P(1 ⩽ Zn < exp(θn)), где θ < µ, исследована логарифмическая асимп-
тотика ([6]). Локальная асимптотика вероятностей P(Zn = ⌊exp(θn)⌋) для нижних
уклонений в первой зоне уклонений, т. е. при θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (m(−1);µ), где m(−1) —
определенная ниже константа, получена в [9].

В данной работе рассматривается задача об асимптотике вероятностей нижних
уклонений в локальной форме P(Zn = ⌊exp(θn)⌋) во второй зоне уклонений, т. е. для
θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (m−;m(−1)), где m− — константа, которая будет определена далее. По-
мимо этого рассматривается также случай, когда θ находится в некоторой окрест-
ности m(−1). Таким образом, частично исследуются переходные явления в точ-
ке m(−1).

Работа организована следующим образом: в разделе 2 даются предварительные
сведения о сопряженных распределениях и ВПСС, а также необходимая нам теоре-
ма 1, в разделе 3 сформулирована основная теорема 2 об асимптотике локальных
вероятностей нижних уклонений ВПССГ, в разделе 4 приведены доказательства ос-
новной теоремы и вспомогательной леммы 2.

2. Предварительные сведения

Рассмотрим случайное блуждание Sn =
∑n

i=1 ξi, где ξi — независимые одина-
ково распределенные нерешетчатые случайные величины с функцией распределе-
ния F (x), удовлетворяющие условию 0 < µ := Eξ < ∞. Здесь и далее мы будем
использовать символ ξ для обозначения случайной величины, имеющей такое же
распределение, что и ξi.
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Будем предполагать, что выполнено левостороннее условие Крамера: существует
такое число h− < 0, что R(h) = Eehξ < ∞ при h− < h < 0. Для указанных значений
параметра h положим

m(h) = (lnR(h))′ = Eξehξ/R(h), σ2(h) = m′(h),

F (h)(x) = R−1(h)

x∫
−∞

ehuP(ξ ∈ du).

Распределение, порожденное функцией F (h), назовем сопряженным к распреде-
лению с. в. ξ с параметром h. Независимые одинаково распределённые величины,
имеющие сопряженное распределение с параметром h, будем обозначать ξ

(h)
i . Нам

также понадобится обозначение S
(h)
n = ξ

(h)
1 + · · ·+ ξ

(h)
n .

Из определения сопряженного распределения следует, что

Eξ
(h)
i = m(h), Dξ

(h)
i = σ2(h) > 0.

Cледовательно, функция m(h) монотонно возрастает при h ∈ (h−; 0). Обозначим
m− := limh↓h− m(h). Таким образом, при всех θ ∈ (m−;µ) найдётся такое единствен-
ное число hθ, принадлежащее (h−, 0), что m(hθ) = θ. Положим Λ(θ) = hθθ−lnR(hθ).
Функцию Λ назовем функцией уклонений.

Величины с сопряженным распределением также удовлетворяют условию Кра-
мера. А именно, если h̃ ∈ (h−, 0), то

R(h̃)(h) := E exp
(
hξ(h̃)

)
=

+∞∫
−∞

ehxP
(
ξ(h̃) ∈ dx

)
=

+∞∫
−∞

e(h+h̃)xP(ξ ∈ dx)

R(h̃)
=

R(h̃+ h)

R(h̃)

при h ∈ (h− − h̃;−h̃). Положим

m(h̃)(h) =
(
lnR(h̃)(h)

)′
h
=
(
lnR(h+ h̃)− lnR(h̃)

)′
h
= m(h+ h̃).

По определению при каждом h̃ ∈ (h−−hθ;−hθ) величина h
(h̃)
θ должна удовлетворять

уравнению
m(h̃)(h

(h̃)
θ ) = θ = m(h

(h̃)
θ + h̃).

Таким образом,

h
(h̃)
θ = hθ − h̃, m(h̃)(h

(h̃)
θ ) = m(hθ), σ(h̃)(h

(h̃)
θ ) = σ(hθ).

В дальнейшем будем говорить, что некоторое соотношение выполнено для всех
последовательностей △n, достаточно медленно стремящимихся к 0, если существует
такая последовательность △̃n, стремящаяся к нулю при n → ∞, что интересующее
нас соотношение выполнено при всех таких △n, что △n ⩾ △̃n при всех n ∈ N
и △n → 0 при n → ∞.
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Нам понадобится следующее утверждение.
Теорема 1 ([7]). Пусть ξ — нерешетчатая случайная величина с математиче-
ским ожиданием Eξ = µ < ∞, для которой выполнено условие Крамера: R(h) < ∞
при h− < h < 0. Пусть ξ

(h)
i — н.о.р. с.в., сопряженные к ξ с параметром h,

Eξ(h) = m(h) и Dξ(h) = σ2(h) < ∞. Тогда при любом фиксированном △ > 0 и n → ∞

P(S(h)
n ∈ [x;x+△)) =

△√
2πnσ(h)

exp

(
−(x−m(h)n)2

2nσ2(h)

)
+

o(1)√
n
,

где o(1) равномерно мало по всем действительным x и h ∈ [h1;h2] ⊂ (h−; 0).
Теорема 1 доказана в более общем виде в [7] (теорема 1.5.3, § 1.5, с. 53), где также

рассмотрен и случай сопряженных величин ([7], теорема 2.2.1, § 2.2, с. 61). Из тео-
ремы 1 вытекает следующее необходимое нам обобщение центральной предельной
теоремы.
Лемма 1. Пусть an , bn — произвольные последовательности, удовлетворяющие
условиям an < bn , |bn| < B

√
n, A < bn − an < B

√
n для всех n и некоторых

положительных констант A и B . Пусть ξi — нерешетчатые н.о.р. с.в. с мате-
матическим ожиданием Eξ = 0, дисперсией Dξ = 1 и суммой Sn = ξ1 + · · · + ξn .
Тогда

P(Sn ∈ [an; bn]) = (1 + o(1))

(
Φ

(
bn√
n

)
− Φ

(
an√
n

))
при n → ∞.

В дальнейшем нам будет удобно обозначать через ρn = ρn(θ, θ1, θ2) величины,
стремящиеся к нулю при n → ∞ равномерно по θ ∈ [θ1, θ2]. При этом в разных ме-
стах (даже в одной и той же формуле) ρn будет, вообще говоря, обозначать различ-
ные функции. Надеемся, что это соглашение не приведет в дальнейшем к недоразу-
мениям. Кроме того, в некоторых случаях мы будем использовать это обозначение
для величин, стремящихся к нулю при n → ∞ и не зависящих от θ.

3. Основной результат

Теперь можем сформулировать основное утверждение работы.

Теорема 2 (локальная теорема о нижних уклонениях ВПССГ во второй зоне укло-
нений). Пусть (Zn, n ⩾ 0) — ВПССГ со средой η , порожденной последовательно-
стью н.о.р. величин, Sn = ξ1 + · · · + ξn — его сопровождающее случайное блуж-
дание, причем величина ξ предполагается нерешетчатой, Eξ = µ > 0. Предполо-
жим, что распределение с.в. ξ удовлетворяет условию Крамера: R(h) = Eehξ < ∞
при h− < h < 0, где h− < −1. Пусть k(n) = k ∈ N таково, что θ(n) = θ := ln k/n.

Пусть θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0); θ2], где θ1 фиксировано, а θ2 = θ2(n)=m(−1) +

cn−1/2 для некоторого фиксированного c > 0. Тогда справедливо следующее соот-
ношение:

P(Zn = k) = (1 + ρn)R
n(−1)EV̂ −2

∞

(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
,

где

V̂∞ :=

+∞∑
i=0

e−S
(−1)
i , rn = m(−1)− θ.
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Величина rn зависит от n, так как соотношение в теореме 2 выполняется равно-
мерно при θ ∈ [θ1; θ2], и, соответственно, θ можно считать зависящим от n.
Замечание 1. При условиях теоремы 2 верны следующие утверждения:

1) Пусть θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0); θ2], где θ2 = θ2(n) = m(−1)−n−1/2εn для неко-
торой фиксированной положительной последовательности εn = o(

√
n), εn → ∞

при n → ∞. Тогда
P(Zn = k) = (1 + ρn)R

n(−1)EV̂ −2
∞ .

2) Пусть θ ∈ [θ1; θ2], где θ1 = θ1(n) = m(−1) + cn−1/2 + r1(n), θ2 = θ2(n) =

m(−1) + cn−1/2 + r2(n) для некоторого фиксированного c и таких фиксированных
последовательностей r1 и r2, что r1(n) < r2(n), r1(n) = o(n−1/2), r2(n) = o(n−1/2)

и отрезок [exp(θ1n); exp(θ2n)] содержит хотя бы одно целое число при всех n. Тогда

P(Zn = k) = (1 + ρn)R
n(−1)EV̂ −2

∞

(
1− Φ

(
c

σ(−1)

))
.

4. Доказательство основного результата

В работе Агрести ([8]) для ВПССГ получены следующие соотношения:

P(Zn > k | η) = 1

Un + Vn

(
1 +

Un

Vn

)−k

,

P(Zn = k | η) = 1

Un + Vn

(
1 +

Un

Vn

)−k
Un

Vn

при всех натуральных k, где Un = e−Sn , Vn =
∑n−1

i=0 e−Si . Оценим P(Zn = k) при
θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0); θ2]:

P(Zn = k) = E

(
1

Un + Vn

Un

Vn

(
1 +

Un

Vn

)−k)
=

Rn(−1)

Rn(−1)
E

(
e−Sn

1

(Un + Vn)Vn

(
1 +

Un

Vn

)−k)
= Rn(−1)E

(
1

(Ûn + V̂n)V̂n

(
1 +

Ûn

V̂n

)−k)
, (2)

где Ûn = exp(−S
(−1)
n ), V̂n =

∑n−1
i=0 exp(−S

(−1)
i ). Обозначим Ŝn := S

(−1)
n −m(−1)n.

Зафиксируем положительное M > c и представим математическое ожидание в пра-
вой части (2) как сумму математических ожиданий

E

(
1

(Ûn + V̂n)V̂n

(
1 +

Ûn

V̂n

)−k

; Ŝn ⩽ −M
√
n

)

+E

(
1

(Ûn + V̂n)V̂n

(
1 +

Ûn

V̂n

)−k

; Ŝn ∈ (−M
√
n;M

√
n)

)

+E

(
1

(Ûn + V̂n)V̂n

(
1 +

Ûn

V̂n

)−k

; Ŝn ⩾ M
√
n

)
. (3)
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Обозначим слагаемые из (3) через I1, I2 и I3 соответственно. Заметим, что величина
под знаком математического ожидания в I1 не превосходит единицы. Следователь-
но, согласно центральной предельной теореме, верна следующая оценка:

I1 ⩽ P

(
Ŝn√

nσ(−1)
+

M

σ(−1)
⩽ 0

)
= (1 + ρn)Φ

(
− M

σ(−1)

)
. (4)

Слагаемое I3 оценивается аналогичным образом:

I3 ⩽ P

(
Ŝn√

nσ(−1)
− M

σ(−1)
⩾ 0

)
= (1 + ρn)

(
1− Φ

(
M

σ(−1)

))
= (1 + ρn)Φ

(
− M

σ(−1)

)
. (5)

В дальнейшем M будет выбрано достаточно большим, чтобы I1 и I3 оказались пре-
небрежимо малыми по сравнению с рассматриваемой асимптотикой. Далее преоб-
разуем слагаемое I2:

I2 = (1 + ρn)

+∞∫
1

M
√
n∫

−M
√
n

1

x(x+ e−y−m(−1)n)

× exp

(
−exp(−y − (m(−1)− θ)n)

x

)
P(Ŝn ∈ dy, V̂n ∈ dx). (6)

Обозначим

M1 = M1(n, θ) := max(−M
√
n,−nrn − n1/3),

M2 = M2(n, θ) := max(−M
√
n,−nrn + n1/3).

Разобьем интеграл в (6) на три интеграла J1, J2 и J3 по промежуткам [−M
√
n;M1),

[M1;M2) и [M2;M
√
n] соответственно. Некоторые из описанных выше промежут-

ков интегрирования могут быть пустыми множествами, однако доказательству это
не мешает. Рассмотрим интеграл J1:

J1 = (1 + ρn)

+∞∫
1

M1∫
−M

√
n

1

x(x+ e−y−m(−1)n)

× exp

(
−exp(−y − (m(−1)− θ)n)

x

)
P(Ŝn ∈ dy, V̂n ∈ dx). (7)

Если n таково, что −nrn − n1/3 ⩽ −M
√
n, то M1 = −M

√
n. В этом случае

J1 = 0 = ρn, так как является интегралом по пустому множеству. Пусть n таково,
что −nrn − n1/3 > −M

√
n. Тогда

M1 = −nrn − n1/3, −y − (m(−1)− θ)n) = −y − nrn ⩾ n1/3,
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следовательно,

J1 ⩽ 2

+∞∫
1

1

x2
exp

(
−en

1/3

x

)
P(V̂n ∈ dx)

⩽ 2max

(
1

x2
exp

(
−en

1/3

x

)
;x ⩾ 1

)
⩽

4

exp(2n1/3 + 2)
= ρn. (8)

Из (7) и (8) получаем, что
J1 = ρn (9)

при всех n. Для интеграла J3 верно представление

J3 = (1 + ρn)

+∞∫
1

M
√
n∫

M2

1

x(x+ e−y−m(−1)n)
exp

(
−exp(−y + nrn)

x

)

×P(Ŝn ∈ dy, V̂n ∈ dx) = (1 + ρn)

+∞∫
1

1

x2
P(Ŝn ∈ [M2;M

√
n], V̂n ∈ dx). (10)

Представим меру в правой части (10) в виде

P(Ŝn ∈ [M2;M
√
n], V̂n ∈ dx)

= P(V̂n ∈ dx | Ŝn ∈ [M2;M
√
n])P(Ŝn ∈ [M2;M

√
n]). (11)

Применим лемму 1 к последней вероятности в (11):

P(Ŝn ∈ [M2;M
√
n]) = P

(
Ŝn√

nσ(−1)
∈
[

M2√
nσ(−1)

;
M

σ(−1)

])
= (1 + ρn)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
. (12)

Для формулировки еще одной леммы нам понадобятся следующие обозначения:

S̃n := S(hθ)
n − θn, Ṽn :=

n−1∑
i=0

exp(−S
(hθ)
i ).

Заметим, что

Ṽ∞ :=

∞∑
i=0

exp(−S
(hθ)
i ) < ∞

с вероятностью 1.
Лемма 2. В условиях теоремы 2 для произвольной константы a и любых по-
следовательностей gn и dn , удовлетворяющих условиям gn < dn , |gn| < D

√
n

и G < dn−gn < D
√
n при всех n и некоторых положительных константах D и G,

P(Ṽn < a | S̃n ∈ [gn, dn]) → P(Ṽ∞ < a)

равномерно по θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0);µ) при n → ∞.
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Доказательство. Доказательство этой леммы схоже с доказательством леммы 2
из [9] за некоторыми исключениями. Пусть r ∈ 2, . . . , n− 2 и

Ṽr,n =

n−1∑
i=r

exp
(
−S

(hθ)
i

)
.

Доказательство того, что

P
(
Ṽr,n > γ | S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽

n−1∑
i=r

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2
| S̃n ∈ [gn, dn]

)
(13)

при всех всех положительных γ и достаточно больших n и r, без изменений повто-
ряет доказательство оценки (24) из [9]. Доказательство того, что

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2
, S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ exp

(
−

6
√
nθ

4

)
(14)

при i ∈ (n2/3;n), достаточно больших n и всех рассматриваемых θ ∈ [θ1; θ2] ⊂
(max(m−, 0);µ), без изменений повторяет доказательство оценки (27) из [9].
Покажем, что при i ∈ [r;n2/3] для некоторого положительного фиксированного q

выполнено неравенство

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2

∣∣∣∣ S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ C(D) exp(−iq) (15)

равномерно по θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0);µ), где C(D) > 0 и зависит только от D.
Для этого представим вероятность в (15) в виде интеграла:

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2

∣∣∣∣ S̃n ∈ [gn, dn]

)
=

P
(
S
(hθ)
i ⩽ θi/2, S̃n ∈ [gn, dn]

)
P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

)
=

1

P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

) θi/2∫
−∞

P
(
S
(hθ)
i ∈ dx, S̃n ∈ [gn, dn]

)

=

−θi/2∫
−∞

P
(
S̃i ∈ dx

)P(S̃n − S̃i ∈ [gn − x, dn − x]
)

P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

) . (16)

Докажем, что для некоторой константы C(D)

P
(
S̃n − S̃i ∈ [gn − x, dn − x]

)
P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

) ⩽ C(D) (17)

при i ⩽ n2/3 и x ∈ (−∞;−θi/2]. Представим вероятности из (17) в виде сумм:

P
(
S̃n − S̃i ∈ [gn − x, dn − x]

)
=

⌊dn−gn⌋∑
j=0

P
(
S̃n − S̃i ∈ [g̃j − x, d̃j − x]

)
,

P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

)
=

⌊dn−gn⌋∑
j=0

P
(
S̃n ∈ [g̃j , d̃j ]

)
,

(18)
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где

g̃j = gn +
j(dn − gn)

⌊dn − gn⌋+ 1
, d̃j = gn +

(j + 1)(dn − gn)

⌊dn − gn⌋+ 1

для всех j. Согласно теореме 1

P
(
S̃n − S̃i ∈ [g̃j − x, d̃j − x]

)
=

d̃j − g̃j√
2π(n− i)σ(hθ)

exp

(
− (g̃j − x)2

2(n− i)σ2(hθ)

)
+

ρn√
n− i

,

P
(
S̃n ∈ [g̃j , d̃j ]

)
=

d̃j − g̃j√
2πnσ(hθ)

exp

(
− g̃j

2

2nσ2(hθ)

)
+

ρn√
n
. (19)

Обозначим

aj(x) := exp

(
− (g̃j − x)2

2(n− i)σ2(hθ)

)
, bj := exp

(
− g̃j

2

2nσ2(hθ)

)
.

Тогда из (19) следует, что

P
(
S̃n − S̃i ∈ [g̃j − x, d̃j − x]

)
=

aj(x)(dn − gn)/(⌊dn − gn⌋+ 1) + ρn√
2π(n− i)σ(hθ)

,

P
(
S̃n ∈ [g̃j , d̃j ]

)
=

bj(dn − gn)/(⌊dn − gn⌋+ 1) + ρn√
2πnσ(hθ)

.

(20)

Используя (20) и (18), получаем, что

P
(
S̃n − S̃i ∈ [gn − x, dn − x]

)
P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

)

=

√
n

(⌊dn−gn⌋∑
j=0

(aj(x) + ρn)

)
√
n− i

(⌊dn−gn⌋∑
j=0

(bj + ρn)

) =

n−1/2

(⌊dn−gn⌋∑
j=0

(aj(x) + ρn)

)
(1 + ρn)n−1/2

(⌊dn−gn⌋∑
j=0

(bj + ρn)

) . (21)

Так как aj(x) и bj лежат в полуинтервале (0; 1] и

bj ⩾ exp

(
−D2

2σ2(−1)

)
для любых j, то отношение в левой части (21) ограничено некоторой величиной C(D)

при всех n и x, откуда следует (17). Подставляя (17) в (16), получаем, что

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2

∣∣∣∣ S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ C(D)P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2

)
. (22)

Согласно оценке (30) из [9]

P

(
S
(hθ)
i ⩽

θi

2

)
⩽ exp(−iq) (23)
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при некотором положительном q. Объединяя (22) и (23), получаем (15). Далее,
подставляя (15) и (14) в (13), так же, как в лемме 2 из [9], находим, что

P
(
Ṽr,n > γ | S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ C(D)

e−qr

1− e−q
+ ρn.

Отсюда, аналогично (31) из [9], получаем, что

P
(
Ṽr < a− γ | S̃n ∈ [gn, dn]

)
− C(D)e−qr

1− e−q
+ ρn

⩽ P
(
Ṽn < a | S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ P

(
Ṽr < a | S̃n ∈ [gn, dn]

)
(24)

при всех положительных γ и всех достаточно больших n и r. Покажем теперь, что
при условиях теоремы 2 справедлива лемма 3 из [9]. А именно, что при условиях
теоремы 2 при любом натуральном r

P
(
ξ
(hθ)
1 ∈ [a1, b1], . . . , ξ

(hθ)
r ∈ [ar, br] | S̃n ∈ [gn, dn]

)
→ P

(
ξ
(hθ)
1 ∈ [a1, b1], . . . , ξ

(hθ)
r ∈ [ar, br]

)
(25)

равномерно по θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0);µ) при n → ∞. Для этого введём
обозначения ξ⃗ (hθ) = (ξ

(hθ)
1 , . . . , ξ

(hθ)
r ), x⃗ = (x1, . . . , xr). Положим для краткости

B = [a1, b1]× · · · × [ar, br]. Аналогично (16) получим, что

P
(
ξ⃗ (hθ) ∈ B | S̃n ∈ [gn, dn]

)
=

1

P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

)
×

b1∫
a1

· · ·
br∫

ar

P

(
ξ⃗ (hθ) ∈ dx⃗, S(hθ)

n − S(hθ)
r − θn ∈

[
gn −

r∑
i=1

xi, dn −
r∑

i=1

xi

])

=

b1∫
a1

· · ·
br∫

ar

P
(
ξ⃗ (hθ) ∈ dx⃗

)P(S(hθ)
n − S

(hθ)
r − θn ∈

[
gn −

∑r
i=1 xi, dn −

∑r
i=1 xi

])
P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

) . (26)

Докажем, что
P
(
S̃n − S̃i ∈ [gn − x, dn − x]

)
P
(
S̃n ∈ [gn, dn]

) = 1 + ρn (27)

при i < n и |x| ⩽ c0, где c0 — некоторая фиксированная константа. Соотноше-
ния (17)–(21) также верны для этих i и x, следовательно, нам нужно показать, что

1√
n

⌊dn−gn⌋∑
j=0

aj(x) =
1√
n

⌊dn−gn⌋∑
j=0

bj + ρn

при |x| ⩽ c0. Это следует из определений aj(x) и bj , а также из того, что |g̃j | ⩽ 2D
√
n,

а |bj | ⩽ 1:

aj(x) = exp

(
− (g̃j − x)2

2(n− i)σ2(hθ)

)
= exp

(
− g̃j

2

2nσ2(hθ)
+ ρn

)
= bj + ρn.
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Таким образом, утверждение (27) верно, а тогда из (27) и (4) следует, что

P
(
ξ⃗ (hθ) ∈ B | S̃n ∈ [gn, dn]

)
= (1 + ρn)P

(
ξ⃗ (hθ) ∈ B

)
.

Значит, при условиях теоремы 2 верно соотношение (25) — аналог леммы 3 из [9].
Используя (25) и (24), получаем, что для любого положительного γ

P
(
Ṽr < a− γ

)
− C(D)e−qr

1− e−q
+ ρn ⩽ P

(
Ṽn < a | S̃n ∈ [gn, dn]

)
⩽ P

(
Ṽr < a

)
+ ρn

при всех достаточно больших n и r. Отсюда, аналогично утверждению леммы 2
из [9], следует утверждение леммы 2. Лемма 2 доказана.

Используя лемму 2 при θ = −1, gn = M2, а dn = M
√
n, находим, что

P
(
V̂n < a | Ŝn ∈ [M2;M

√
n]
)
→ P

(
V̂∞ < a

)
(28)

при n → ∞ равномерно по θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0); θ2]. Подставляя (12) и (28)
в (10), получаем, что

J3 = (1 + ρn)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞ . (29)

Интеграл J2 можно оценить суммой интегралов:

J2 = (1 + ρn)

+∞∫
1

M2∫
M1

1

x(x+ e−y−m(−1)n)

× exp

(
−exp(−y − (m(−1)− θ)n)

x

)
P
(
Ŝn ∈ dy, V̂n ∈ dx

)
⩽ 2

⌈M2⌉∑
⌊M1⌋

+∞∫
1

1

x2
P
(
Ŝn ∈ [i; i+ 1), V̂n ∈ dx

)
(30)

при достаточно больших n. В силу леммы 2 из (30) следует оценка

J2 ⩽ 2

⌈M2⌉∑
⌊M1⌋

+∞∫
1

1

x2
P
(
Ŝn ∈ [i; i+ 1)

)
P
(
V̂∞ ∈ dx

)
⩽ 4EV̂ −2

∞

⌈M2⌉∑
⌊M1⌋

P
(
Ŝn ∈ [i; i+ 1)

)
(31)

при достаточно больших n. Применяя теорему 1 к вероятности в правой части (31)
и учитывая, что Ŝn = S

(−1)
n −m(−1)n, получаем, что

J2 ⩽ 8EV̂ −2
∞

2n1/3 + 2√
2πnσ(−1)

= ρn (32)

при достаточно больших n. Подстановка (29), (32) и (9) в (6) приводит к равенству

I2 = (1 + ρn)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞ + ρn (33)
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при достаточно больших n. Подставляя (33), (5) и (4) в (3), получаем, что

(1 + ρn)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞

⩽ E

(
1(

Ûn + V̂n

)
V̂n

(
1 +

Ûn

V̂n

)−k
)

⩽ 2(1 + ρn)Φ

(
− M

σ(−1)

)
+ (1 + ρn)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞ . (34)

Используя (34) и (2), находим:

(1 + ρn)R
n(−1)

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞

⩽ P(Zn = k) ⩽ (1 + ρn)R
n(−1)

(
2Φ

(
− M

σ(−1)

)
+

(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))
EV̂ −2

∞

)
. (35)

Положим

Pn(k) = Rn(−1)

(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
, (36)

где rn = m(−1) − ln k/n. Заметим, что последовательность 1 − Φ(−
√
nrn/σ(−1))

по условию теоремы 2 ограничена и отделена от 0. Следовательно, P−1
n (k)Rn(−1)

имеет конечный верхний предел. Отсюда следует, что с помощью выбора M можно
сделать так, чтобы

lim sup
n→∞

P−1
n (k)Rn(−1)Φ

(
− M

σ(−1)

)
⩽ γ (37)

для любого наперёд заданного γ > 0. Далее, заметим, что(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))/(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
⩽ 1, (38)

так как

Φ

(
M

σ(−1)

)
⩽ 1, Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

)
⩾ Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

)
при всех n. Используя (35), (37) и (38), получаем, что

lim sup
n→∞

P−1
n (k)P(Zn = k) ⩽ 2γ +EV̂ −2

∞ (39)

при достаточно больших M .
Пусть n таково, что −

√
nrn < −M . Тогда

Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

)
⩽ Φ

(
−M

σ(−1)

)
,
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следовательно, с помощью выбора M можно сделать так, чтобы(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
−M

σ(−1)

))/(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
⩾ 1− γ. (40)

Пусть n таково, что −
√
nrn ⩾ −M . Тогда, аналогично (40), с помощью выбора M

можно сделать так, чтобы(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))/(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
⩾ 1− γ. (41)

Поэтому из (40) и (41) следует, что(
Φ

(
M

σ(−1)

)
− Φ

(
max(−M,−

√
nrn)

σ(−1)

))/(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
⩾ 1− γ (42)

для любого n. Используя (35) и (42), находим, что

lim inf
n→∞

P−1
n (k)P(Zn = k) ⩾ (1− γ)EV̂ −2

∞ (43)

при достаточно больших M . Устремляя γ к 0, а M , соответственно, к ∞, из (39)
и (43) получаем, что

P(Zn = k) = (1 + ρn)R
n(−1)EV̂ −2

∞

(
1− Φ

(
−

√
nrn

σ(−1)

))
(44)

при θ ∈ [θ1; θ2] ⊂ (max(m−, 0); θ2]. Теорема 2 доказана.
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