
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

С. Е. Козлов, Геометрия вещественных грассмановых многообразий. Часть III,
Зап. научн. сем. ПОМИ, 1997, том 246, 108–129

https://www.mathnet.ru/znsl551

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подразумевает, что вы прочитали и

согласны с пользовательским соглашением

https://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 18.97.14.89

14 августа 2025 г., 12:07:09

https://www.mathnet.ru/znsl551
https://www.mathnet.ru/znsl551


S� E� Kozlov

GEOMETRI� VEWESTVENNYH
GRASSMANOVYH MNOGOOBRAZI�� QAST� III

Qast� III� �ksponencial�noe otobra�enie grassmanova

mnogoobrazi� v pl�kkerovo� modeli i ego svo�stva

Bol�xinstvo rezul�tatov nasto�we� raboty osnovany na ka�
noniqeskom predstavlenii ��� p	 

	� �lementa ���X� � TG�

p�n

kasatel�nogo rassloeni� grassmanova mnogoobrazi� G�
p�n	 
to

predstavlenie pozvol�et �vno vypisat� parametriqeskoe urav�
nenie proizvol�no� geodeziqesko� i opredelit� pon�tie stacio�
narnyh uglov me�du orientirovannymi ploskost�mi	 Dl� usta�
novleni� stepeni proizvola v razlo�enii ��� p	 

	� postroeno
kanoniqeskoe izometriqeskoe vlo�enie kasatel�nogo prostran�
stva T�G�

p�n v prostranstvo bivektorov ���Rn�	 Ispol�zu� razvi�
tu� tehniku� udalos� vy�snit� stroenie zamykani� proizvol��
no� geodeziqesko� v mnogoobrazi�h Gp�n i G�

p�n	

x		� Kanoniqeskoe predstavlenie

kasatel�nogo vektora X � T�G
�
p�n

����� Budem ispol�zovat� oboznaqeni�� vvedennye v �
�	 Rassmo�
trim �lement ���X� � TG�

p�n kasatel�nogo rassloeni� grassma�

nova mnogoobrazi� G�
p�n � �p�R

n�	 Ortonormirovannym bazisom

e � feigpi�� i n � fn�gq��� �q � n � p� prostranstv V� i V �
� sopo�

stavl�ets� ortonormirovanny� bazis f�i�g �sm	 �
�� �	��
�i� � e� � � � �� n� � � � �� ep � n� � ��xei� �
�

kasatel�nogo prostranstva T�G
�
p�n	 Iz �
� sleduet� qto l�bo�

vektor X � T�G
�
p�n mo�no predstavit� v vide

X � m� � e� � � � �� ep � � � �� e� � � � �� ep�� �mp� mi � V �
� � ���

V summe ��� vektora mi ne ob�zatel�no poparno ortogonal�ny	

Teorema� Pust� � � G�
p�n i X � T�G

�
p�n� X �� �� Togda v prostran�

stve V� suwestvuet tako� ortonormirovanny� bazis e� a v V �
� �

���
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nabor m � fmigri��� � � r � min�p� q� nenulevyh� poparno ortogo�
nal�nyh vektorov� takih qto

� � e� � � � �� ep�

X � �m� � e� � � � �� er � � � �� e� � � � �� er�� �mr� � �er�� � � � �� ep��
���

Dokazatel�stvo� Rassmotrim mno�estvo teh ortonormirovan�
nyh bazisov prostranstva V� � dl� kotoryh v ��� budet mini�
mal�nym koliqestvo nenulevyh slagaemyh	 Sredi takih bazisov
vyberem tot� dl� kotorogo minimal�no proizvedenie jm�j � � � jmrj	
Po soobra�eni�m kompaktnosti tako� bazis na�dets�	 Esli r �
�� to utver�denie teoremy trivial�no	 Pust� r � �	 Posmotrim
kak men�ets� razlo�enie ��� pri povorote pary �e�� e�� na ugol
�	

e� � 	e� cos�� 	e� sin�� e� � �	e� cos�� 	e� sin�� e� � e� � 	e� � 	e��

m� � e��e� �m���m� cos��m� sin�� � 	e��	e� � �m� sin��m� cos���

Znaqit 	m� � m� cos��m� sin�� 	m� � m� sin��m� cos� i 	mi � mi

pri i � �	 Ots�da 	m� � 	m� � m� � m�	 Tak kak jm� � m�j� �
jm�j�jm�j� � hm��m�i�� to minimumu jm�j � jm�j sootvetstvuet mi�
nimum jhm��m�ij	 No

h 	m�� 	m�i � hm��m�i cos���� � �

�
�jm�j� � jm�j�� sin�����

Znaqit v toqke minimuma proizvedeni� jm�j � jm�j vektory m�

i m� ortogonal�ny	 Analogiqno rassmatriva�ts� drugie pary
�mi�mj�	 �
����� Utver	denie� V uslovi�h Teoremy ���� spravedlivo raven�
stvo

AnnX � Lin �er��� � � � � ep�� ���

Dokazatel�stvo� �sno� qto prava� qast� ��� vkl�qena v levu�	
Pust� vektor e � AnnX	 Dopolnim nabor vektorov m do ortogo�
nal�nogo bazisa fmigqi�� prostranstva V �

� 	 Vektor e predstavim
v vide

e �
rX

i��

�iei �

pX
j�r��

�jej �

qX
k��

	kmk�
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Togda

� � X � e �
rX

i��

�i�X � ei� �

qX
k��

	k�X �mk��

V poslednem ravenstve nabor vektorov X � ei� X � mk line�no
nezavisim� po�tomu �i � 	k � � i e � Lin �er��� � � � � ep�	 �
Pust�

	X 
� m��e�� � � ��er� � � ��e�� � � ��er���mr � X� 
� er��� � � ��ep�
Togda ��� primet vid

X � 	X �X�� VX�
� AnnX� ���

Iz teoremy �
�� �	� sleduet� qto polivektory 	X i X� v ��� opre�
del��ts� po kasatel�nomu vektoru X s toqnost�� do znaka	 Kro�
me togo

Ann 	X � ��

���
� Vvedem oboznaqeni�

�i 
� jmij� ni 
� mi
�
i� i � ��� r��

ei�s� 
� ei cos s � ni sin s� ni�s� 
� �ei sin s � ni cos s�
���

Razlo�enie ��� primet vid

X � 	X �X� �
rX
i��

�ini � ��xei�� ���

Rassmotrim krivu�

��t� � e���
�t� � � � �� er��

rt� �X�� ���

Teorema� Kriva� ��t� �vl�ets� normal�no� geodeziqesko� v mno�
goobrazii G�

p�n i

exp�X � ����� ���

Dokazatel�stvo� Dl� l�bogo t � R nabor vektorov
fei��it�� ni��it�gri�� ortonormirovan	 Spravedlivy ravenstva

e�i��
it� � �ini��

it�� n�i��
it� � ��iei��it��
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X�t� 
� ���t� �
rX

i��

�ini��
it� � ���t�xei��

it��� �
��

���� � �� ����� � X� jX�t�j �
�

rX
i��

��i��

� �

�

� �

�

Iz �

� sleduet� qto parametr t na krivo� ��t� proporcionalen
natural�nomu	 Differenciru� �
��� nahodim

����t� � �jXj���t� � ��t��

gde vektor ��t� �vl�ets� summo� slagaemyh tipa �
��� v kotoryh
vmesto kakogo�nibud� somno�itel� ej stoit nj	 No takie vekto�
ry� kak i ��t�� ortogonal�ny k kasatel�no� ploskosti T��t�G

�
p�n�

po�tomu ��t� � geodeziqeska�	 Ots�da� s uqetom �

�� vytekaet
���	 �

����� Iz ��� sleduet� qto

V �X � Lin �ei� ni�� i � ��� r��

Otobra�enie

� 
 �r�V �X �� �p�R
n�� 
 	� 
 �X�

�vl�ets� izometriqeskim �ndomorfizmom� perevod�wim prostye
r�vektory v prostye p�vektory	 Po�tomu voznikaet inducirovan�
noe otobra�enie

� 
 G�
r��r � G�

p�n�

kotoroe po teoreme 

	� budet izometriqeskim vpolne geodezi�
qeskim vlo�eniem	 Sledovatel�no� geodeziqeskie ��t� i

������t�� � e���
�t� � � � �� er��rt� � G�

r��r�V �X �

izometriqny kak podmno�estva odnogo evklidova prostranstva
��Rn�	

x	
� Stacionarnye ugly me�du

ploskost�mi mnogoobrazi� Gp�n i G�
p�n

����� Stacionarnye ugly me�du neorientirovannymi plosko�
st�mi vvodilis� raznymi sposobami �sm	� napr	� ���� I� ���� 
�	
My vospol�zuems� ih opredeleniem� dannym v ���	
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Napomnim� qto v �
�� �	� byli oto�destvleny mnogoobrazie
G�
p�n orientirovannyh p�mernyh podprostranstv Rn s pl�kke�

rovo� model�� �togo mnogoobrazi� P �G�
p�n�	 Oto�destvim gras�

smanovo mnogoobrazie Gp�n neorientirovannyh p�ploskoste� s
faktor�prostranstvom mnogoobrazi� G�

p�n po diametral�no pro�
tivopolo�nym toqkam	 Togda otobra�enie proekcii

� 
 G�
p�n � Gp�n �
�

�vl�ets� dvuhlistnym izometriqeskim nakrytiem	 V mnogoobra�
zii Gp�n rassmotrim dve toqki 	� � �
�� i 	
 � �

 �	 Postroim
normal�nu� kratqa�xu� 	��t�� t � ��� ��� soedin��wu� toqki 	�
i 	
 	 Oboznaqim ��t� nakryva�wi� kratqa�xu� 	��t� put� s na�
qalom v �	 Pust� ���� � 
 	 Togda put� ��t� est� kratqa�xa��
soedin��wa� toqki � i 
 v G�

p�n	 Dl� vektora X � ����� imeet
mesto razlo�enie ��� p	 

	�� otkuda 
 � exp�X i

���	�� 	
� � jXj �
�

rX
i��

��i��

� �

�

� ���

Zdes� qerez �� oboznaqena funkci� rassto�ni� v mnogoobrazii
Gp�n	

Teorema� Ko	fficienty �i v formule ��� udovletvor�
t nera�
venstvu

� � �i �
�

�
� ���

Dokazatel�stvo� Postroim nabor uglov f	�ig� udovletvor��wi�
uslovi�m

�i � 	�i � � �mod ��� j	�ij � �

�
� j	�ij � �i� ���

Rassmotrim geodeziqesku� ��t� v mnogoobrazii G�
p�n

��t� 
� e��	�
�t� � � � �� er�	�

rt� �X��

Iz ��� sleduet� qto geodeziqeska� ����t�� soedin�et toqki 	� s 	

v Gp�n	 Priqem

L�����t��� �

�
rX

i��

�	�i��

� �

�

�

�
rX

i��

��i��

� �

�

� ���	�� 	
�� ���
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Znaqit v ��� imeet mesto znak ravenstva i ��� sleduet iz ���	 �
����� Oboznaqim A� i A��t� operatory ortogonal�nogo proekti�
rovani� na ploskosti � i ��t� pri t � ��� ��	 V ��� pod stacio�
narnymi uglami me�du ploskost�mi V� i V��t� ponimalis� ugly
me�du sootvetstvu�wimi sobstvennymi napravleni�mi opera�
torov A� � A��t� i A��t� � A� dvo�nogo proektirovani�	 
ti ope�
ratory samosopr��eny �sm	 ����� qto� vproqem� sleduet iz pri�
vodimyh ni�e vykladok	

Teorema� V oboznaqeni�h p� ���� vektor ei �vl�ets� sobstvennym
vektorom operatora A� �A��t� s sobstvennym qislom cos���it��

Dokazatel�stvo� Iz ��� p	 

	� sleduet

	� � Linfei� VX�
gri��� 	��t� � Lin fei���it��� VX�

gri���
Ka�dy� vektor ploskosti 	� � 	
 � VX�

est� sobstvenny� vektor
operatora A��A��t� s sobstvennym qislom 
	 Soglasno ��� p	 

	�
pri i � r budet

A��t��ei� � ei �
rX

j��

hei� nj��jt�inj��jt� �

� ei � ni���
it�� sin���it�� 
� fi�

�A� �A��t���ei� � fi �
rX

j��

hfi� njinj � ei cos
����it����

���

Proved� analogiqnye vykladki dl� operatora A��t� �A� � polu�
qim

�A��t� �A���ei���
it��� � ei���

it�� cos����it��� ���

Po teoreme 
�	
 �i � �
� � po�tomu ugol ��it� �t � ��� ��� sovpada�

et so stacionarnym uglom me�du ploskost�mi V� i V��t�� soot�

vetstvu�wim obwemu sobstvennomu qislu cos����it�� operatorov
A� �A��t� i A��t� �A�	 Priqem kratnost� �togo sobstvenogo qisla
ravna koliqestvu slagaemyh v razlo�enii ��� p	 

	�� s obwim
ko�fficientom �i	 Vozmo�no izmeniv numeraci�� poluqim upo�
r�doqenny� nabor ko�fficientov

� � �� � � � � � �r �
�

�
� ���

sovpada�wi� s naborom nenulevyh stacionarnyh uglov me�du
ploskost�mi 	� i 	
 	 Ots�da sleduet
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Utver	denie� Nabor ��� ne zavisit ot vybora kratqa�xe� so�
edin�
we� toqki 	� i 	
 �

Pust�
r� 
� minfp� q � n� pg� ���

Rassmotrim tri poparno ortogonal�nye ploskosti �r�� � �
r�
� � �

p�r�
	

s sootvetstvu�wimi razmernost�mi	 Opredelim ploskosti

	� 
� Lin ��r�� � �p�r�	 �� 	
 
� Lin ��r�� � �p�r�	 �� �
��

Me�du �timi ploskost�mi budet r� nenulevyh stacionarnyh
uglov� ka�dy� iz kotoryh raven �

� 	 Iz ��� nahodim� qto ���	�� 	
� �p
r�

�
� � otkuda� s uqetom ���� poluqaem formulu

diamGp�n �
p
r�

�

�
� �

�

���
� Pust� �� 
 � G�
p�n	 Rassmotrim normal�nu� kratqa�xu�

��t�� t � ��� ��� soedin��wu� � s 
 	 Dl� vektora X 
� ����� spra�
vedlivo razlo�enie ��� p	 

	�� otkuda

���� 
 � � L���t�� �

�
rX

i��

��i��

� �

�

� �
��

gde qerez � oboznaqena funkci� rassto�ni� v mnogoobrazii G�
p�n	

Esli by v nabore f�ig naxels� �lement �k � � ili dva �lementa
�k� �m� k �� m� dl� kotoryh �k��m � �� to vospol�zovavxis� tem
�e priemom� qto i v dokazatel�stve teoremy 
�	� mo�no bylo
by ukorotit� i kratqa�xu� ��t�� soedin��wu� toqki � s 
 	
Sledovatel�no� pri neobhodimosti izmeniv numeraci�� mo�no
tak upor�doqit� ko�fficienty �i� qto

� � �� � � � � � �r � �� �r�� � �r � �� �
��

Nabor �
�� qisel f�ig� dopolneny� �p � r� nul�mi� nazovem
stacionarnymi uglami me�du orientirovannymi ploskost�mi �
i 
 	

����� Nabory stacionarnyh uglov �
�� me�du ploskost�mi �� 

i ��� me�du ���� � 	� i ��
 � � 	
 � voobwe govor�� mogut ne sovpa�
dat�	 Oboznaqim

� 
� minf�r� � � �rg� �
��

Iz �
��� �
�� vytekaet� qto �r�� � � � �
� 	
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Teorema� Nabor

� � �� � � � � � �r�� � � �
�

�
�
��

zadaet nenulevye stacionarnye ugly me�du neorientirovannymi
ploskost�mi ���� i ��
 ��

Dokazatel�stvo� Pust� �nr 
� nr pri �r � �
� � �nr 
� �nr pri

�r � �
� � �er�s� 
� er cos s � �nr sin s	 Rassmotrim geodeziqesku�

���t� 
� e���
�r� � � � � � er����

r��t� � �er��t�	 Iz p	 
�	� sleduet� qto
nabor �
�� �vl�ets� naborom stacionarnyh uglov me�du plos�
kost�mi 	� � �������� i ��������	 Po opredeleni� geodeziqesko�
���t� spravedlivy ravenstva ����� � 
���� � 

 � kotorye vlekut
utver�denie teoremy	 �
Iz ���� ��� p	 

	� poluqaem

h�� 
 i � h�� ����i � cos �� � � �cos�k� �
��

V silu �
��� �
�� budet

� �

�
�r� h�� 
 i � ��

� � �r � h�� 
 i � ��
�
��

Formuly ��� p	 
�	
 i �
�� pozvol��t vyrazit� rassto�nie
���� 
 � qerez �������� ��
 �� i naibol�xi� stacionarny� ugol �

����� 
 � �

�
��������� ��
 �� pri h�� 
 i � ��

��������� ��
 �� � ��� � ��� pri h�� 
 i � ��
�
��

Iz utver�deni� 
�	� i �
��� �
�� sleduet� qto nabor nenulevyh
stacionarnyh uglov �
�� ne zavisit ot vybora kratqa�xe�� so�
edin��we� toqki � i 
 	

����� Rassmotrim proizvol�nu� geodeziqesku� v mnogoobrazii
G�
p�n	 Mo�no sqitat�� qto v ee parametrizacii ��� p	 

	� ko�f�

ficienty �i upor�doqeny

� � �� � � � � � �r � �� 
� ��

Rezul�taty predyduwih punktov �togo paragrafa pozvol��t za�
kl�qit�� qto verna
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Teorema� �� Geodeziqeska� ��t� na otrezke ��� t��� t� 
� �
��r����r�
�vl�ets� kratqa�xe�� soedin�
we� toqki ���� s ��t�� v mnogo�
obrazii G�

p�n�

�� Geodeziqeska� 	��t� 
� ����t�� na otrezke ��� 	t��� 	t� � �
���r�
�vl�ets� kratqa�xe�� soedin�
we� toqki 	���� s 	��	t�� v mnogo�
obrazii Gp�n�

V rimanovom mnogoobrazii dve razliqnye geodeziqeskie rav�
no� dliny� soedin��wie kakie�libo dve toqki� ne mogut osta�
vat�s� kratqa�ximi pri ih prodol�enii	 Po�tomu teorema 
�	�
vleqet

Sledstvie� Geodeziqeska� ��t� �	��t�� �vl�ets� edinstvenno� krat�
qa�xe�� soedin�
we� toqki ���� s ��t�� �	���� s 	��	t��� pri t� � t�
�	t� � 	t�� v mnogoobrazii G�

p�n �Gp�n� �sr� s ���� T� ��a

�

���
� Teorema� Spravedlivo ravenstvo

diamG�
p�n � max

n
��
p
r�
�

�

o
� �
��

Dokazatel�stvo� Pust� �� 
 � G�
p�n	 Iz �
��� �
��� �
�� sleduet

����� 
 � � max
������

�
�
f�r � ���� � �� � ���g � max

�
��� r

��

�

�
�

Dlina kratqa�xe�� soedin��we� ploskosti �
��� ravna
p
r�

�
�

pri l�bo� orientacii �tih ploskoste�	 Geodeziqeska�

���t� 
� �e� cos��t� � n� sin��t�� � e� � � � �� ep� t � ��� ��

soedin�et toqki � s ����	 Tak kak mnogoobrazie G�
p�n le�it v

ediniqno� sfere evklidova prostranstva �p�R
n�� to geodeziqe�

ska� ���t� dliny � �vl�ets� kratqa�xe�	 �
Sravniva� formuly �

� i ����� zametim� qto

r� � � �
 diamGp�n � diamG�
p�n � ��

r� � � �
 Gp�n � diamG�
p�n �

p
r�

�

�
�

����
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x	�� Zamknutye geodeziqeskie i radius

in�ektivnosti v mnogoobrazi�h G�
p�n i Gp�n

�
��� Utver	denie� Dl� geodeziqesko� v mnogoobrazii G�
p�n s pa�

rametrizacie� ��� p� ���
 spravedliva 	kvivalentnost�

��t�� � ��t���
 �k �Zr 
 �i�t� � t�� � �ki�

rX
i��

ki � � �mod ���

�
�

Dokazatel�stvo� Pust� ��t�� � ��t��	 Togda

� � h��t��� ��t��i � he����t��� e����t�i � � � her��rt��� er��rt��i�
Po�tomu ei��it�� � 
ei��it��� otkuda sleduet implikaci� sleva
napravo	 Obratna� implikaci� neposredstvenno sleduet iz ���
p	 

	�	 �
Iz �
� i �
�� p	 

	� vytekaet� qto vs�ka� geodeziqeska� petl�

v mnogoobrazii G�
p�n �vl�ets� zamknuto� geodeziqesko�	

Rassmotrim zamknutu� geodeziqesku�

��t� � exp��tX�� t � ��� ��� ���� � �����

Ispol�zu� uslovie �
�� na�dem ee dlinu

L��� � jXj �
�

rX
i��

��i��

� �

�

� �

�
rX
i��

�ki��

� �

�

� ���

Oboznaqim S dlinu samo� korotko� netrivial�no� zamknuto�
geodeziqesko�	 Iz �
�� ��� sleduet

S�G�
p�nj �

�
��� r� � ��p
��� r� � ��

���

��sno� qto zamknutye geodeziqeskie tako� dliny suwestvu�t	�
Pust� rc � minimal�noe iz rassto�ni� me�du parami sopr��en�
nyh toqek vdol� vsevozmo�nyh geodeziqeskih	 Izvestno �sm	 ����
T	 ��� qto sekcionna� krivizna mnogoobrazi� G�

p�n i Gp�n izme�
n�ets� v predelah ot nul� do dvuh	 Pri r� � � �ti mnogoobrazi�
izometriqny ediniqno� sfere i vewestvennomu proektivnomu
prostranstvu sootvetstvenno	 
ti mnogoobrazi� ime�t posto�
�nnu� ediniqnu� sekcionnu� kriviznu	 Soglasno ���� ��	
	� v
mnogoobrazi�h G�

p�n i Gp�n dl� rc spravedliva ocenka

rc � �� r� � � i rc � �

p
�� r� � �� ���
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Po teoreme Klingenberga �sm	 ���� ��	
	�� v zamknutyh rimano�
vyh mnogoobrazi�h M radius in�ektivnosti ri�M � mo�no vyqi�
slit� po formule

ri�M � � min

�
rc�

�

�
S

�
� ���

Iz ������� sleduet

ri�G
�
p�n� �

�
�� r� � ��

�

p
�� r� � ��

���

�
��� Rassmotrim geodeziqesku� petl� 	��t�� 	���� � 	���� v mnogo�
obrazii Gp�n	 Postroim nakryva�wi� �tu petl� geodeziqeski�
put� ��t� � G�

p�n s naqalom v toqke � � ����	�����	 Vozmo�ny dva
varianta a� ���� � �� b� ���� � ��	 V sluqae a� soglasno p	
�	

petl� 	��t� � ����t�� �vl�ets� zamknuto� geodeziqesko�	 Pust�
���� � ��	 Ots�da� kak i v utver�denii 
�	
� sleduet� qto na��
duts� r celyh qisel ki� takih qto

�i � �ki�

rX
i��

ki � � �mod ��� ���

Po�tomu i v sluqae b� petl� 	��t� �vl�ets� zamknuto� geodeziqe�
sko�	 Iz ���� ��� nahodim

S�Gp�n� � �� ���

�Oqevidno� qto zamknutye geodeziqeskie tako� dliny suwestvu�
�t	� Iz ���� ���� ��� sleduet

ri�Gp�n� �
�

�
� ���

x	
� Edinstvennost� kanoniqeskogo
predstavleni� kasatel�nogo vektora X � T�G

�
p�n

����� Vopros o edinstvennosti razlo�eni� ��� p	 

	� potreboval
vvedeni� special�nogo graduirovannogo predstavleni� vnexne�
algebry ��Rn�� sv�zannogo s fiksirovannym podprostranstvom
W � Rn �sm	 ni�e�	 Dalee budet postroena nekotora� line�na�
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izometri� vnexne� algebry� sohran��wa� upom�nutu� gradui�
rovku� kotora� pozvolit svesti vopros o edinstvennosti kanoni�
qeskogo predstavleni� kasatel�nogo vektora X k voprosu o edin�
stvennosti razlo�eni� proizvol�nogo bivektora prostranstva
���Rn�� realizu�wego tak nazyvaemu� massu bivektora	 V �
��
�	� dokazano� qto dl� l�bogo nenulevogo bivektora � � ���Rn�
suwestvuet nabor ediniqnyh poparno ortogonal�nyh vektorov
fei� �eigri�� prostranstva Rn i nabor takih vewestvennyh qisel
� � �� � � � � � �r� qto

� �
rX

i��

�iei � �ei� �
�

Sobira� bivektory ei � �ei� otnos�wies� k ravnym �i� perepixem
�
� v vide

� � �i��i� � � � �� �il�il � ���

gde � � �i� � � � � � �il � i� � �� il � r� i� 
� ��

�im � e�im����� � �e�im����� � � � �� eim � �eim � m � ��� l��

Utver	denie �sm	 ����� V ravenstve ��� qisla �im i bivektory
�im odnoznaqno opredel�
ts� po bivektoru ��

����� Fiksiruem nekotoroe podprostranstvo W � Rn� dimW � p�
dimW� � n � p � q	 Dl� indeksov r � ��� p�� s � ��� q� opredelim
line�noe prostranstvo

�r�s�W � 
� Linf�r�W � � �s�W
��g � �r�s�R

n� � ��Rn�� ���

�r�s 
� �� esli r � p ili s � q	
Esli feig� fnjg � ortonormirovannye bazisy prostranstv W

i W�� to nabor

fe� � n�g� � � ��p� r�� � � ��q� s� ���

obrazuet ortonormirovanny� bazis prostranstva �r�s�W �	 Iz
��� neposredstvenno sledu�t formuly

�r��s��W � � �r��s��W � � �r��r� �s��s� �W �� ���

�m�R
n� � �

r�s�m
�r�s�W �� ��Rn� � �

r�s��
�r�s�W �� ���
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���
� Orientiruem prostranstvo W i rassmotrim operator Ho�
d�a ��w� 
 ��W � � ��W � �sm	 �
�� �	
�	 Napomnim� qto operator
��w� ortogonalen i otobra�enie ��w� 
 �p�W � � �n�p�W � �vl��
ets� izometriqeskim izomorfizmom	

Teorema� Suwestvuet edinstvenny� line�ny� operator �w 

��Rn�� ��Rn�� udovletvor�
wi� ravenstvam

�w�x � y� � ��w�x � y ���

dl� l
byh x � ��W �� y � ��W��� �tot operator �vl�ets� izome�
trie� algebry ��Rn�� Ego su�enie na �r�s�W � osuwestvl�et li�
ne�nu
 izometri
 prostranstv �r�s�W � i �p�r�s�W ��

Dokazatel�stvo� 
�	 Vyberem kako��nibud� bazis algebry
��Rn�� sosto�wi� iz toqek podmno�estvo ��W � � ��W�� �napri�
mer� bazis ����	 Obraz ka�dogo �lementa �togo bazisa pri de��
stvii operatora �w odnoznaqno opredel�ets� trebovaniem ����
otkuda sleduet edinstvennost� �togo operatora	
�� Operator �w tassuet slagaemye v ortogonal�no� summe ����

to est� �w��r�s�W �� � �p�r�s�W �	 Po�tomu dostatoqno pokazat��
qto otobra�enie

�w 
 �r�s�W �� �p�r�s�W �

�vl�ets� izometriqeskim izomorfizmom	 Opredelim line�ny�
operator �w ego de�stviem na �lementy bazisa ���

�w�e� � n�� � ��w�e� � n��

V silu line�nosti operatora Hod�a �w i biline�nosti ope�
racii vnexnego umno�eni� dl� opredelennogo v ��� operatora
�w vypolneny ravenstva ���	 Prostranstva �r�s�W � i �p�r�s�W �
ime�t odinakovu� razmernost�� po�tomu ravenstva

h�w�e�� � n�� �� �w�e�� � n�� �i � h��w�e�� � n�� � ��w�e�� � n��i �
� h��w�e�� � ��w�e��ihn�� � n��i � ����������

ustanavliva�t� qto operator �w �vl��ts� ortogonal�nym izo�
morfizmom �tih prostranstv	 �

����� Iz razlo�eni� ��� p	 

	� sleduet� qto kasatel�na� plos�
kost� T�G

�
p�n sovpadaet s prostranstvom �p�����W �� gde W � V�	
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Polivektor � zadaet na W orientaci�	 Operator �w perevo�
dit kasatel�noe prostranstvo T�G�

p�n v prostranstvo bivektorov
���Rn�	

�w�X� � �w
rX

i��

�ini � ��xei� �
rX

i��

�iei � ni� ���

Analogiqno ��� zapixem razlo�enie ��� p	 

	� v vide

X � �i�Xi� � � � �� �ilXil � ���

gde � � �i� � � � � � �il � i� � �� il � r� i� 
� ��

Xim � n�im����� � ��xe�im������ � � � �� nim � ��xeim �� m � ��� l��

Teorema� V razlo�enii ��� dl� kasatel�nogo vektora X � T�G
�
p�n

ko	fficienty �im i p�vektory Xim odnoznaqno opredel�
ts� po p�
vektoru X�

Dokazatel�stvo neposredstvenno sleduet iz teoremy 
�	��
utver�deni� 
�	
 i formul ���� ���	

x	�� Ploskoe� vpolne geodeziqeskoe podmnogoobrazie�

soder�awee dannu� geodeziqesku�

����� V mnogoobrazii G�
p�n rassmotrim geodeziqesku� ��t�� t � R	

Pust� ���� � � � e� � � � �� ep	 Dl� vektora ����� � X rassmotrim
razlo�enie ��� p	 

	�

X �
rX
i��

��ini � ��xei��� �
�

Vvedem oboznaqeni�

�i 
 � ni � ��xei�� T� 
� Lin f�ig� i � ��� r��

� 
 � ���� � � � � �r�� x � �x�� � � � � xr� � Rr�
���

Iz teoremy 

	� sleduet� qto

��x� 
� exp��x�
T � � e��x

�� � � � �� er�x
r� �X�� x�T � T�� ���
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Utver	denie� Dl� toqek x��
T � x��T � T� spravedliva 	kviva�

lentnost�

��x�� � ��x���
 �x� � x�� � �Zr�

rX
i��

�xi� � xi�� � � �mod ���� ���

Dokazatel�stvo� Pust� ��x�� � ��x��	 Togda

� � h��x��� ��x��i � he��x���� e��x���i � � � her�xr��� er�xr��i� ���

Znaqit jhei�xi��� ei�xi��ij � �	 Iz opredeleni� ��� p	 

	� vektorov
ei�s� i ��� sleduet ���	 �
Teorema� �� Otobra�enie exp�

��
T�

est� lokal�no izometriqeskoe
pogru�enie�

�� Mno�estvo
�� 
� exp� T� ���

�vl�ets� vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mnogoobrazi�
G�
p�n�

Dokazatel�stvo� 
� Iz ��� nahodim

��

�xi
�x� � e��x

�� � � � �� ni�x
i� � � � �� er�x

r� �X��

�
��

�xi
�
��

�xj

�
� �ij �

otkuda vytekaet 
�	 Iz 
�� ��� sleduet� qto mno�estvo �� �vl��
ets� podmnogoobraziem� a otobra�enie

exp� 
 T� � �� ���

� izometriqeskim nakrytiem	
�� V ploskosti T� rassmotrim pr�mu� x�t� � x� � at	 Togda

��x�t�� �
	 

i��

rei�x
i
� � ait�

� �X� �
	 

i��

r��ei cos x
i
� � ni sinx

i
�� cos a

it�

� ��ei sinxi� � ni cos x
i
�� sin a

it�
� �X� � exp���t

	X��

gde
	ei � ei cosx

i
� � ni sinx

i
�� 	ni � �ei sinxi� � ni cos x

i
��

	� � 	e� � � � �� 	er �X�� 	X �
rX

i��

ai	ni � �	�x	ei�� �
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����� Razlo�enie �
� dl� ediniqnogo kasatel�nogo vektora X k
geodeziqesko� � odnoznaqno opredel�et nabor � � ���� � � � � �r� iz
r nenulevyh vewestvennyh qisel	 Oboznaqim g��� abelevu grup�
pu po slo�eni�� poro�dennu� �timi qislami	 Oqevidno� g���
�vl�ets� gruppo� bez kruqeni�� po�tomu ����� X� x�� ona obla�
daet svobodnym bazisom � � ���� � � � � �s�� s � r	 Po opredeleni�
strok �� � na�duts� takie celoqislennye matricy a i b� qto

� � �a� � � �b� ���

Tak kak bazis � svoboden� to iz ��� sleduet

ba � Es� ���

Zametim� qto matricy a i b mogut byt� poluqeny kak pr�mo�
ugol�nye bloki kvadratnyh matric c i c��� dl� nekotoro� celo�
qislenno� unimodul�rno� r � r matricy c �sm	 ���� �	��	
Opredelim nabor

f 
� �bT �
��

vektorov f � �f�� � � � � fs� � T s
� 	 Tak kak matrica b est� blok uni�

modul�rno� kvadratno� matricy� to nabor vektorov f line�no
nezavisim	 Iz �
�� ���� ���� �
�� sleduet

X � ��T � �b�T � ���bT � � �fT � �

�

Polo�im
TX 
� Linf� �X 
� exp� TX � �
��

Iz �

� vytekaet� qto X � TX � priqem nabor � ko�fficientov
razlo�eni� vektora X po bazisu f prostranstva TX racional��
no nezavisim	 Po teoreme i utver�deni� p	 
�	
 mno�estvo �X

�vl�ets� ploskim� vpolne geodeziqeskim podmnogoobraziem mno�
goobrazi� G�

p�n	

���
� Dl� matricy b � �bmk �� k � ��� s�� m � ��� r� opredelim qisla
�k � f�� �g po pravilu

�k �
rX

m��

bmk �mod ��� �
��

Pust� v �
� numeraci� vybrana tak� qto

�k � � pri k � ��� s��� �k � � pri k � �s� � �� s�� s� � ��� s�� �
��

Ka�du� toqku x � TX mo�no predstavit� v vide

x � ufT � u � �un� � � � � us� � Rs� �
��
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Utver	denie� Pust� x�� x� � TX � Togda

exp� x� � exp� x� �
 �u� � u�� � �Zs�

s�X
k��

�uk� � uk�� � � �mod ����

�
��

Dokazatel�stvo� Iz �
��� �
�� sleduet

x� � x� � u�f
T � u�f

T � �u� � u��b�
T �

Pust� vypolneno ravenstvo v levo� qasti �
��	 V silu ��� na��
dets� tako� nabor k � �k�� � � � � kr� �Zr� pri kotorom

�u� � u��b � �k�
rX

m��

km � � �mod ��� �
��

Iz ���� �
�� vytekaet

u� � u� � � � ka � �Zs� �km �
sX

k��

�uk� � uk��b
m
k �

Otkuda nahodim

� �

�
�

rX
m��

km



�mod ��� �

sX
k��

�
�uk� � uk��

rX
m��

bmk

�
�mod ��� �

�
sX

k��

��uk� � uk���k� �mod ���� �

�
s�X
k��

�uk� � uk��

�
�mod ����

Dl� dokazatel�stva implikacii v �
�� sprava nalevo dostatoqno
provesti privedennye vykladki v obratnom por�dke	 �

x	�� Zamykani� geodeziqeskih


�	
	 Rassmotrim line�noe prostranstvo TX kak gruppu Li po
slo�eni�	 Podmno�estvo

H 
� fx � TX j exp� x � �g �
�

gruppy TX � blagodar� �
�� p	 
�	�� �vl�ets� ee podgruppo�	 Ot�
tuda �e sleduet� qto

exp� x� � exp� x� �
 �x� � x�� � H� ���
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Po�tomu otobra�enie

� 
 TX
H � �X � ��x �H� 
� exp� x ���

opredeleno korrektno i diagramma

TX

Pr

��y
TX
H

������ �X

���

kommutativna	 Priqem otobra�enie � biektivno	 Podgruppa H
zamknuta v TX � sledovatel�no faktor�gruppa TX
H estestven�
no nadel�ets� strukturo� gruppy Li� pri kotoro� otobra�enie
proekcii Pr �vl�ets� submersie� �sm	 �
��� s	 
���	 Iz teore�
my 
�	
 i opredeleni� �
�� p	 
�	� vytekaet� qto otobra�enie
exp�

��
TX

imeet posto�nny� rang	 Po lemme ���� ��	
	� zakl�qaem�

qto otobra�enie � est� diffeomorfizm	

�
��� V �tom punkte budet pokazano� qto gruppa H �vl�ets� svo�
bodno� abelevo� gruppo�	 V �
�� p	 
�	� byl opredelen celo�
qislenny� parametr s� � ��� s�� gde s � dimTX 	 Dl� vyqisleni�
sistemy svobodnyh obrazu�wih gruppy H opredelim matricu
N � �N j

i � �M �s��Z�� zadava� ee nenulevye �lementy

��s� � �� s� � � �mod �� 


N�
� � ��� N�

� � N�
s�

� N s�
s�

� N i
i � N i��

i � �� i � ��� s� � ���

��s� � �� s� � � �mod �� 


N�
� � N s�

� � N i
i � N i��

� � �� i � ��� s���


�s� � � 
 N�
� � ��

���

Po matrice N postroim matricu 	N �M �s�Z�

	N 
�

�
N �
� Es�s�

�
� s� � ��� s�� 	N 
� Es� s� � �� 	N � N� s� � s�

���
Legko videt�� qto

det 	N � ����s���� pri s� � �� det 	N � � pri s� � �� ���

Ot bazisa f prostranstva TX pere�dem k bazisu h � �h�� � � � � hs�
po formule

h 
� f 	N� ���
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Pr�ma� proverka� s ispol�zovaniem �
�� p	 
�	�� daet

�hi � H� i � ��� s�� ���

Teorema� Nabor �h poro�daet gruppu H�

Dokazatel�stvo� Pust� x � H	 Togda dl� nekotorogo u � Rs

budet

x � ufT � u�h 	N���T � �u� 	N���T �hT �
hu
�
� 	N���T

i
��h�T �

Iz �
�� p	 
�	� sleduet� qto stroka u
� sostoit iz celyh qisel�
i summa pervyh s� ee �lementov qetna	 Legko proverit�� qto
pri s� � � vse �lementy matricy N�� ravny 
�

� 	 Znaqit po

opredeleni� ��� matricy N budet
h
u
�
� 	N���T

i
� Rs	 Iz p	 
�	�

vytekaet� qto pri s� � � vse �lementy bazisa f prinadle�at
gruppe H	 �
Dokazanna� teorema neposredstvenno vleqet

Sledstvie� Gruppa H �vl�ets� svobodno� abelevo� gruppo� s s
obrazu
wimi� a faktor�gruppa TX
H diffeomorfna s�mernomu to�
ru�

�
�
� Vernems� k diagramme ���	 Diffeomorfizm � induciruet
na tore TX
H plosku� metriku �sm	 p	 
�	��	 Pri �tom otobra�
�eni� exp�

��
TX

i Pr stanov�ts� universal�nymi izometriqeski�

mi nakryti�mi� a samo mnogoobrazie �X mo�no rassmatrivat�
kak ploski�� vpolne geodeziqeski� tor� vlo�enny� v grassmano�
vo mnogoobrazie G�

p�n	
Rassmotrim poluzamknuty� parallelepiped

��h� 
� fuhT ju � ��� ��s � Rsg� �
��

nat�nuty� na vektory bazisa h	 Tak kak nabor h �vl�ets� svo�
bodnym bazisom gruppy H� to otobra�enie Pr

��

�h�

� a tem samym

i exp�
��

�h�

� biektivny	 Po�tomu

Vol�X � Vol ��h�� �

�

Iz ���� �

� sleduet

Vol�X � �sjh� � � � �� hsj � �sj det 	N j jf� � � � �� fsj� �
��



GEOMETRI� MNOGOOBRAZI� ��


V opredelenii �
�� p	 
�	� nabora f bazis � prostranstva T�
ortonormirovan	 Iz ��� i �
�� p	 
	�� ���� ��� nahodim

Vol�X � ��s�det�bbT ��
�

� pri s� � ��

Vol�X � �s�det�bbT ��
�

� pri s� � ��
�
��

Napomnim� qto uslovie s� � � oznaqaet qetnost� summy �lemen�
tov ka�do� stroki v matrice b	

�
��� Kasatel�ny� vektor X k geodeziqesko� � v bazise f imeet
nabor racional�no nezavisimyh koordinat � �sm	 �

� p	 
�	��	
Pri perehode k bazisu h po formule ��� stroka koordinat �
pere�det v stroku

	 � �� 	N���T � �
��

Matrica � 	N���T prinadle�it mno�estvu Gl�s�Q�� po�tomu i na�
bor koordinat 	 budet racional�no nezavisimym	

Teorema� Spravedliva formula

clos ��R� � �X 
� ����� �
��

Dokazatel�stvo� Pust� toqka x � �X 	 Otobra�enie exp� biek�
tivno na parallelepipede ��h� �sm	 �
���� po�tomu na�dets� taka�
stroka koordinat v � ��� ��s� qto toqka 	x � �vhT nakryvaet toqku
x pri otobra�enii exp�

��
TX
	 Geodeziqesku� ��t� � exp��tX� na�

kryvaet pr�ma� 	x�t� � tX � t	hT 	 Tak kak nabor 	 racional�no
nezavisim� to iz ��

�� VII� �	�� sleduet� qto dl� l�bogo � � �
na�duts� takie t��� � R i k��� �Zs� pri kotoryh

j	it� vi � kij � �� i � ��� s�� �
��

Pust� 	x��� 
� ��	t����k����hT � TX 	 Iz �
�� vytekaet� qto 	x��� �
	x pri �� �	 Krome togo� exp� 	x��� � exp���	t���h

T � 
� x��� � ��R��
exp� 	x � x	 Pri izometriqeskom nakrytii exp�

��
TX

rassto�ni�

me�du parami toqek ne uveliqiva�ts�� znaqit x���� x	 �

�
��� Itak� zamykanie l�bo� geodeziqesko� � v mnogoobrazii
G�
p�n �vl�ets� ploskim vpolne geodeziqeskim torom	 Ego razmer�

nost� s ravna rangu koneqno poro�denno� abelevl� gruppy g����
postroenno� po naboru vewestvennyh ko�fficientov � v kanoni�
qeskom razlo�enii kasatel�nogo vektora X k geodeziqesko� �	
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Po �tomu �e naboru � opredel��ts� celoqislennye matricy b
i parametr s�	 Vyra�enie �
�� dl� ob�ema tora clos � qerez ma�
tricu b zavisit ot ravenstva ili neravenstva s� nul�	 Dadim
geometriqesku� interpretaci� �to� al�ternative	
Iz dokazatel�stva utver�deni� 
�	� sleduet� qto pri s� � �

dl� l�byh x�� x� � TX exp� x� �� � exp� x�� to est�

���� � ������� � �� �
��

Pust� s� �� �	 V �
�� p	 
�	� polo�im po opredeleni� u� � �� u� �
��� �� � � � � ��	 Togda exp��u�f

T � � � � � exp��u�f
T �	 Po teoreme


�	� tor �X ne zavisit ot vybora toqki � � �	 Sledovatel�no
���� � ���� i iz �
�� vytekaet� qto

���� � ������ �
��

to est� tor ���� central�no simmetriqen	

�
�
� Rassmotrim proizvol�nu� geodeziqesku� 	� v mnogoobra�
zii Gp�n	 Nakryva�wee mno�estvo ����	�� geodeziqesko� 	� so�
stoit iz dvuh geodeziqeskih � i ���� v mnogoobrazii G�

p�n	 
ti
geodeziqeskie poro�da�t odnu i tu �e gruppu g���� a znaqit
odnu i tu �u celoqislennu� matricu b	 Esli dl� matricy b
s� � �� to mno�estvo ����clos 	�� raspadaets� na dve nepereseka��
wies� komponenty sv�znosti ���� i ����� � ������ na kotoryh
otobra�enie proekcii � �vl�ets� izometrie�	 Po�tomu ob�em
mno�estva ��	�� 
� clos 	� raven �sm	 �
���

Vol��	�� � Vol���� � �s�det�bbT ��
�

� � �
��

Pri s� � � mno�estvo ����clos 	�� � ���� � ����� sv�zno i cen�
tral�no simmetriqno po formule �
��	 V �tom sluqae otobra�
�enie �

��
��	�

�vl�ets� dvuhlistnym izometriqeskim nakrytiem�

po�tomu �sm	 �
���

Vol��	�� �
�

�
Vol���� � �s�det�bbT ��

�

� � ����

Ob�edin�� �
��� ����� prihodim k formule

Vol��	�� � �s�det�bbT ��
�

� � ��
�

Takim obrazom mnogoobrazie ��	�� � clos 	� � Gp�n �vl�ets� vpol�
ne geodeziqeskim podmnogoobraziem grassmanova mnogoobrazi�
Gp�n� izometriqnym ploskomu s�mernomu toru s ob�emom ��
�	
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Poslednee zameqanie i formula ��
� anonsirovany v �����
T	 
��	
Rabota qastiqno podder�ana grantom RFFI ����
�����
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