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ВВЕДЕНИЕ 

Дифференциальные свойства решений даже простейших эллиптических 
уравнений1 на! трехмерных многогранниках изучены в настоящее время 
недостаточно. В работе автора [1] исследуется гладкость решений задачи 
Дирихле для уравнений Лапласа и Пуассона на замкнутом прямоугольном 
параллелепипеде, т. е. на многограннике частного вида. Существенные 
результаты получены А. Ф. Филипповым [2] для решений уравнения Пуас­
сона на многогранниках при однородных краевых условиях смешанного 
типа и с правой частью, удовлетворяющей некоторым условиям типа 
условий согласования на границе области. Однако работа [2] не охватывает 
случая произвольной достаточно гладкой правой части и задачу Дирихле 
для уравнения Лапласа. 

В § 1 данной работы исследуется другими методами, чем в [2], гладкость 
классического решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа на ограни­
ченном трехмерном многограннике в той мере, насколько это нужно для 
обоснования метода составных сеток, излагаемого в § 3. В частности, уста­
новлена ограниченность первой и второй производной решения уравнения 
Лапласа в направлении ребра вблизи него (теорема 1.3). Это свойство было 
обнаружено А. Ф. Филипповым [2] при соответствующих условиях у реше­
ния рассматриваемого им уравнения Пуассона для производных в направ­
лении ребра и более высоких порядков. В то же время производные даже 
первого порядка по другим направлениям могут быть, как это следует из 
результатов [2], неограниченными вблизи ребра как и у решения уравнения 
Пуассона, так и у решения уравнения Лапласа. В § 1 в предположении, что 
граничные значения непрерывны на ребрах, а на каждой грани имеют вто­
рые производные, удовлетворяющие условию Гёльдера, получены оценки 
роста производных решения уравнения Лапласа до четвертого порядка в 
зависимости от т, г и р, т. е. от расстояния текущей точки до границы, до 
ближайшего ребра и до ближайшей вершины многогранника (теоремы 
1 .3—1.7, леммы 1.4, 1.5). 

Следующий § 2 носит чисто вспомогательный характер. В нем вводятся 
разностные уравнения на кубических, цилиндрических и сферических сетках 
на стандартных областях и изучаются некоторые свойства решений этих 
уравнений. 



В § 3 детально излагается метод составных сеток решения задачи Дирихле* 
для уравнения Лапласа на многограннике, являющийся развитием для трех­
мерного случая метода, предложенного и обоснованного автором [3, 4J 
в двумерном случае, причем в варианте [5], использующем сетки только 
на стандартных подобластях. Вблизи вершины каждого многогранного угла, 
не являющегося выпуклым прямым трехгранным углом, на шаровом секторе 
строится конечный набор сферических сеток, измельчающихся в окрестно­
сти вершины и около прилегающих ребер. Вблизи ребер, не являющихся 
ребрами выпуклых прямых двугранных углов, строятся на цилиндрических 
секторах, расположенных на положительном расстоянии от вершин, цилин­
дрические сетки, измельчающиеся в направлениях, ортогональных ребрам. 
Остальная часть многогранника заполняется перекрывающимися прямо­
угольными параллелепипедами, на которых задается равномерная кубиче­
ская сетка. Общее число узлов сеток равно О (h~3 ln2h). На каждой стандарт­
ной сетке оператор Лапласа аппроксимируется обычным семиточечным 
разностным оператором. Стандартные сетки склеиваются между собср о 
помощью простейшей полилинейной интерполяции. Благодаря тому, чта 
глубина склейки сеток не зависит от А, полученная система разностных урав­
нений устойчива. Обеспечивается равномерная сходимость на сетке разност­
ного решения к решению задачи Дирихле для уравнения Лапласа на много­
граннике при наличии особенностей вблизи ребер и вершин даже у первых 
производных со скоростью О (h2 In h'1) (теорема 3.1). Здесь уместно отме­
тить, что обнаруженное свойство ограниченности второй производной гар­
монической функции в направлении ребра и позволило не производить до­
полнительного измельчения цилиндрической сетки в направлении ребра,, 
вблизи последнего. Такое измельчение привело бы к дополнительному уве­
личению числа узлов, т. е. разностных уравнений, по порядку относитель­
но h. Все сетки измельчаются быстрее как раз в тех направлениях, в кото­
рых быстрее растут производные решения. 

Другое важное свойство рассматриваемой системы разностных уравнений 
состоит в том, что для нахождения ее решения может быть применен альтер­
нирующий метод Шварца путем последовательного решения разностных 
уравнений на стандартных областях. Процесс сходится в равномерной 
метрике на всей сетке по геометрической прогрессии со знаменателем, асимп­
тотически не зависящим от h (замечание 3.1). Итерационные процессы на 
сетках, обладающие отмеченным свойством, были построены ранее в работах 
[6-8] и [5]. 

Наличие множителя In h"1 в приведенной выше оценке скорости сходимо­
сти разностного решения оправдано следующими обстоятельствами. Даже 
на прямоугольном параллелепипеде при отсутствии на ребрах, кроме тре­
бования непрерывности, других условий согласования известная оценка 
погрешности [1] имеет порядок h2 In h"1, а вопрос о возможности улучшения 
этой оценки по порядку при сколь угодно гладких граничных значениях 
на гранях является открытым, хотя в двумерном случае он решен положи­
тельно (см. [5, §1]). Обосновать сходимость решения рассматриваемой схемы 
со скоростью О (h2) можно было бы при введении дополнительного условия 
согласования (см., в частности, [1, теорема 5.3]) для граничных значений 
на ребрах выпуклых прямых двугранных углов, что на практике слишком 
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обременительно при несущественном выигрыше на In h"1 в оценке погреш­
ности. Наконец, исследование этой сходимости потребовало бы значитель­
ного увеличения и без того большого объема данной работы. 

Рассмотренный метод составных сеток распространяется и на задачу 
Дирихле для уравнения Пуассона, если правая часть (некоторое ее продол­
жение) является достаточно гладкой функцией на области, содержащей за­
данный замкнутый многогранник (замечание 3.2). 

Разностный метод решения задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
на конечных и бесконечных трехмерных областях с коническими точками 
рассматривается в работе [9], а приближенным методом решения двумер­
ной задачи со смешанными граничными условиями на областях с углами 
посвящены работы [10—19] и [5]. 

§ 1 . ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА НА МНОГОГРАННИКЕ 

ВБЛИЗИ РЕБЕР И ВЕРШИН 

Л е м м а 1.1. Пусть последовательность {fn (х)} сходится поточечно 
на отрезке [а, Ъ] к функции f (х). Тогда, если f (х) ЕЕ С2 [а, Ъ] \ /п (х) ЕЕ 
ЕЕ С2 [а, Ь], n — 1, 2, . . ., причем 

max I f" (x) | < со, n = 1 ,2 , . . . , 
[a, b] 

то 
max | f (£) |<c 0 . (1.1) 
[а, Ь] 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть œ (о; /) — модуль непрерывности функ­
ции / на [а, Ъ], х ЕЕ {а, Ъ) — произвольная точка, 0 < h <С min {х — а, 
Ъ — х). Имеем 

f(x-h)-2f (x) + f(x + h) _ „ ? 

где £ ЕЕ [x — h, x + h] (см. [20, гл. II]). Следовательно, 
I/"(*)i<i/"(g) 1+1/"(х)-/"(Di<I f(*-b)-m*)+f(*+h) i + ö ( Ä ; л < 

/ п ( * - А ) - 2 / „ (*) + / „ ( * + А ) , 
(ù(h; f ) < A2 

_L 

+ Ж S (2-MI)l/(* + *Ä)- /n(a :+iA) | . (1.2) 
i = - l 

Так как первое слагаемое в правой части (1.2) равно значению ( f'n \ 
в некоторой точке отрезка [x — h, x + h] и по условию не превышает с0, 
а сумма остальных слагаемых при фиксированном х может быть сделана 
за счет выбора h и п меньше любого е 0, то в силу произвольности 
х ЕЕ (а, Ъ) и непрерывности /" на [а, Ъ] вытекает (1.1). 

Л е м м а 1.2. Пусть x, у, z — прямоугольная система координат, 
S — S (P, I) — открытый трехмерный шар радиуса I с центром в точке Р, 
у — граница шара S, функция и гармонична на S и непрерывна на 5. Тогда 

I ит(Р)\^с[1Г1Хт^х\и\, (1.3) 

xf (х Е Е Ck [a, b], если (х) непрерывна на [а, Ь]. 
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где и№) (Р) — любая производная функции и по x, у, z порядка \i в точке Р, 
Сц — постоянная, зависящая только от fx. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство ( 1 . 3 ) сразу получается из пред­
ставления гармонической функции через интеграл Пуассона путем [х-крат-
ного дифференцирования по x, у, z под знаком интеграла (см. [ 1 , § 3]) . 

О п р е д е л е н и е . Функция / Е Е С Й Д (Е), О <^ X ^ 1, если f имеет на Е 
производные порядка к, удовлетворяющие условию Гёльдера с показателем X, 
т. е. 

m a x sup - n n i = ^ , х < + °°» 
mkxP, Q 6 E \P — Q\ 

где Dk — оператор дифференцирования k-го порядка, \ P — Q \ — нилсняя 
грань длин кривых, соединяющих точки P uQ и лежащих внутри Е, за исклю­
чением, быть может, концов. 

Введем для / Е Е С*,*, (Е) норму || / | | с Л Д ( Е ) следующим образом: 

l l / l l c k J L ( B ) = S m a x sup|Z) v / | + ^ . 

Л е м м а 1 .3 . Пусть S+ = S+ (P, I) — открытый полушар, т. е. 
S+ = {(s, у, z) : (.г — яр)2 + (г/ — г/р)2 + (z — zP)2 < Z2, я > хР), 

где хр, ур, ZP — координаты точки P, у — граница S+, 
Уо = У-> z) : х = хр, (у — ур)2 + (z — zP)2 < I2}, 

функция и гармонична на S+ (P, I) и непрерывна на S + , причем и Е Е С/сД (ïo)1» 
& > 0, 0 < X < 1. Тогда u Е Е С*д (S+ (Р, Щ, где g Е Е (0, 1 ) , причал 

Л и \\ск,к ( S + ( P , y » < и llc^(Yo) + m a x | и \), 
V 

acte — постоянная, не зависящая от и. 
Лемма 1.3 следует из результатов Келлога [21] (см. также оценку (34.5 

из [22]). 
Пусть x, у, z — прямоугольная система координат, ф — угол, отсчитывае­

мый в плоскости ху от положительной полуоси х против часовой стрелки, 
r i = уГ х2 -{-у2, ПИ а — некоторые числа, П ^> 0, 0 а <^ 2, 

Г = { ( * > 2 , , 2 ) : 0 < г < 1 , \<t\<f-, 0 < 2 < # } 

— сектор цилиндра, у — граница сектора Т, 

Yfc = { ( s , ! , , z ) : 0 < r < l , <P = ( - l ) * - f - , 0 < 2 < # } , 

к >= 0, 1 ,— плоские прямоугольные грани сектора T, у2 = у \ (у0 \J yt) 
Рассмотрим задачу Дирихле 

Au = О на Т, и = г] на у, ( 1 . 4 ) 

где Д — оператор Лапласа, п — заданная на у функция, причем 

Ц = % (r, z) на ук, к = 0, 1, п = 0 на 7 2 . 

Т . е. граничные значения и на у 0 принадлежат Ск ^ (у0). 
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Т е о р е м а 1.1. Пусть ô — число, О < Ô < min {1, Я} / 2 , rjfe ЕЕ 
ЕЕ С2,х(ук),к = 0, 1, 0<^А,<[ 1, г]0(0, z) = г]/(0, 2) , z ЕЕ [О, Я] , причем, если вы 
полнено хотя бы одно из трех неравенств г > 1 — ô, z <J ô, z > Я — ô, то 
Tlm(r> 2) = 0, 7п = 0, 1. Тогда на Т справедливы неравенства 

дри 

dz? < Я 2 ^ | | ^||с2д(^). 

(1.5) 

(1.6) 
J = 0 

где 1 < p < 2, О < |i + v < p, 
Я р J = min {p, lia — e), (1.7) 

8 ЕЕ (О, 1/a) — любое фиксированное, av a2 не зависят от r и функции и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Задача (1.4), очевидно, имеет единственное 

классическое решение и, которое может быть продолжено из Т нечетно 
(гармонически) через плоскости z = 0 и z = Я на сектор 

Г * = { ( * , ! М ) : 0 < г < 1 , M < - f - , - Я < * < 2 я } . 

Для продолженной функции сохраним на Т * обозначение и. Пусть у* —-
граница T *, yt — плоский кусок границы Y *, являющийся продолжением 
ук,'к 0, 1. Очевидно, так как r\K (r, z) = 0 при z ^ ô n z > f f - ô, то и ЕЕ 
е С 2 Л (у*), причем I и | | С 2 Л ( у * < с' II % \\сгмукь к = 0, 1 , где с' не за­
висит от и. 

Зафиксируем z0 ЕЕ (О, Я). Рассмотрим непрерывную на Г* и гармониче­
скую на Г * функцию 

v )= и — т|0 (0, *0) — (z — з0) r)oz (0, z0) — со (я, у), (1.8) 
где 

Л Лрг (0» go)+TJir(Q> zo) V (0, ZQ) — Mir (0» *о) 
(ù(x,y) = \ 2 cos (ая/2) Ж 2 sin (ая/2) ^ ' а < 1 ; 

О, 
Нетрудно убедиться, что 

а > 1 . 

1 

i; К со ((z - 2 о ) 2 + r-) S II г), | | с 2 Д ( v.) на у*, 

(1.9) 

J=0 

IF + 1 - < с0 (2 - v + г + Iz - zo I) £ II г,. | | С 2 Д ( v.) на Т*, (1.10) 
j = 0 

где & = 0 , 1, с 0 не зависит от z0 6Е (О, Я), z, г и функции и, а 

v I 1 ' а > 1 ' v = \ 2 , a < 1. 
Зададим функцию 

M ( z — zo)2 — r2/2) + év*»cos Я2ср) 2 Ihjllca.x^). 
j = 0 
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где к2 — величина (1.7), сх — 3 с0/2 cos (Я2ая/2). Очевидно, w непрерывна на 
Т * и гармонична на Г*, причем на у* | v | <J м;. Отсюда по принципу мак­
симума имеем на Г* 

I V \К (Со (Z - ZoY + e i r b ) 2 II Т, ||с ( ? (1.11) 
3=0 

Пусть 0 < г0. < 1 — 6/2, / 0 = г 0 m i n {S/2, s in (ал/2), Я}, S£ (г0, z0, 
10) — открытьиГполушар с «центром» на ук в точке (г0, z 0), целиком располо­
женный в T7*, = у* f] Si — плоская часть границы полушара S°K. Из 
(1.10), (1,11) следует, что 

m a x | y | < c 2 r 0

X 2 S II Л . | | с а ^ > . (1.12) 
1 

) < c 2 ( 2 - v + r 0)^| |r 1 . | |c 2 , ,(v^ (1-13) 

где к = 0, 1, c2 не зависит от z 0 ЕЕ (0, Я), r 0 G (0, 1 — ô/2] и функции и. 
Осуществим равномерное растяжение полушара Si с коэффициентом 

растяжения Ц1. Тогда гармоническая в функция и перейдет в гармониче­
скую в полушаре Sk единичного радиуса функцию v, граничные значения 
которой на плоской части ук границы полушара SI будут принадлежать клас­
су С а Л ( 7 0 , причем в силу (1.9), (1.12), (1.13) 

i 

II И1с 2 , x f Y°) < 0̂2
 Д II ^ | |СЯ д (Vy), 

где 0 <^ & <; 1, с 3 не зависит от z0 ЕЕ (0, Я), r0 ЕЕ (0, 1 — Ô/2] и функции и. 
Применив к функции v лемму 1.3 при I = 1, g = 1/2 с учетом (1.12) и 

приведенной выше оценки || v \\с ^ (~0 ) и' осуществив1 обратное преобразова­
ние равномерного растяжения с коэффициентом 1 0 единичного полушара SI 
на Si (г0, z 0 , Z0), придем к неравенству 

m a x m a x | Dpv | < ^ 2 " р 23 II Л, | | с 2 K Y , ) , (1.14) 
{ D P } SO (r, zo, Zo/2) ' = 0 

где Dp — оператор дифференцирования по x, г/, z порядка p, p — 0, 1, 2, c 4 

не зависит от z0 e= (0, Я), r 0 Œ (0, 1 — Ô/2] и функции и. Отсюда, из (1.11) 
и леммы 1.2 следует неравенство 

i 
max max | Dpv | < c 5 r ^ S IK- ||са х (ъ>, (115) 
< D p l ы < 2 ! *=» 

2 

(z = z 0 , 0 < г < 1 - Ô/2), 

где р = 1, 2, с5 не зависит от z 0 ЕЕ (0, Я) и функции и. 
Из (1.15) в силу (1,8) вытекает неравенство (1.5) при z ЕЕ (0, Я), | ф | <[ 

< ая/2, 0 < г <^ 1 — Ô/2. Неравенство (1.5) справедливо в силу оценки 
(34.5) из [22] и леммы 1.2 также1 при Г Е ( 1 - ô/2, 1) для z ЕЕ (0, Я), | ф | < 
<^ ая/2 (возможно, только потребуется увеличить постоянную а±), поскольку 
на плоских кусках 

{(*, у, z ) : l - ô < r < l , Ф = ( - 1 ) * - ^ , - Я < 2 < 2 я } , Ä = 0,1, 

m a x 
о 

dz; 
+ 

dv 
dz 
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границы у* области Г* функция и равна] нулю и может быть гармонически 
продолжена через них. На цилиндрической же поверхности 

{ (* , j / , z ) : r= l , | ф | < 4 ^ + о0, - # < z < 2 # } , 

где ô 0 ^> 0 — некоторая величина, продолженная гармоническая функция 
тоже равна нулю, т. е. сколь угодно гладкая. Неравенство (1.5) доказано. 

Докажем неравенство (1.6). Пусть Gn — область в плоскости ху, граница 
которой является объединением четырех кривых: 

о? = {(х, у) : 1/2 n < г < 1, ср = (-iy ал/2}, / = 0, 1, 

о? = {(xi У) ' г = 1 , I Ф I < ая/2}, 
а з = {{х-> У) г — г п (ф)> ая/2 ^ ф ̂  2я — ая/2}, 

где 
, ч 2 я 1 / 4 — (ф — ал:/2) 1 / 4 — (2я — ал/2 — ф) 1 / 4 

М Ф ) 2 и ( 2 - ( 2 - а ) * я * ' 

Нетрудно убедиться, что кривая Од расположена вне сектора {{х, у) : 
О < г < 1, I ф|<С ал/2} и гладко сопрягается с отрезками of, у = О, 1 у 

так что кривая, являющаяся объединением о1^, а™ и Оз, имеет непрерывно диф­
ференцируемую кривизну. Пусть 

Тп = {(ж, у, z) : (x, y)ŒGn, О < z < Я}, 

Y n — граница области Г п , 
Y}1 = {(x, у, z) : (x, у) e < , 0 < z < Я}, у = О, 1, 

"ф (т) — бесконечно дифференцируемая функция: 
О, - о о < Т < 1 , 

г|)(т): 

Т - 1 

О 

j exp { - ( t ( l -*))"«}<** 

г , 1 < т < 2 , (1.16) 
]' exp {— (г (1 - i)) - 2} dt 
о 

1, 2 < Т < + о о , 

tyn ( Г ) = i|> (2/гг), г)]1 — функция, заданная на у", причем 

Л* = % (г) щ (r, z), у = 0, 1, 0 < фп (Г) < 1, 112п < г < 1. (1.17) 

Рассмотрим задачу Дирихле 
Аип = 0 на Г п , и п - i f на уп, (1.18) 

где 
т]п = vfî на Y ? , / = 0, 1, ( 1 Л 9 ) 

Л" — 0 на Y n \ ( Y o U Т Г ) . 
Решение ип задачи (1.18) дважды непрерывно дифференцируемо на 3V 

Это следует из (1.17), (1.19), заданных требований на функции r\j (r, z), у = 
= 0, 1, и возможности гармонического продолжения из Тп функции ип через 
части Y ? И 7з границы Y"\ расположенные в плоскостях z = 0, z Я , и плос­
кие куски 

{(*, у, z) : \ - ô < г < 1, ф - ( -1 )* ая/2, 0 < z < Я}, у ;= 0, 1, 
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на которых ип = 0, в силу известных свойств гладкости решения уравнения 
Лапласа внутри области и вблизи гладких кусков границы при гладких 
граничных значениях (см. [21, 22]). Следовательно, 

l ^ = - ( ^ + V ) = 0 H a ^ № (1-20) 

и в соответствии с (1.17), (1.19) 

dz* max max 
i=o, i у A 

dz* на Y n \ ( Y ? U Y?)- (1.21) 

Так как d2ujdz2 гармонична на Тп, то по принципу максимума из (1.20), 
(1.21) имеем 

max dz* 
max max 
j=o,i v?-

dz* 
(1.22) 

Обозначим 
vn = un — и, (1.23) 

где и — решение задачи (1.4). Имеем 
& v n = 0 на T, vn = т п на у, (1.24) 

где 

%п i= т" = ип — K]J на yj, у = 0, 1, т п = 0 на у 2, (1.25) 

причем в силу (1.4), (1.17) — (1.19) 

Iт»(г, * ) К 2(1 - 1|>п(г))max | и| на у.. (1.26) 
т 

Рассмотрим функцию w двух переменных, гармоническую в бесконечном 
угле I ф| <С ая/2, непрерывную на замыкании этого угла, удовлетворяющую 
на его сторонах граничным условиям 

w (г, (— l ) j ая/2) = 2 (1 — я|) (г)) max | |, у = 0,1, (1.27) 
т 

и следующему требованию на бесконечности: 
max |и;(г,ф)|->0 приг -^ + ( Х ) . (1.28) 

I ф J <ал!/2 
Такая функция существует, в чем легко убедиться с помощью конформного 

отображения рассматриваемого угла на полуплоскость и представления 
гармонической функции через интеграл Пуассона для полуплоскости (см. 
[23]). В силу (1.27), (1.28) и гармоничности w 

inf м;(г,ф) = 0. (1.29) 
IФ I < а л / 2 

0<г<+оо 

Пусть 
шп (г, ф, z) w (2пг, ф). (1.30) 

Функция wn, очевидно, является гармонической в Т (как функция трех 
переменных), причем на основании (1.24)—(1.27), (1.29) 

К К Щг на у. 
Отсюда с учетом (1.30) по принципу максимума 

I ип (г, ф, z) I < w (2пг, ф) на Т, 
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т. е. согласно (1.28) 
vn {г, ф, z) —> 0 при n + оо (1.31) 

для любых г ЕЕ (0, 1], ф е [—ал/2, ал/2] и z Е (О, Я). 
Так как при любых фиксированных г Е (0, 1) и ф £ (— ал/2, ая/2) 

производная d2u/dz2 непрерывна по z на отрезке [О, Я] (будучи непрерывной 
в Т*), то из (1.22), (1.23), (1.31) и леммы 1.1 следует неравенство (1.6) при 
р 2 с постоянной а2 = 1. 

При р = 1 неравенство (1.6) вытекает из доказанного неравенства (1.6) 
для р = 2 и оценок [24], возможно только с большей постоянной а2, чем 
указанной выше. Теорема 1.1 доказана. 

Т е о р е м а 1.2. Пусть ô — число, О <^ ô <^ min {1, Я}/2, и — решение 
задачи (1.4), где функция ц непрерывна на у, причем ц = О на ук, к = 0, 1, 

T ô = { ( x , y , 2 ) : 0 < r < l - ô , |q> |<- f - , ô < z < f f - ô } . 

Тогда на Т^ справедливы неравенства 
дри 

дри 

< Ь 1 г ^ - Р т а х | г ) | , (1.32) 
v 

<^Ь 2 тах|г) | , (1.33) 
v 

г<9г 1^JD^2, 0 u. -{- v <; /?, À2 — величина (1.7), &г, Ь2 зависят от г 
и функции и. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию 
w = (2 (2 {z — z 0 ) 2 — r2)/ô2 + er** cos А2ф) max | TJ |, (1.34) 

v _ 
где с = (1 + 2/ô2)/cos (Я2ая/2). Очевидно, непрерывна на Г и гармонична 
на Г, причем при любом фиксированном z0 ЕЕ [Ô/2, Я — Ô/2] на у выполняется 
неравенство | r] | <; w. Отсюда по принципу максимума при z0 ЕЕ 
Œ [6/2, Я - Ô/2] на Г 

- | и | < и > . (1.35) 
Из (1.34) и (1.35), где z = z 0 Œ [ô/2, Я — Ô/2], следует на Tô/2 неравен­

ство 
I и I crXz max I т] |. (1.36) 

Поскольку w = 0 на 7о (J то функция w может быть продолжена гармони­
чески (нечетно) через плоские грани yk, к = 0, 1, на область 

{(*, ï ^ ) : 0 < г < 1 - 6 / 2 , | ф | < а я / 2 + б 0, Ô/2 < z < Я - 6/2), 

где б 0 ]> 0 — некоторое число, с сохранением неравенства (1.36) на Т\%-
Отсюда и из леммы 1.2 легко следует неравенство (1.32) на Ть при p = 1, 2. 

Неравенство (1.33) на ТО вытекает из результатов А . Ф. Филиппова [2]. 
в частности из неравенства (3.32) работы [2] при I = m = 0, которое остается 
в силе и для рассматриваемой гармонической функции, если в нем заменить 
II / ||р на max | т) | и положить формально р — 3. Неравенство (1.33) можно 

Y 

установить и непосредственно, аналогично неравенству (1.6). Теорема 1.2 
доказана. 

Пусть M — произвольный ограниченный, вообще говоря, многосвязный 
многогранник, граница которого Г состоит из конечного числа плоских 
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граней и во всех точках удовлетворяет условию касания извне некоторым 
неориентированным круговым конусом конечной высоты, т. е. является 
регулярной [25]. Рассмотрим задачу Дирихле 

Au = 0 на М, и = и на Г, (1.37) 

где т] — заданная непрерывная на Г функция, принадлежащая на каждой 
грани классу С 2 д, 0 <^ К <^ 1. В силу регулярности границы Г задача (1.37) 
имеет единственное классическое решение [25]. 

Введем обозначения: 

Г 1 1 = Г (го, а, #о, V) = { ( ^ j / , z ) : 0 < r < r o + |i, | Ф | < у , - V<z < # „ + u] , 

= У. z ) : 0 < r < r 0 + j i , ç = ( - l ) f c - ^ , - j i < z < f f o + 

7^ — граница цилиндрического сектора Г (г0, а, Я 0 , и). 
Т е о р е м а 1.3. Допустим, что г0 > 0, Я 0 > 0, fi0 >> 0, 0 << а < 2 f 

причем CZ ЛГ, Y£° CZ Г , Л: — 0, 1. Тогда решение и задачи (1.37) удовлет­
воряет на цилиндрическом секторе Т° = Т (г0, а, Я 0 , 0) неравенствам 

в р 

dz? 

< c 1 r x p - p ( m a x | u | + V |h 
V Wo ^ 

1 

< c2 (max I и I + YJ II Л Н с 2 д ( 7 ^ ) 

- Т П - П о ,™Й п dy"dzn 

1 
3=0 

3 = 0 

1, 2 < n < g , 
0 < и < 1 , 

(1.38) 

(1.39) 

(1.40) 

где г\ — граничные значения решения и, 1 <] р < ; 2, 3 <^ <? <; 4, 0 <^ ц. + v <^ 
^ Р> 0 ^ m + п ?Др — величина (1.7), т — расстояние от текущей точ­
ки области Т° до у°0 [j y°v cv с2, с 3 — постоянные, не зависящие от г, % и 
функции и. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ц х = 2 ц0/3, ц2 = ц0/3. Рассмотрим две 
задачи Дирихле: 

Av = 0 на v — -rf" на 
Aw = 0 на Г**1, w = • T)^> на у̂ 1, 

где 
i f = 0 на \ (YO° U 

Л"* - 4>i ( г) ^2 W ^з (z) г] на тй», к - 0, 1, 
т] — граничные значения решения к задачи (1.37), 

1 ^ (г) = ф(6(г 0 + fi0 - г ) / ц в ) , 
^2 (z) = i|> (6 (z + ц0)/|г.0), 
Фз (z) = * (6 (Я , + ц.0 - 2)/ц 0), 

tp — функция (1.16), 
Т1Ц1 — 0 на Yo1 U Vi'> 

rf • = и - v на у , \ {yf [J YÏ'). 

(1.41) 

(1,42) 

(1.43) 

(1.44) 

(1,45) 

(1.46) 
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Очевидно, T»* GZ T^, 

max | У | = max | rf° | ^ max | и |, 

max }и? I = max j r^11 <; max | и | + max | и | <J 2 max | и |, 
j ^ J l i y\ii f^o T"Mo y>o 

и = V ^ W H a r^i, 

( 1 . 4 7 ) 

( 1 . 4 8 ) 

( 1 . 4 9 ) 

где постоянная cé не зависит от и. 
Осуществив равномерное растяжение областей Т^° и Т^ соответственно 

«с коэффициентами растяжения (г0 -j- (Хо)"1 и (г0 + 2 IXQ/З)"1 и применив для 
гармонических функций v и w, полученных из z; и w; при указанном растя­
жении областей Г ^ и Т^, теорему 1 . 1 (с учетом ( 1 . 4 1 ) , ( 1 . 4 3 ) , ( 1 . 4 4 ) , ( 1 . 4 7 ) ) , 

при H ~ (Я 0 + 2 |я0)/(г0 + u . 0 ) , ô — L i 0 / 6 (r0 + | i 0 ) и теорему 1 . 2 (с учетом 
( 1 . 4 2 ) , ( 1 . 4 5 ) , ( 1 . 4 6 ) , ( 1 . 4 8 ) ) при lH ^= (Н0 + 4 и. 0/3)/(г 0 + 2 L I 0 / 3 ) , Ô = 

= (Л 0/3 (г0 + 2 L I 0 / 3 ) соответственно, а затем, вернувшись к первоначальным 
независимым переменным, приходим к следующим неравенствам на Т^2 (Т^2 CZ 

Ъръ 

dzP 

j=0 
1 

2 Д ( V ^ ) ' 

dx^-ydy^dzv 

<; с6гк2~Р max \u\, 

<^ c7 max I и |, 

( 1 . 5 0 ) 

( 1 . 5 1 ) 

( 1 . 5 2 ) 

( 1 . 5 3 ) 

где 1 < ; р ^ 2 , 0 <^ |х + v <; р, Хр — величина ( 1 . 7 ) , с4, с5, с6, р7 не зависят 
ют г и функции и. 

Из ( 1 . 4 9 ) — ( 1 . 5 3 ) следуют неравенства ( 1 . 3 8 ) , ( 1 . 3 9 ) на Т»2 3 Т0-. Из 
неравенств ( 1 . 3 8 ) , ( 1 . 3 9 ) , установленных на Т**2, и из леммы 1 . 2 вытекает 
неравенство ( 1 . 4 0 ) на Т°. Теорема 1 . 3 доказана. 

Пусть р, ф, 0 — сферические координата, р = ]/~х2 + г/2 + z2, 0 — угол, 
отсчитываемый от положительной полуоси z, ф — как и прежде, угол, отсчи­
тываемый в плоскости ху от положительной полуоси х, 

Ä | 4 = iC(Po,a,eo >fi) = { ( ^ ' t f , z ) : 0 < p < p 0 + [i, | ф | < ™ , О < 0 

— шаровой сектор, 

о* = { ( * , ' & ф 0 < р < р 0 + | 1 , Ф - ( - î y ' ^ , 0 < 0 < 0 o + u ] , 

—граница шарового сектора Ю1. 
Т е о р е м а 1 . 4 . Допустим, что р 0 ^> 0 , 0О 0 , \х0 > 0 , 0 <^ а <^ 2 , 

оо + 1̂0 <С я> причем Kv° CZ Af, CZ Г, / = 0 , 1 , и, кроме того, решение и 
-задачи ( 1 . 3 7 ) удовлетворяет на неравенству 

| и - и 0 К Л р Ч " ' : ( 1 . 5 4 ) 
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где и0 — значение и в точке (О, О, О), О <^ Х0 <I 1, А — некоторая постоян­
ная, не зависящая от р. Тогда для решения задачи (1.37) справедливы на шаро­
вом секторе К0 = К (р 0 , а , 0 О , 0 ) неравенства 

дри 

J = 0 

dzv < 

(1.55> 

(1.56) 

dqu 

dxq dy"ôzn <<»(^ + Х > к х < - р ) ^ W H « , o < » < i , ( 1 5 7 > 

где т) — граничные значения решения и, 1 < ; ^ < ; 2 , 3 < ; g <^ 4, О ц. + v <^ 
<^ />, О < ; ттг + п < ; Я р при р = 1, 2 имеет выражение (1.7) , г 
= / я 2 + г/2, т — расстояние от текущей точки области К0 до а° U 

2̂> с з — постоянные, не зависящие от р, г, т w функции и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t ЕЕ (0 , 1], 

G' = { ( a ; , î / , z ) : - ^ . < p < ^ ( p 0 + tio), | ф 1 < ^ , 0 < е < е 0 + и, 0}, 

gi = { ( « , î , , « ) : - ^ < p < t ( p 0 + |io), Ф = ( - 1 ) * ^ - , 0 < в < в о + | х о } , 

£ s = 0, 1, g* -— граница С , 

С$ = { ( * , ^ з ) : ^ < р < * р 0 , k K - f - , 0 < e < e e + |i0}.. 

Очевидно, G1 CZ Ä>s grjt С* u 0 , 1, t Œ (0 , 1], причем 

K° = U GJ' 
l/n ( Î . 5 8 ) 

n = l 
Пусть также 

Т£ = { ( * , У , ф О < г < г в + Ь | ф | < - ^ , a 0 - 6 < z < p 0 + g } f 

Y!, = { ( ^ 2 / ^ ) : 0 < r < r 0 + g, ф = ( _ 1 ) * . ° * , а 0 — Б < « < р 0 + б}>. 

к 0, 1, vi — граница Г | , 

r 0 = min {а 0 / 2 , а ь а 2 } , z 0 = "/p 2 /9 r 2 , 

? Po Po S m ft> Po + ^ O — l̂ Po + ^ l 
6 o - m m | ¥ , ^ j 7 | - ' J ' 

где а 0 = / 2 р 0 ц 0 + u.2,, a x ^= (p 0 sin G 0)/3, a 2 *= p 0 / 7 / 1 2 . 
Элементарные подсчеты показывают, что 

О < *о — Ъо < Ч < Po < Po + So < Po + Но» 
'о > О, Г|* d б 1 , с «Ï. * = 0, 1, 

причем множество Gj \ 7^ удалено от оси z на расстояние, равное г 0. 
Не ограничивая общности, будем считать, что щ = 0 . Тогда согласно» 

(1.54) 

max Iи |< А (р0 + \х0)Ч\ (1.59> 
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С помощью равномерного растяжения с коэффициентом растяжения t~l 

отобразим G1, £ЕЕ(0,1], наС 1. При этом гармоническая на G1 С №° функция и 
перейдет в гармоническую на G1 функцию и1, причем, в частности, в силу 
(1.59) будут выполняться неравенства 

max j и' | < m_ax | в* | < А(р0 + u.0) V 0 , (1-60) 

" ^ " С 2, * (̂ ») ̂  И ^ Нс2ч ̂  <4> ^ С 4 ^° "1 1 " С 2, х <4} ̂  С 4^° " 1 1 "Сз> *< (ofe0)' * = о д » 
(1.61) 

где if — граничные значения функции и1, g{ (Z сг^0, с4 не зависит от £ ЕЕ (0, 1] 
и функции и. 

Применение теоремы 1.3 к функции и1 на Т\° приводит с учетом (1.60), 
XI.61) к следующим неравенствам на Т%: 

< c 5 r ^ V ° (А + £ II г, И ) , (1.62) 
j=o ] 

1 

< c 6 ^ ( 4 + ^ | h | | C 2 ^ ( G , 0 ) ) , (1.63) 
3 = 0 ' J 

где 1 <^ p <^ 2, 0 <; u. + v < А,р при p 1, 2 имеет выражение (1.7), 
сь, с6 не зависят от t ЕЕ (0, 1], г и функции и. 

Так как множество Gl \ Т% удалено от оси z на расстояние г 0 0, то из 
(1.60), (1.61) и лемм 1.3 и 1.2 вытекает справедливость неравенств (1.62), 
(1.63) и на Gl \ Т\, т. е. в конечном счете на Gl (при этом, возможно, только 
потребуется увеличить постоянные сь и cQ). 

Произведя обратное отображение Gl на Gl

0 равномерным растяжением 
(фактически сжатием) с коэффициентом растяжения, равным t, на основании 
1.62), (1.63) приходим к следующим неравенствам на G[, £ ЕЕ (0, 1]: 

i 
< c r f ^ r V * (А + £ (h ||с8 я (àM), (1.64) 

j=o * 3 

1 

< c / « - p ( ^ + ^ i | h f | C 2 i , ( o , 0 ) ) , (1.65) 
j = 0 ' 3 

где p, |x, v, %q, с& с6 те же, что и в (1.62), (1.63), а значение г в (1.64), отвечаю­
щее текущей точке на Gl, естественно в t раз (0 <^ t ^ 1) отличается от зна­
чения г в (1.62) для соответствующей ей точки на Gj- Из (1.64), (1.65) в силу 
(1.58) следуют неравенства (1.55), (1.56) на К0. 

Неравенства (1.55), (1.56) справедливы и на более широкой области 
/ £ > о / 2 з к.о^ в о о б щ е говоря, с другими постоянными сг, с2, что вытекает из 
проведенного доказательства, если с самого начала величины р 0, 0 О , JLI0 
заменить соответственно на р 0 + M V 2 , 6 0 + fx0/2, u.0/2. Из неравенств (1.55), 
(1.56) на Ä>°/2 (при соответствующих постоянных cv с2) и леммы 1.2 непо-
редственно следует (1.57). Теорема 1.4 доказана. 

Т е о р е м а 1.5. Пусть выполнены условия теоремы 1.4, причем а = 1, 
т] ЕЕ С 2 д (Оод)» Г®Е ÖQ\ = O Q 0 U aï° — плоская часть границы шарово­
го сектора К (р0, 1, 6 0, |х0), ц — граничные значения решенця и за-

dx^~vdy^dzv 

dz* 

dxP-^dyVdz* 

дри 
dz? 



дачи (1.37). Тогда для решения задачи (1.37) справедливы на шаровом секторе 
К0 = К (р0, 1, 0О, 0) неравенства 

д Р и < c l P ^ ( A + | | t j | | ^ ) , 
2 » л 0,1 dxp-^'vdy^dzv 

dqu 
d x q - m - n d y m d n 

где p ^ 2, 3 <^ q <^ 4, 0 ̂  \i + v ̂  р, 0^m-\-n^qfx — расстояние 
от текущей точки области К0 до сг̂ д — Оо U a î > cv С2 — постоянные, 
не зависящие от р, т и функции и. 

Доказательство теоремы 1.5, опирающееся на леммы 1.3 и 1.2, аналогично 
доказательству теоремы 1.4. 

Т е о р е м а 1.6. Пусть S (р0, 0О, и.0) = {(x, у, z) : 0 < р < р 0 + 
+ И-о» 0 < Ф < 2 я> 0 < 0 < е о + V>o\ Тогда, если р 0 > 0, 0О > 0, \i0 > 0 t 

Öo + И-о <С я, причем d M и на решение и задачи (1.37) удовлетворяет 
неравенству (1.54), то для решения задачи (1.37) справедливо [на S0 ^ 
= S (ро, 0о» 0) неравенство 

dqu 

ДХ<1-гп-пдутдп 

где 1<^#<^4 , 0 <^т -\- n q, с — постоянная, не зависящая от р и функ­
ции и. 

Теорема 1.6 следует непосредственно из (1.54) и леммы 1.2. 
З а м е ч а н и е 1.1. Требование (1.54), фигурирующее в теоремах 1.4— 

1.6, при условиях задачи (1.37) заведомо выполнено для некоторого Я 0 ЕЕ 
ЕЕ (0, 1], если точка (0, 0, 0) совпадает с вершиной многогранника М. Этот 
вопрос рассматривается подробнее в § 3 (см. оценку (3.7)). 

Пусть а у> 0, Ъ ^> 0, с ^> 0, \i > 0, Vj, j — 1, 2, . . . , 6,— параметры, 
принимающие значения 0 или 1, 

Ï= R (а, Ъ, с, \х) = {(x, у, z) : — ил^ < x < а + \iv2, —- \iv3 < у < 
< Ъ + |iv 4, — \ivъ < z < с + (iv6> 

— прямоугольный параллелепипед, yv — его граница, YÏ, . . . , Ye — замк­
нутые грани (т. е. включая ребра) параллелепипеда расположенные 
соответственно в плоскостях x = — u/vl7 ж = а 4- М̂ г» У = — Н̂ з» У = & + 
+ fAV 4 , z = — u .v 5 , z = с + [ iV 6 , 

Т е о р е м а 1.7. Допустим, что при некотором \ 1 0 ^ > 0 и некоторых 
vj, j = 1, . . 6, i 

Тогда решение и задачи (1.37) удовлетворяет на R° = JR (а, 6, с,[0) неравенству 

| S | + | 0 | + |S |<^ i (max |B |+ £ № 2 ^ о > ) ' ( ! - 6 6 > 

где (Г] — граничные значения и, сх — постоянная, не зависящая от и. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если v7- = I,1 / = 1, . . . , 6, то Я0 а №° и 

неравенство (1.66) вытекает непосредственно из леммы 1.2. Если v7- ;= 0,. 
/ t= 1, •.. • , 6, то R°совпадает сМ и неравенство (1.66) является следствием 
теоремы 3.1|[1]. 
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Пусть О<С S v i < C 6 и Для определенности v 5 = 1. Пусть также yib =-
3=1 

= Ï59 П i *= 1» 2, 3, 4,— стороны грани Зададим на грани] ^ 
функцию г]5 следующим образом. Сначала определим rj5 на сторонах у ^ 5 , 
i = 1, 2, 3, 4, грани 75°. Априори могут быть три случая: a) yib целиком рас­
положена на Г (Г — граница многогранника М), б) yib не имеет общих точек 
с Г, в) у yt5 один или два конца лежат на Г, а остальные точки yib расположены 
внутри М. В случае а) г)б совпадает на yi5 с т] (г) — граничные значения и)г 

в случае б) и 5 = 0 на YÎS» в случае в) rj5 также непрерывна на уш причем на 
концах стороны yib, расположенных на Г, г)5 совпадает с г), на конце, лежа­
щем в М, если такой имеется, п 5 = 0, а внутри yib функция г]5 изменяется 
линейно. 

При —u-oVi < ж < а + u.0v2, — fx0v3 < у < 6 + (x0v4 

% (x, = | i 0 v l f у) + Л5 (а + | i o V 2 , 2/) + + 

+ (ЛБ (*, - u . 0 v 3 ) - % ( - | i o V l f - fioVs) Д + ^ + 4 ) ^ 
- 4 6 ( a + | i o V 2 , « - | i o V 8 ) ß + M V l + V 2 ) j b + ^ 0 ( v 3 + v 4 ) + 

+ (Т| 6 (X, & + U, 0 V 4 ) - T]5 ( - [ l 0 V i , 6 + (X0V4) g ! ^ ^ ( v ' + v a ) ~~ 
& + Ич> ( v s + v 4 ) ' 

Нетрудно убедиться, что r)5 ЕЕ С 2 д (-у^0), причем 

где с2 не зависит от функции в. 
Аналогично строятся функции r\t на $ в , i : vt = 1 , удовлетворяющие 

неравенству 

lh i l l c 1 ( Л<«..2 l h l l c х ( / о . , (i.67> 

где с3 не зависит от и. Наконец, 

г\, = т) на 7 : v, = 0. ( 1 . 6 8 ) 

Рассмотрим задачу Дирихле 
Au = 0 на у = Ч к на $\ к = 1 , . . . , 6 . (1.69> 

По построению граничные значения и непрерывны на у^° и в силу (1.67).. 
(1.68) по теореме 3 . 1 [ 1 ] на № 0 Л° выполняется неравенство 

— I 4 -

d2v 
\ + Ш < С \ Т > ^ \ \ , , , у (1.70) 

^2,V^ Tj j : v ? - = 0 r ' 
дг/2 

где с4 не зависит от и. Пусть 
Aw = 0 на R»<, w = fj на (1.71) 

причем 
fi = 0 на / : v 7 . = 0, (1.72) 

г\ 1= и — v на i : Vf Î= 1. (1.73) 
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Согласно (1.67)—(1.69), (1.71)—(1.73) и принципа максимума 
т а х | и > | < ( т а х | и | + (1 + с3) V || „ ) . (1.74) 

Очевидно, также 
и = w + и на № з до. (1.75) 

В силу (1.72) функцию w можно продолжить гармонически (нечетно) 
через грани у^, j : vj = 0, и продолжения этих граней так, что замкнутая 
область Я0 окажется строго внутри области гармоничности продолженной 
функции w. Отсюда, из (1.74) и леммы 1.2 вытекает на i?° неравенство 

д2т 
дх* + 

д2ги 
ду2 

d2w < * 6 ( т а х | в | + V , ) , (1.76) 

где съ не зависит от и. На основании (1.70), (1.75), (1.76) на Л° справедливо 
(1.66). Теорема 1.7 доказана. Установим еще одну оценку для смешанных 
вторых производных решения задачи (1.37). 

Л е м м а 1.4. Пусть выполнены условия теоремы 1.4. Тогда на шаровом 
секторе К0 К ( р 0 , а , 60, 0) справедливо неравенство 

д2и 
дх dz + ду dz Но, 

J = 0 са,ь<°Р 
(1.77) 

где г) — граничные значения решения и задачи (1.37), г = j/^r2 + z/2, с4 — 
постоянная, не зависящая от p, г и функции и. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (1.56) было установлено при до­
казательстве теоремы 1.4 на шаровом секторе iü>o/2 Z) К0. Во всех точках 
шарового сектора К0, для которых выполняется условие 

-~2 I ФI > M I N {Vo, «л, |Хо/ро}/100, (1.78) 

неравенство (1.77) вытекает из неравенства (1.56) на & ^ 2 , где p = 1, и с 
учетом гармоничности du/dz на /£м*/2 из леммы 1.2 при (х = 1. В точках 
шарового сектора в которых условие (1.78) нарушено, т. е. эти точки 
расположены к одному из плоских кусков границы сектора К0 значительно 
ближе, чем к ребру и вершине, неравенство (1.77) доказывается, как для 
производных ди/дх и dvldy гармонической функции и == du/dz, с учетом (1.56) 
на iü>o/2 П р И р - 1 и с применением леммы 1.3 при к .= 1 совершенно 
аналогично неравенству (1.14). 

Л е м м а 1.5. При условиях теоремы 1.4 выполняется неравенство 

sup (р 2 д2и 
d p 2 , + 

д2и 
ду2 е2 

ае 2 о о . (1.79) 

где и — решение задачи (1.37). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Принимая во внимание, что 

д 
д9 

д д д 
sin 9 cos ф + sin 0 sin ф — + cos 6 дх 

-ц = — р sin 0 s in ф - А + р sin 0 cos ф ~ , дх 

р cos 0 cos ф -f- Р cos 0 sin ф — р sin 0 - д 

и опираясь на оценки (1.55), (1.56), (1.77), легко приходим к неравенству 
{1.78). 
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§ 2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим на прямоугольном параллелепипеде 
R = {(s, у, z) : 0 < x < ах, 0 < у < а2, 0 < z < а 3} 

задачу Дирихле 
Дм = 0 на Д, гг = х н а T» 

где х — заданная функция на границе у параллелепипеда Я. Построим 
кубическую сетку плоскостями x, у, z г= 0, h, 2 h, . . . , h > 0. Предполо­
жим, что аг/А, i = 1 , 2, 3,— целые. Пусть Я^ (yh) — множество узлов сетки,, 
расположенных на R (на 7 ) . Аппроксимируем дифференциальную задачу 
(2.1) разностной: 

Ahuh — О на Rh, uh х на у л , (2.2)« 
где 

A^u (s, i/, z) = (и(х + h, у, z) + и (x — h, у, z) + и (x, у 4- h, z) + 

4- и (x, у — h, z) + и (%i У, z + h) + и (x, у, z — h) — 6 и (x, у, z))/h2. 

Л е м м а 2 .1 . Если решение и задачи (2.1) непрерывно на Я, причем 

sup 
R 

то 
дх* I ду2 +|-S-|)==5e<+°°' <2-3> 

max J uh — и I <^ cB0h2 In h 1, 0 < A V2» 
где мл — решение задачи (2.2), с— постоянная, не зависящая от В0 и 

Доказательство леммы 2.1 аналогично доказательству теоремы 5.1 [ 1 L 
Пусть 0 < г* < г 0, 0 < а < 2, Я > О, 

Г* = {(г, Ф , z) : гт < г < г 0, I Ф | < ал/2, 0 < z < Я}, 

7 * — граница области Г*. Рассмотрим задачу Дирихле 
Au *= 0 на Г*, u — х н а 7*» (2-4)> 

где х — заданная на у* функция. 
Предположим, что h 0, ß 0, причем Я/А > 2, ая/ß > 2, Л7* >= 

= (In (ro/r^))/ß > 2— целые, h/2 < ß r 0 ^ fe. Построим на Г* сетку в цилиндри­
ческой системе координат, образуемую пересечениями плоскостей семейства 
z := Zk — kh, к î = 0, 1 , . . . , Я/fe, плоскостей семейства ф J = фГЛ — ал/2 + 
+ wiß, 771 у= 0, 1 , . . . , ал/ß, и цилиндрических поверхностей семейства* 
г = г п г 0 exp { — /iß}, n = 0, 1 , . . . , iV*. Пусть Г* (у*) — множество* 
узлов построенной сетки на Г* (на у*). Дифференциальной задаче (2.4)> 
поставим в соответствие разностную задачу 

Ahuh = 0 на Г*, иЛ = х н а Y*» ( 2 - 5 > 
где 

д „ /г г п , , 4 __ Ц(ге~ р, ф, г ) - 2 ц (г, ф, z) + Ц(ге р,ф, г) , аЛгг (г, ф, z) = ĵ jp f-

, и (г, Ф — я) — 2м (г, ф t g) -f и (г, ф + g) , 

-f Ц ( Г ' ф* s —ft) — 2 ц ( г , ф , z) + ^(^, ф, z + )̂ ^ ^2.6) 
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Л е м м а 2.2.. Если решение и задачи (2.4) непрерывно на Г*, причем 

sup ((г dz* + 1 ф г | ) ( - 2 — | Ф | ) + дф2 

+ г 
di t 

I F 

р=2 
(2.7) 

7710 

max I wh — и I с5А 2 In A \ 0 < A <; V2» 
acte u^ — решение задачи (2.5), с — постоянная, не зависящая от В, h и г^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о J С учетом того, что функция и непрерывна на 
Т * и удовлетворяет условию (2.7), а оператор Лапласа в цилиндрической 
системе координат имеет выражение А = д21дг2 + д/гдг + д2/г2д(р2 + 
+ d2/dz2, из формулы Тейлора следует неравенство 

1 ^ К ^ 7 ( ^ р н а ^ <2.8) 

где q не зависит от В, ß, А и г* (А/2 <^ ßr0 <; А). 
Рассмотрим на Т* — Г* (J 7* функцию 

— — |q>|<vß, 
.•pv (г, ф, z) = ß(^-M), 

ал I ф-| > vß. 
Очевидно, 

z;v > 0 на Т*, 
A ^ v < - ôVr2 на Г*, 

(2,9) 

(2.10) 
(2.11) 

где ô v — 0 при ал/2 — | ф | Ф vß, ôv = 1 при ал/2 — I Ф I — 
Из (2.5), (2.8)—(2.11) по теореме сравнения (см. [26, гл. III, § 3]) имеем 

на Т\ 
[ait/2ß] v 

I U h _ и J ̂  ClB YJ -$r ' 
v=l 

e.1 

[ая/2Р] 

max j u h — и J < c ^ ß 2 V — <cA 2 lnA" 1 , 0<Ä<7 f t f 

v=i 

(2.12) 

где с не зависит от В, А и г*. Лемма 2.2 доказана. 
Пусть 0 < р* < ро, 0 < а < 2, 0 < 0* < 6 0 < я/2, 

К* t(r, Ф, в) : р . < р < р 0, I Ф | < ал/2, % < в < 6 0}, 

о* — граница области Z* . Рассмотрим задачу Дирихле 
Au = 0 на К*, и =̂ % на о*, 

где х — заданная ца а* функция. 
Предположим, что ß > 0, причем ая/ß 2, А^ == (In (p0/p*))/ß > 2, 

-N2 ï = (In (90/9*))/ß > 2 целые. Построим на 2£* сетку в сферической системе 
координат, образуемую пересечениями сфер семейства р = р к = р 0 exp {— Aß}, 
к Î=0, 1, .«. . , Nf, плоскостей семейства ф =̂ ф т = — ая/2 -f 77iß, m = 
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*=Ю, 1, . . . , ося/ß, и конических поверхностей 1 семейства 0 ;= 0П = 
— 0О exp { — rcß}, n ï=О, 1, . . . , N2. Пусть Kh (ah) — множество узлов 
построенной сетки на К* (на а*). Дифференциальную задачу (2.12) аппрок. 
симируем разностной: 

Ahuh — 0 на Кп, uh = х на а*, (2.13) 
«где 1 

( l - - f - ) и ( p e -ß , Ф, в) - 2и (р, ф, 9) + ( l + 4") » (P* ß , Ф , в) 

Л Л В (Р, ф, 6) = ^ LI _ V и + 

(1 — х)ц(р, ф, 9e~ ß) — 2 м ( р , ф, 6) + (1 + х)м(р, ф, 

• ц(р, Ф — ß, 6) — 2и(р ? ф, 9) + м(р, ф + ß, 9) 
P 2 ß 2 s i n 2 9 ' V ^ - 1 4 ; 

x = ß (e ctg e — i)/2. 

Л е м м а 2.3. Если решение и задачи (2.13) непрерывно на К*, причем 
4 

fno 

• я И ' | - £ 1 + Е " ( т - М М ! # | ) + 

q = 2 

max I и л — и | < с£ *ß 2 In ß"\ 0 < ß < 1/2, 

где uh — решение задачи (2.13), с — постоянная, не зависящая от В*, ß, р^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С учетом того, что функция и непрерывна на 
Ж* и удовлетворяет условию (2.15),' а оператор Лапласа в сферической 
системе координат имеет выражение 

А Ä <Э2/др2 + 2<Э/р<9р + (дУдв2 + ctg Qd/dQ + д2 /sin2 0<9ф2)/р2, 

из формулы Тейлора следует неравенство 

\Ь„и\^с*В* е у М ш г / Г _ | ф | ) а н а ^ , 

где с* не зависит от 5*, ß, р# и 0*. Введя в рассмотрение функцию, анало­
гичную (2.9), зависящую только от ф, совершенно так же, как и в предыдущем 
случае, завершаем доказательство леммы 2.3. 
/ З а м е ч а н и е 2.1. Существование и единственность решений разност­
ных задач (2.2), (2.5) и (2.13) вытекает из принципа максимума (см. [26]). 

Для обоснования разностного метода решения задачи (1.37), который 
рассматривается в § 3, кроме установленных выше лемм 2.1—2.3, потребуется 
ещё несколько вспомогательных лемм.! 

* Хотя при построении сферической сетки основную роль]играет параметр ß — шаг по ф, 
номы сохраним всюду,'как и в случае цилиндрической сетки, у разностного оператора 
Ah, разностных функций, сеток и т. д. индекс h, так как ниже в § 3 параметр ß зависит 
ют универсального параметра h. 
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Пусть Po > О, О < а < 2, О < 9* < 9 0 < я/2, а0 > О — фиксированные-
числа, ß > 0 — переменный параметр, причем iV^ = ая/ß > 2, iV2 = 
= (In (eo/e«))/ß > 2 целые, 

W = [max {2, - | - In ß- 1}] , (2.1 6> 

[ ] — знак целой части, pfc == p 0 exp {—Aß}, cpm s= — ал/2 + reiß» 
9 n = 9 0 exp {— reß}, 

#л = {(pk, фт, 9n) : 0 < Ä < ЛГ, 0 < m < tflf 0 < re < iV2}, 
°ift = {(Po» фт, 9n) : 0 < те < Л-!, 0 < re < JV2}, 
c'a/. = {(-Рлг, ф т , 9n) : 0 < щ < TVi, 0 < re < iV2}, 
<7зь = {(pk, - ая/2, 9n) : 0 < к < N, 0 < re < N2}, 

oih = {(pk, ая/2, en) : 0 < ft < N, 0 < re < iV2>, 
<rBh = {(pk, Фт, e„) : 0 < к < N, 0 < m < iVJ, 
O b = {(p», фт, в,) : 0 < к < N, 0 < /re < JV-J, 

6 _ 

Oh = U °"jh> ЛГл = %h U offt-

Пусть также 8t > 0, i = 0, 1, . . . , 4, Ô0 < p0/2, ô x + ô 2 < 9 0 — 9*,. 
+ Ô 4 <Сая, v,, p = 1, 2, q s= 3, 4, 5, 6 принимают значения 0 или 1» 

причем 
v4

2 > vj, vï vî *= 1, min vg

x = 0, (2.17> 
3 < < 2 < 6 

°}n = {(p, Ф, 9) Œ <x̂  : p < p 0 — ô 0, 9* + ô x < 9 < 9 0 — ô 2), 

<*lh = {(p, Ф, 9) Œ 6 f c / l : p < po — ôo, ô 3 <C ф <C ô4| , 

tfmh = С Г т Л \ a m/i , 

7 = 3, 4, /с = 5, 6, m = 3, 4, 5, 6, 

={ (Р ,Ф , 6 )ЕА Л : P < P o - ô , v * ô - - ^ < 9 < 

< ^ - v 2 A 9 * + o < 9 < 9 0 - o } . 

Рассмотрим разностную краевую задачу 
= 0 на Kh, wh = %jh на ojh, j = 1, . . . , 6, (2.18> 

Г Д е Xifc = 1 на a l h , х2л = 0 на a 2 h , Xah — на а£Л, g = 3, 4, 5, 6, p = 1, 2+ 
ДЛ имеет выражение (2.14). 

Л е м м а 2.4. Для любого положительного 
ô < min {Ô0, po (1 - e~*% 9 0 - 9*, ал}/2 (2.19> 

найдутся такие числа ß0~^> 0 и \i0l 0 <С [iQ <^ I, что при любом допустимом 1 

ß ^ ßo выполняется неравенство 
max wh <^ | i 0 , (2.20)̂  

h 

где wh — решение системы (2.18). 
1 Т. е. когда введенные выше N± > 2, iV2 ^ 2 целые. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть = р0 ехр {— тал}, т — минимальное 
натуральное число, при котором р0 — p* ^> 2ô0, 

К * = {(р, Ф , 0) : p* < р < р0, I Ф | < ая/2, 0* < в < 0О}, 

о* — граница области К*, б*, of, . . . , of — части границы а *, распо­
ложенные соответственно на координатных поверхностях p = р0, р = р*, 
Ф = — ая/2, ф = ая/2, в = 9 0, 9 = 0*. 

Рассмотрим краевую задачу 
Ду = 0 на Z* , v = х* на of, / = 1, . . . , 6, (2.21) 

аде x* = U it = 1; 
Xf (p, 0) = 1 - (1 - v\) ^ (p) 4><0 (p) (0) я|>12 (0), 
ЭС? (Pi ф) = 1 ~ (! ~ V£) ^* (P) % 3 (P) Ф*4 (ф) (ф), 

Ф* (P) = Ф ((P — P*)/Ô*), 
%o (p) = Ф ((Po — vï6 0 — p)/ô*), 

%2 (6) = If ((60 - V?ô2 - 0)/ô*), 

% з (p) = t ((Po — ôo — р)/в*), 
% 4 (ф) = Ф ((ф + ая/2 — ô3)/ô*), 
%s (ф) = Ф ((ая/2 — ô 4 — Ф)/0*), 

где" г — 3, 4, & = 5, 6, г|) — функция (1.16), 
8* = min {ô, ая — ô 3 — ô4, 0О — 0* — ô x — ô2, р 0 — P* — ô0}/4. 

При заданных функциях xf» / — 1, . . . , 6, решение и задачи (2.21) 
бесконечно дифференцируемо на замкнутой области Ж*. Действительно, 
функция v = 1 — v непрерывна на X*, гармонична на равна нулю на 
а* и а*, граничные значения функции v на б*, g = 3, 4, 5, 6, бесконечно диф­
ференцируемы, a их носители расположены строго внутри каждого из кусков 
б*. Поэтому функция v может быть гармонически продолжена из К* через of 
л б* по известным формулам 

^ , Ф , 6 ) , p 0 < p < ^ L , 
P Р* 

»(р | ф | в) = - - ^ . 9 ( А 1 ф в в ) , Л . < р ^ р ^ 

а затем нечетно (с сохранением гармоничности) через плоскости ф — + OLJII2 
вблизи линий пересечения этих плоскостей с коническими поверхностями 

,0 = 0О, 0 = 0^, что с учетом бесконечной дифференцируемое™ и финитности 
граничных значений функции г? на aj, q = 3, 4, 5, 6, гарантирует бесконеч­
ную дифференцируемосты; на К* (см. [21, 22]), а следовательно, и функции у. 

Предположим, что р 0 ехр { — Лф} р*, где N имеет.выражение (2.16), 
и рассмотрим вспомогательную разностную задачу 

Ahvh = 0 на Z*, vh = х* на e*hr j = 1, . . . , 6, (2.22^ 

где Kt — К* f] Ä^, a*h = a* f | Z^. Обозначим 
#* 0 ~ {(р,ф,6) : p* + ô < p < р 0 — ô, V3Ô — ая/2 < ф < ая/2 — v^ô, 

0* + Ô < 0 < 0 o - Ô } , 
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К? = К** П Khf ol^\J o% Kt = KhÇ] K*. 

В силу (2.17), (2.19), (2.21) 

supi; = j i i < l , (2.23) 
K*à 

где v — решение задачи (2.21). Так как это решение бесконечно дифферен­
цируемо на £"*, то из (2.19), (2.23) и леммы 2.3 следует существование тако­
го ß 0 ^> 0, что при любом допустимом ß ^ ß 0 имеем Kt6 ф ф, причем 

max vh < |Л0 < 1 • (2.24) 
к!6 

Kh 

Пусть v — целочисленный параметр, 0 ^ v ^ N = N — [iV*/2], где 
N имеет выражение (2.16), N * (In (p0/p^))/ß— тал/ß, [ ] -—знак целой 
части, причем N > N * , 

Kl = {(р , Ф , 6) ЕЕ Kh: ( р ^ ф, 6) ЕЕ Kt}, 

Klô - {(р , ф, 0) ЕЕ ÜTh: (ре*>, Ф, 0) G (2.25> 

aX - {(p, Ф, Q)ŒKl: (p*vß, ф, 0) G a£} U П 

vi (p, ф, 6) = У/i (pevß, ф, 6) на Kt 

чевидно, при ß <; ß 0, где ß 0 указано при доказательстве неравен­
ства (2.24), 

Я* С IJ KT. (2.26> 
V=0 

Кроме того, по построению 
Wh < vi на at 0 < у < Ж (2.27> 

В частности, например, при v < ; N —- iV* на ol f] Kh согласно (2.21), 
(2.22), (2.25) vi = 1, а в силу (2.18) < 1, и при v > ЛГ — ЛГ* на o2h С ol 
согласно (2.18) wh = %2h = 0, а в силу (2.21), (2.22), (2.25) i£ > 0. 

Из (2.27) по принципу максимума получаем 

wh < vi на XL 0 < v < N. 

Отсюда и из (2.24), (2.25) имеем при ß ^ ß 0 

max wh < шах vi. < max vh < | i 0 < 1, 
vô v ô *ô 

£ h Kh Kh 

где 0 <; v <^ N, что с учетом (2.26) приводит к утверждению леммы 2.4,, 
в частности, к неравенству (2.20). 

З а м е ч а н и е 2.2. Лемма 2.4 устанавливает для разностного решения 
задачи (2.18) при достаточно малом ß аналог известного свойства гармони­
ческой функции, состоящего в том, что если граничные значения гармони­
ческой функции на некоторой части границы равны нулю, а на остальной 
части границы равны единице, то на любой подобласти, расположенной 
на положительном расстоянии от участка границы, где граничные значения: 
равны единице, гармоническая функция ограничена сверху постоянной* 
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1 

^которая строго меньше единицы и, вообще говоря, зависит от выбора под­
области (ß 0 тоже зависит от подобласти). Следующие леммы 2.5—2.7 уста­
навливают аналогичное свойство разностного решения еще для трех стан­
дартных задач. 

Рассмотрим разностную краевую задачу (2.18) при следующих допол­
нительных условиях: 

N2 = [max J2, - A - In ß"1}] , (2.28) 

тде b0^> 0 фиксировано, N2 + 1 — число слоев сетк" по 9, т. е. 0* = 
= 0О ехр {- iV2ß), 

l j h = 1 на Ojh, j = 1, 5, 
1Ш = 0 на аш к = 2, 3, 4, 6. ( 2 - 2 9 ) 

Пусть *= {(р, ф, 0) ЕЕ Kh: р < р 0 - в, 0 < 0о - 6). 
Л е м м а 2.5. Для любого положительного ô <С min {ро,0о}/2 при до­

полнительных условиях (2.28), (2.29) найдутся такие числа ß 0 ]> 0 и и.0, 
Ю < fXo < 1, ^^го тг/?и любом допустимом ß <^ ß 0 выполняется неравенство 

m a x ^ < [ i 0 , 

•где Wh — решение системы (2.18). 
Вернемся теперь к задаче (2.5) на цилиндрической сетке, сделав допол­

нительное предположение о том, что 

N* = [ m a x { 2 , - | - l n ß - i } ] , (2.30) 

где с0 у> 0 фиксировано, N% + 1 — число слоев сетки по г, т. е. г% = 
= г 0ехр {— A^ß}. Пусть 

Vo* = {(r»<P»z) e Y*: I Ф I = ал/2} (J {(г,ф,г) e Y*-' Г — 
Yi* = Y* \ Тол. 
T f = {(г,ф,г) Œ Г*: г < го - ô, ô < z < H - ô}, 

X = 0 на Y*/» ЗС = 1 на yfh. (2.31) 

Л е м м а 2.6. Для любого положительного ô < min {r0lH}/2 при усло­
виях (2.30), (2.31) найдутся такие числа h0 > 0 и р,0» 0 <^ \х0 <^ 1, что тг/щ 
любых допустимых, h <^ h0 и $ выполняется неравенство 

max и л < |я0, 

где и л — решение задачи (2.5). 
Наконец, еще раз рассмотрим разностную задачу (2.2) на кубической 

сетке. Пусть Y/> 7 ~ 1» • • •» 6,— грани параллелепипеда i?, введенного 
в начале § 2, без границы (без ребер), пронумерованные в произвольном 
порядке, yjh i = Yy П Y/i« Пусть также Yy — некоторые замкнутые прямоуголь­
ники с произвольной ориентацией, расположенные соответственно внутри 
граней Y л Y^ = Yi П YJT» Yjfc = Yj/i \ Y;^ / = 1, • • 6, vp

q принимают 
значения 0 или 1, p = 1, 2, q = 1, 2, . . ., 6, Vg > vj, 

min = 0, (2.32) 

x = на yp

qh, p = 1, 2, g = 1, 2, . . . . 6, (2.33) 
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Y* = (J Yj, Q CI Л — некоторая подобласть, расположенная на положи-

тельном расстоянии от Y*? &h Rh П ^-
Л е м м а 2.7. Дри условиях (2.32), (2.33) существуют такие числа 

h0 ^> 0 гг |х0? О <^ u.0 <^ 1, что при любом допустимом h <^ А0 решение за­
дачи (2.2) удовлетворяет неравенству 

max и л < п.0. 

Доказательства лемм 2.5, 2.6, проводящиеся по той же схеме, что к 
доказательство леммы 2.4, с дополнительным привлечением теорем 1.4,. 
1.3 и лемм 2.3,2.2, достаточно громоздкие, которые для краткости опустим. 
Доказательство леммы 2.7, опирающееся на теорему 3.1 [1] и лемму 2.1 у 

аналогично доказательствам теоремы 1.2 [5] и леммы 2.4. 

§ 3. МЕТОД СОСТАВНЫХ СЕТОК НА МНОГОГРАННИКЕ 

Пусть M — открытый многогранник с границей Г, удовлетворяющий 
сформулированным выше требованиям в связи с задачей (1.37), Рк, к 1, 
2, . . ., Nv— его вершины, Lmi m 1, 2, . . ., N2J — его ребра, пронуме­
рованные в произвольном порядке. Обозначим через SP множество всех 
вершин многогранника M, за исключением тех, которые являются вершинами 
выпуклых трехгранных прямых углов. Через X обозначим множество всех 
ребер многогранника M, не являющихся ребрами выпуклых двугранных 
прямых углов. 

Зададим конечное покрытие многогранника M шаровыми секторамиг 

цилиндрическими секторами и прямоугольными параллелепипедами сле­
дующим образом. 

В окрестности каждой вершины Рк ЕЕ 9* строим шаровой сектор Sk — 
•= S (Рк, рок) — односвязное открытое множество точек, удаленных от 
вершины Рк на расстояние, меньшее, чем рок >̂ 0, в предположении, что-
боковая поверхность шарового сектора S (Рк1 polî + ô 0), где ô 0 > 0 — не­
которое |число, и соответственно сектора Sk является конической поверх­
ностью, целиком расположенной на Г, причем Sk CZ S (Рк, Рок + ôo) С М~ 

Вблизи каждого ребра Lm ЕЕ X строим цилиндрический сектор Тт = 
= Т (гош, Нш) —• односвязное открытое множество точек многогранника Mг 

удаленных от Lm на расстояние, меньшее, чем гт0 >̂ 0, ограниченное не­
которыми двумя плоскостями, ортогональными ребру L m , расстояние между 
которыми равно Нт, и двумя гранями многогранника М, пересекающимися^ 
по ребру Lm. Граница цилиндрического сектора Тт имеет общие точки 
только с двумя гранями многогранника M и удалена от всех вершин много­
гранника на положительное расстояние. Предполагается, что построенный 
по этому же правилу некоторый цилиндрический сектор Тт при замена 
Гот и Нт соответственно на rom + ô 0 и Нш + ô 0, где ô 0 > 0, содержит в. 
себе Тт П М. 

Построим, кроме того, конечное множество Л открытых прямоуголь­
ных параллелепипедов Rm n = 1, 2, . . ., N, обладающих тремя свойствами: 

a) Rn CZ Mj ориентация прямоугольного параллелепипеда Rn, вообще 
говоря, произвольная, соотношение его сторон (длин ребер) рациональное; 
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б) множество внутренних точек каждой грани параллелепипеда (т. е. 
>без ее границы) либо целиком лежит на некоторой грани многогранника М, 
либо целиком расположено в М\ 

в) существует открытый прямоугольный параллелепипед R n CI M, об­
ладающий свойством б) и содержащий в себе Я п f] M, причем грани у 
Лп ориентированы так же, как у R n . 

Потребуем выполнения следующих двух глобальных условий. 

1 - ( U 5 k ) U ( . U тт)1)( U л„) = м. 
к:Рк<=£° m:Lm&$ n = i 

2 . Пусть ук — граница сферического сектора Sk, ftm — граница цилин­
дрического сектора Тт, оп — граница прямоугольного параллелепипеда R n . 
Существует такая постоянная к0 ^> О, что всякая точка 

Р е м п ( ( U V k ) U ( U < U U ( U ° « ) 

попадает внутрь, по крайней мере, одной из фигур Skp, кр: Ркр ЕЕ д0, или 
Ттр, тр: L m p 6Е' X, или R n p 1 1 пр <^ N, зависящей от Р, причем расстоя­
ние от Р соответственно до M f] укр или до M f] 'дтр или до M f] оПр не 
меньше, чем х 0 . * 

В дальнейшем будем предполагать, что сделанные предположения вы­
полнены, величину %0 будем называть глубиной склейки фигур Sk (k : Рк ЕЕ 
€Е S5), Тт (m : L m Œ X) и R n (1 <; n <^ N), образующих конечное покры­
тие многогранника М. На практике желательно выбирать такое покрытие 
многогранника М, при котором глубина склейки х 0 не мала. 

Введем параметр h > 0. Зададим на каждом замкнутом прямоугольном 
параллелепипеде Л п , n =̂ 1, 2 , . . ., N, кубическую сетку с максимально 
возможным шагом 

hn < min {A, min {aln, а2п, а3П}/2) , 
где ain — стороны параллелепипеда R n , причем так, чтобы граница оп па­
раллелепипеда R n целиком лежала на плоскостях, образующих кубическую 
сетку. Пусть Rn, Rn, О о п и — множества узлов сетки, расположенных 
соответственно на R n \J a n , R n , M f] оп и Г f] a n . 

Построим на каждом замкнутом секторе Tm, m : Lm e X цилиндри­
ческую сетку, образованную семейством плоскостей, ортогональных ребру 
L m , с максимальным постоянным шагом h'm <^ min {A, Hml2) (в крайних 
двух плоскостях этого семейства расположены основания цилиндрического 
.сектора Г т ) , семейством плоскостей, проходящих через ребро Lm с постоян­
ным угловым шагом ß m ^ min {h'mlrQW, а т я / 2 ) , где а т л — величина вну­
треннего двугранного угла с ребром Ьш (в крайних двух плоскостях этого 
семейства расположены грани рассматриваемого двугранного угла), и се­
мейства цилиндрических поверхностей радиусов 

r = rim = r0m ехр {— iß m }, i = 0, 1, . . ., Nm, 
где 

Nm = [max { 2 , 2ß~Xi In Г 1 } ] , (3.1) 
Km = niin {1, l / a m — s}, ( 3 . 2 ) 

.eŒ(0, l / a m ) фиксировано. Пусть Tm (соответственно dom) — множество 
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узлов построенной цилиндрической сетки, расположенных в Тт (соответ­
ственно на Mf]ûm) на расстоянии, превышающем ^ivmm, от ребра Lm; — 
множество узлов сетки на Г f] ûm; — множество узлов в Тт, удаленных: 
от ребра Ь т на расстояние r N w m , Tm=Tm{J ^ т (j fljl

m (J fl£m. 
Вопрос о построении сетки на замкнутом шаровом секторе Sk, к : Рк ЕЕ SPr 

требует более детального рассмотрения. Обозначим через Qk — многоуголь­
ную область на единичной сфере с центром в точке Рк, вырезаемую мини­
мальным многогранным углом, содержащим шаровой сектор Sk. Сторонами 
многоугольника Qk являются дуги больших кругов рассматриваемой еди­
ничной сферы. Осуществим конечное покрытие сферического многоуголь­
ника Qk треугольниками и четырехугольниками следующим образом. Пусть 
0\, i J= 1, 2, . . ., ik,— вершины многоугольника Qfc, %\— его стороны,, 
соединяющие вершины 0\ и 0\+1 (0^ + 1 ~ Ol). 

Зададим в Qk треугольники CÙ\, i = 1, 2, . . ., ik, две стороны которых 
целиком лежат на ik"1 и т£, а третья сторона является дугой некоторой 
окружности, ортогональной сторонам xÇ1 и т£, вырезаемой на единичной 
сфере конической поверхностью с углом раствора при вершине в точке Ркг 

равного 20jfc, 0 < Э̂ 7с <^ я/2, и осью вращения, проходящей через точки 
Рк и 0\. Предполагается, что аналогичный [треугольник, третья сторона 
которого образуется дугой окружности, вырезаемой конической поверх­
ностью с углом раствора при] вершине, равного 20jfe + ô 0, где ô0^> 0 — 
некоторое число, принадлежит целиком Qk, к : Рк ЕЕ SP, i = 1, 2, . . ., ik. 

Кроме построенных треугольников разместим в сферическом многоуголь­
нике Qk конечное число tk четырехугольников г|^, t = 1, 2, . . ., tk. У г|)£г 

к : Рк ЕЕ SP, t = 1, 2, . . ., £ ь имеются две противоположные стороны, яв­
ляющиеся дугами двух больших кругов, лежащих в плоскостях Qk и Qky 

проходящих через точку Рк. Ориентация плоскостей Qk и Qk\ вообще го­
воря, произвольная. Две другие стороны четырехугольника являются 
дугами двух окружностей, вырезаемых на единичной сфере двумя кони­
ческими поверхностями с вершинами, расположенными в точке Рк, общей 
осью вращения, являющейся линией пересечения плоскостей Qk и Qkr 

и углами раствора 20jfc и 2в1к при вершинах, 0 < 0*/с < 0о/с <J я/2. При 
этом 

Kt 
1 i Ok /о о\ 
— In — _ рационально, ( 3 . 3 ) 

где актс ^> О — величина угла между плоскостями Ql

k и Qk\ в котором рас­
положен четырехугольник г|4, к : Рк ЕЕ SP, t 1, 2, . . ., tk. 

Каждая из двух противоположных сторон четырехугольника г|э£, обра-
зуемых|дугами больших кругов, либо целиком расположена строго внутри 
некоторой стороны многоугольника Qk, либо совсем не имеет общих точек 
с границей многоугольника Qk. Две другие стороны четырехугольника 
л|4 могут пересекаться с границей многоугольника Qk только концами, к: РкЕЕ 
Е З 5 , * = 1, 2, . . tk. 

Пусть ук — граница треугольника ^ — граница четырехугольника i |v 
Предполагается выполнение следующих двух условий для покрытия 

сферического многоугольника Qk (к : Рк ЕЕ SP): 
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i- (U 4)11(0 V*) = ß*-
2. Существует такая постоянная x 0 ? c ^> 0, называемая глубиной склейки 

фигур CÛJ:, î = 1, 2, . . ., £ = 1, 2, . . tK, что всякая точка 

P Œ Q , n ( ( U Yk)U(U &)) 
i==i /= i 

попадает внутрь, по крайней мере, одной из фигур CÖ£*\ 1 <J ip <^ или 
1 ^ ^ *ь зависящей от Р, причем расстояние от Р по дуге большого 

круга соответственно до Qk f) Y £ P или до Qk f] l[v не меньше, чем х о 7 с . 
Заданное конечное покрытие многоугольника QK на единичной сфере 

индуцирует соответствующее конечное покрытие шарового сектора Sk>. 
расположенного в многогранном угле многоугольника M при вершине Ркг 

«трехгранными» и «четырехгранными» шаровыми секторами <ofc\ t = 1 ,2 , . . . 
. . ., îfc, и £ = 1, 2, . . ., £fc, радиуса р о 7 с с общим центром (вершиной) 
проектирующимися из точки Рк соответственно на треугольники аук и че­
тырехугольники г|)£. 

Пусть 2(л — 0О?С) — максимальный угол раствора при вершине неко­
торого кругового конуса (или шарового сектора) конечной высоты, вершиной 
которого можно коснуться точки Рк ЕЕ SP так, чтобы этот конус не имел 
общих внутренних точек с многогранником M, X (0О/С) — минимальное по­
ложительное значение X, при котором 

Р% (cos е07с) = 0, 

где Р% (cos 6) — сферическая функция первого рода, вообще говоря, дроб­
ной степени Я, 

Xok = min {1 , X (0о7с) - 8} > 0, (3.4) 

e Œ (0, X (0о/с)) фиксировано г . Тогда (см. [27]) 
min Р* (cos 0) = тг > 0. (3.5) 

o<e<eo f e 

Поскольку шаровой сектор S (Pk, p o f e + ô0) можно поместить внутри неко­
торого кругового конуса раствора 20ок при вершине, совпадающей с точкой 
Рк, то в силу непрерывности на Г граничных значений решения и задачи 
(1.37) и непрерывной дифференцируемое™ граничных значений на каждой 
замкнутой грани и в силу (3.5) вытекает существование такой постоянной 
%, вообще говоря, зависящей от е, что на границе сектора S (Рк, рок + öoy 
выполняется неравенство 

f И — Kofc | < akPX^Phok (COS 0), (3.6> 

где иок значение и в точке Pk, р — расстояние] от точки Рк (р =. 
= У(х — xk)2+ (у — yk)2 + (z — zK)2, хъ ук, zK — координаты точки Рн), 0 — 
угол между лучом, выходящим из точки Рк в направлении текущей точки, 
и осью указанного выше конуса, в который погружен сектор S (Pk, pok + 
+ ô0). Поскольку функция, стоящая справа в (3.6) (см. [27]), а также» 
функция и — иок, непрерывна на S (Рк, polî + ô0) и гармонична на 

* Положительную оценку [снизу величины X (0о7с) можно получить исходя из интеграль­
ного представления сферической функции Р% (cosO) (см. [27, гл. V, § 27] и [9]). 
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S (Pki Рок + ôo)» т 0 н а основании ( 3 . 6 ) и принципа максимума 
I и - и о к I < АкрЬ* на S ( Р ь pofe + ô0), ( 3 . 7 ) 

где и — решение задачи ( 1 . 3 7 ) , и о к = и (Рк), Я о й — величина ( 3 . 4 ) Ак = 
= a jc max / \ 0 . (cos 0) — постоянная, не зависящая от р. 

o<e<0 o j £ 

Построим на замыкании каждого из шаровых секторов со̂ , i 1 , 2 , . . . 
. . ., и t — 1 , 2 , . . ., tk, сферическую сетку, аналогичную сетке, по­
строенной в задаче ( 2 . 1 3 ) . При этом конкретная сферическая система коор­
динат, в которой строится каждая сетка, определяется однозначно из усло­
вия того, что каждый из рассматриваемых секторов ограничен координат­
ными поверхностями. 

В шаровом секторе ык разбиваем двугранный угол, который в сок един­
ственный, плоскостями с постоянным максимально возможным угловым 
шагом 

ßfe < min {акп/2, h/pok sin 0 ^ } , ( 3 . 8 ) 

где акл — величина двугранного угла многогранника ikf, в котором непо­
средственно расположен шаровой сектор со£. Разбиение по р осуществляем 
семейством сфер с центрами в Рк радиусов 

ртк = Рок ехр {— mßl), m - 0 , 1 , . . , , Nl

k, ( 3 . 9 ) 
где 

( 3 . 1 0 ) max ( 2 , —5^—]n — \ , 

[ ] — знак целой части, Хок — величина ( 3 . 4 ) . 

Наконец, разбиение по 0 производим коническими поверхностями 

0 = 0nfc = Qlk ехр {— nßl), n = 0 , 1 , . . . , п ъ ( 3 . 1 1 ) 
где 

пк = max /2, , 2 . l n - M ( 3 . 1 2 ) 

XÎfc = min { 1 , 1/ait - e}, ( 3 . 1 3 ) 

e EE ( 0 , l/ak) фиксировано. 
•n- * i *i —hi 
Пусть 7^ — граница шарового сектора coft, ык — множество всех узлов 

сетки, построенной на о% (J Ук- Разобьем со£г на следующие подмножества: 
Tife - Г П й$г; 72/с — множество узлов, расположенных в ю£ на сфере ми­
нимального радиуса р = p0# ехр {— A ^ ß £ } ; у%Ъ — множество узлов, лежа­
щих в и>г

к на внутренней конической поверхности 0 J = Ql

ok ехр {— ^ ß f e } » 

но не принадлежащих уЦ; у^ >= щг f] у\ П M \ Ys* ; (ùh

k щг П &к \ 
\ (yik1

 и Y ï i ) . 

Для построения сетки на замыкании шарового сектора tyk разбиваем 
двугранный угол, образованный плоскостями и Qk\ величины акл се­
мейством плоскостей с максимально возможным постоянным угловым шагом 

р к < ; min {âfcjt/2, h/pok sin &ок}, ( 3 . 1 4 Ï 

при котором величина 
п{ = (In (eJXt))/ß* > 2 ( 3 . 1 5 ) 
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является целой. В силу требования (3.3) выбор указанного ß^ возможен 
Разбиение по р осуществляем семейством сфер с центрами в Рк радиусов 

Р = Рт* — Ро*ехр {— mß|c}, m = О, 1, . . . , N[, (3.16> 

где 

Ni max/2, - 7 ^ — l n ~ 

1 
(3.17) 

XQK — величина (3.4). 
Разбиение по 6 производим коническими поверхностями 

9 = Оотс ехр { - лф*}, п = 0, 1, . . ., й£, (3.18) 

где и£ — величина (3.15). 
Обозначив через ук границу шарового сектора гр̂ , а через гр^1 — множество» 

всех узлов сетки, построенной на замыкании яр'ь разобьем ôp-J/1 на следующие 
непересекающиеся подмножества: yll = Г f] îp^1; 72fc —- множество узлов, 
расположенных в гр̂  на сфере p = p o f e ехр {— ЛЦЗ/с); 

Yol = П 7к П = П Й \ Ъ1 

Итак, все необходимое сетки построены. Введем оператор в узлах 
кубической сетки Rn, п = 1, 2, . . ., N, аналогично (2.3) в соответствующей 
прямоугольной системе координате заменой h на А п, в узлах цилиндрической 
сетки Тт, m : Lm ЕЕ X, аналогично (2.6) в соответствующей цилиндрической 
системе координат с заменой h и ß на hm и ß m , а также в узлах сферических 
сеток ю£\ i = 1, 2, . . ., iK, и яр£*, £ ;= 1, 2, . . ., tk, к : Рк ЕЕ 90, аналогично 
(2.14) в соответствующих сферических системах координат с заменой ß 
соответственно на ß\ и ß£. 

Зададим оператор склейки S в каждой точке 

= ( U < n ) U ( U С ) U ( U «U Уо1) и (U v i» ) ) ) 
m:LmŒ.r£ п=1 к:Р^&> i = l t=l 

следующим образом. Рассмотрим множество всех параллелепипедов {Rn}r 

цилиндрических секторов {Тт} и шаровых секторов (J {гр^}, внутри 
которых находится точка Ç, и выберем одну из тех фигур RnQJ TmQ, сорили-

часть границы которой, расположенная в М, удалена от Q на максималь­
ное расстояние. Значение оператора S в точке Q вычисляется, как правило, 
через значения функции в восьми ближайших узлах сетки, построенной 
на замыкании выбранной фигуры, полилинейной интерполяцией в ортого­
нальной системе координат, в которой задана сетка. Однако, если сетка 
цилиндрическая или сферическая и со стороны ребра LmQ или, соответст­
венно, вершины PKQI недостает узлов сетки для выполнения указанной 
интерполяции, то при интерполяции используются заданные граничные 
значения (в задаче (1.37)) в соответствующих точках ребра LmQ или в вер­
шине P K Q . 

Пусть 

г" = ( U < & ) U ( U ( < » U U ( U ( ( U Û YÎÔ U ( U Ö 
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Обозначим через Mh объединение стандартных сеток Л п , п = 1, 2, . . . 
. . . , Аг, Тт, m: Lm ЕЕ X, ©if1, i 1, 2, . . ., î f c, $ e , 1, 2, . . ., *kf к : 
: Р/с Œ SP. Хотя некоторые узлы различных сеток геометрически могут сов­
падать, но как элементы множества M>h они различаются с учетом принад­
лежности к разным стандартным сеткам. 

Зададим на Th функцию r\h следующим образом. Если Р ЕЕ Г f] Г \ то 
rj/г = г], где г] — заданное в точке Р граничное значение решения и задачи 
(1.37). Если PEE$2mi ТО Г)л равно значению ц в точке QpŒLm, ближайшей 
к Р. Аналогично, если Р ЕЕ Узъ то r\h совпадает со значением ц в ближай­
шей к Р точке Ор, лежащей на ребре двугранного угла (многогранника М), 
в котором непосредственно расположен шаровой сектор сок. Наконец, если 
Р ЕЕ i — 1, 2, . . ., î f c, или P e 72Ь £ ~ 1, 2, . . ., то т]Л совпадает 
со значением п в вершине РК. 

В силу оценки (3.7), теорем 1.3—1.7, леммы 1.5 и условий (3.1), (3.8) — 
(3.18) имеем 

max j и — Su | = О {h2), max | и — % | = О (h2), (3.19) 

где и — решение задачи (1.37). 
Рассмотрим систему О (h~4n2h) разностных уравнений 

&hUh = 0 на i ? n , Ил = 5и л на (Топ, л — 1, 2, . . ., N; (3.20) 
Ahuh = 0 на Тт, = Sz^ на ö jm, m : Lm ^ X; (3.21) 

U на (О/с, " л = Suh на у м » (3.22) 
г = 1, 2, . . . , Ä : P / c Œ ^ ; 

0 на г|)£', = Äw h на уоь (3.23) 
t = 1, 2, . . ., hi Ä : P f c G 5 s ; Л/г на Г \ (3.24) 

Л е м м а 3.1. Система разностных уравнений (3.20)—(3.24) имеет един­
ственное решение. 

Т е о р е м а 3.1. Справедлива оценка 
max I uh — и I = О (A2 In h"1), 

MH 

еде и — решение задачи (1.37), uh — решение системы (3.20)—(3.24). 
Доказательства леммы 3.1 и теоремы 3.1 аналогичны доказательствам 

леммы 3.1 и теоремы 3.1 работы [5], проведенным детально в двумерном 
олучае. При этом в доказательстве теоремы 3.1 роль теорем 1.1 и 2.1 работы 
[5] выполняют леммы 2.1—2.3 предыдущего параграфа, вместо теорем 1.2 
и 2.2 [5] используются леммы 2.4—2.7 и, наконец, оценка (3.24) из [5] за­
меняется на оценки (3.19) настоящего параграфа. В свою очередь выполне­
ние условий лемм 2.1—2.3 из предыдущего параграфа, в частности, требо­
ваний (2.3), (2.7), (2.15) применительно к решению и задачи (1.37) на соот­
ветствующих прямоугольных параллелепипедах, цилиндрических и шаровых 
секторах, на которых построены стандартные сетки Яп, n = 1, 2, . . ., 
Тт, m: LmŒX, cu*1, i = 1, 2, . . ., î f c , îp£.\ t = 1, 2, . . ., *fc, k : Pk G 
гарантируется изложенным выше методом покрытия многогранника М, 
оценкой (3.7) и теоремами 1.3—1.7 (неравенства (2.15) и (2.7) проверяются 
аналогично (1.78)). 
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З а м е ч а н и е ! . Для нахождения решения системы (3.20)—(3.24) 
может быть применен альтернирующий метод Шварца путем поочередного 
решения разностных уравнений на стандартных кубических, цилиндри­
ческих и сферических сетках, аналогично двумерному случаю, изложенному 
в [5]. При этом решение системы (3.20)—(3.24) может быть найдено с любой 
точностью 8 ̂ > 0 в равномерной метрике за число итераций по Шварцу 
О (ln s' 1), не зависящее от А, 0 < h ^ А0, где h0 0 — некоторое число. 
Это утверждение доказывается аналогично теореме 3.2 [5]. 

З а м е ч а н и е 3.2. Рассмотренный метод составных сеток без каких-
либо изменений распространяется на уравнение Пуассона Au / на мно­
гограннике M при тех же краевых условиях, что и в задаче (1.37), если 
/ ЕЕ C2,x,(Q), 0 < Я < 1, где Q — область с достаточно гладкой границей, 
содержащая М. При этом система разностных уравнений (3.20)—(3.24) 
заменяется системой 

ДЛиЛ = / н а 1 4 {Ml (J Г л), uh = Suh на JlfJ, uh r\h на Th 

и лемма 3.1 и теорема 3.1 сохраняют силу. Это вытекает из возможности 
представления решения задачи Дирихле для уравнения Пуассона в виде 
суммы функции класса С 4 д (£2) и решения задачи вида (1.37) при граничных 
значениях, удовлетворяющих заданным требованиям гладкости (см. [22]). 

З а м е ч а н и е 3.3. Пусть многогранник M имеет трехгранный угол, 
обладающий следующими свойствами: 1) две его грани ортогональны 
третьей грани, 2) весь трехгранный угол расположен по одну сторону от 
плоскости указанной третьей грани, 3) не является выпуклым прямым 
трехгранным углом1. 

Тогда при построении конечного покрытия многогранника М, по-види­
мому, можно не строить шаровой сектор в этом трехгранном угле, распо­
ложив цилиндрический сектор, охватывающий ребро, образованное первыми 
двумя гранями, вплотную к третьей грани. Выяснение возможности ука­
занного упрощения с сохранением аналога теоремы 3.1 потребует допол­
нительного исследования дифференциальных свойств гармонических функ­
ций в трехгранном угле рассматриваемого вида и получаемых при этом 
разностных уравнений. 

З а м е ч а н и е к р а б о т е [5]. При доказательстве неравенства 
(3.46) работы [5] следует иметь в виду, что теорема 1.2 работы [5] справедли­
ва и в случае, когда <рх = 1 на yv причем существует m (2 <J m <^ 4), при 
котором Vm — 1, Фт = 0, а теорема 2.2 работы [5] остается в силе также 
в случае, когда ф = 1 на замыкании дуги й 0 , причем vt + v 2 ^> 0. Дока­
зательства теорем 1.2 и 2.2 [5] в указанных дополнительных случаях оста­
ются теми же. 
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