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Построены полностью консервативные разностные схемы (п.к.р.с.) 
для расчета двумерных нестационарных МГД-течений, описываемых 
в эйлеровых переменных. Проводимость среды предполагается идеаль­
ной. Конкретный вид разностных схем приводится на прямоугольной 
сетке в декартовых координатах при двух различных ориентациях век­
тора индукции магнитного поля. Общая форма записи построенных схем 
допускает использование криволинейных сеток. Рассматриваемые схемы 
позволяют рассчитывать течения как при большой, так и при малой ве­
личине отношения давлений вещества и магнитного поля. На примере 
численного решения модельной задачи сравнивается качество п.к.р.с. и 
к. р. с. 

1. Практические расчеты многих одномерных и двумерных задач МГДа 

в лагранжевых переменных показывают высокую эффективность разно­
стных схем, обладающих свойством полной консервативности в смысле-
определения, данного в [1] , [2] . Схемы, обладающие указанным свойст­
вом, изучались в [1] , [2] , а также в ряде других работ (см., напри-

В работах [8] —[12] предложен формализованный подход к построению 
двумерных полностью консервативных разностных схем газовой динами­
ки в эйлеровых и смешанных эйлерово-лагранжевых (с.э.л.) переменных, 
а в [13] в с.э.л.-переменных построен класс одномерных полностью кон­
сервативных схем МГД. 

В настоящей статье результаты, полученные в [8] —[14], обобщаются 
на случай двумерных МГД-течений идеально проводящей среды, изу­
чаемых в эйлеровых переменных. 

2. Приведем прежде всего системы дифференциальных уравнений, 
описывающих два типа течений, для которых и будут построены соответ­
ствующие полностью консервативные разностные схемы. 

Рассмотрим нестационарное течение невязкой нетеплопроводной среды,, 
обладающей свойством бесконечной электропроводности и погруженной в 
поперечное магнитное поле В (ж, у) (здесь B = B Z для декартовых и В = В Ф 

для цилиндрических координат). В случае осевой симметрии под (х, у) 
подразумеваются цилиндрические координаты (г, z) соответственно. 

При этом система уравнений МГД может быть записана в виде [15]; 

(Москва ) 

Введение 

мер, [ 3 ] - [ 7 ] ) . 

(1) 
дВи + дВи 
дх ду = 0, 

(2) dpvx1 

о, dt дх ду 
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< 3 ) х« - ^ + + б 9 и Ш ' ~ 1 + — + 
dt дх ду дх 

1 д \ В1 I 

3£ 3z дг/ Зг/ 

1 а г я 
z ' - ' З г / 1-8л ] = 0 , 

dt дх ду 

+ ^ ( Р + Д 2 / ( 8 я ) ) ^ - ^ + Э(Р+Д 2 / (8я))ж ' - ! 1; _ 0 

дх ду ' < 
<6) Р=Р(р, г ) , 

£ = p e + p ( a 2 + i ; 2 ) / 2 , Еш=В2/8к, 
Е=Ет+Етв, E^=9{u2+v2)l2. 

Здесь р — плотность вещества, Р — давление, е — удельная внутрен­
н я я энергия, и, v — компоненты скорости, Е, Ем — удельные энергии дви­
жущейся среды и магнитного поля, 1=1 для плоских и 1=2 — для осесим-
метричных течений. 

Умножив (1) на ^ _ 1 5 / ( 4 я ) , получим необходимое для дальнейшего 
изложения уравнение баланса магнитной энергии: 

. . дЕм дЕиих1~х дЕмих1~* 
х + + + 

dt дх ду 
, „ f dux1-1 , dvx1-1

 J 4 1 Л 

+EJ— + — 2(Z-1 в = 0 . 
L дх ду J 

3. Сохранив все предположения относительно свойств среды и геомет­
рии области, рассмотрим также случай, когда вектор индукции магнитного 
ноля лежит в плоскости течения (х, г/), т .е . имеет две компоненты, 
Лх(х, у) и Ву(х, у). В такой постановке удобно ввести функцию магнит­
ного потока я|)(я, у), связанную с векторным потенциалом магнитного 
поля А= (О, О, А (х, у)) соотношением ty=xl~lA. Тогда 

1 1-
# х = Г Т - , О х1'1 ду ' У х1~1 дх 

Уравнения индукции магнитного поля, динамики и энергии примут вид 

< 7 ) 
д£ дг/ 

\о) X —- г - ~г 
dt дх ду 

~ { х ' ~ ^ ( Р + 8п(х'-у^^) +(dj) D" 

4я dxW-'^dy ' I 4лду\х1-\дхду'>' 
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~ 4 я ^ * 1 - Т * з Т ' ' 4n За: V " 1 дх ду' J ' 

U U ; * 3i </* с/i/ 

j dPx'-lu dPxl~lv д / 1 (д^у \ 

i д ( 1 (*h' cU a ( g 

аг/Чпж'-'-Х ' дх^Аях1-1 dx dy ' 
d / к б»-ф 5-ф\\ 

Продифференцировав (7) по я, умножив результат на dty/dx, а затем 
продифференцировав по у и умножив на dty/dy, сложим получившиеся 
уравнения и получим уравнение баланса магнитной энергии в виде 

( U ) ДЕ" - 1 IW^IJ* + v

d * \ + 

^ ; at 4я(я '- ' ) 2 Ьж a z W z а# / 

ду ду \ дх ду ' •* 

§ 1. Разностная схема для случая В = (О, О, -В (х9у)) 

1. Опираясь на результаты работ [8 ] — [13], можно сказать, что при 
переходе от газовой динамики к МГД для достижения полной консерва­
тивности схемы необходимо согласовать аппроксимации потоков магнит­
ного поля и компонент дивергенции тензора максвелловских натяжений 
в уравнениях движения (3), ( 4 ) . При построении полностью консерватив­
ной разностной схемы, соответствующей системе (1) —(6), используем из­
ложенную в [8] —[13] методику «каскадного» представления уравнений, 
в связи с чем запишем уравнение индукции в виде 

dt 2 V dx х1-1 dx dx 

t i ­
dy ' x1-1 ду ' ~~ ду 

2. Для аппроксимации дифференциальных операторов применим ме­
тод, изложенный в [12], [13]. Введем некоторые вспомогательные, вооб­
ще говоря, криволинейные координаты (а, Р), связанные с исходны­
ми (х, у): 

х=х(а, Р), У=у(а, p j , z=d(x, у)/д(а, р ) > 0 . 

Пользуясь определенной свободой в выборе отображения (х, у)-+{а, $)t 

будем считать, что оно переводит область G(x, у), занятую движущимся 
веществом, в единичный квадрат Q(a, Р ) : 0 < а < 1 , 0<$<1. Введем на й 
равномерную сетку сол={а*, ft, a,i=iha, ft=/Ap, ha=l/Na, / г э =1/# р , 0<i<Nar 

0</<iVp}. Обозначим через со множество узлов сетки, со — множество яче-

710» 



ек, причем ячейка пронумерована по тому из образующих узлов, у кото­
рого сумма индексов (£, / ) минимальна . 

Обратное отображение (га, $)-+(х, у) переводит прямоугольную сетку 
из Q в криволинейную сетку в G. 

Пусть Ж о и — пространства сеточных функций / ш и / Й , заданных 
-соответственно, в центрах ячеек и в узлах сетки. Функции f(x, у) доста­
точной гладкости, с ограниченными в Q и G носителями отображаются в 
пространства и Звъ некоторыми операторами проектирования. Дискрет­
ные аналоги величин х, г/, и, и отнесем к пространству Жъ, аналоги ж е 
величин р, Р, е, В — к Ж а | в дальнейшем н и ж н и й индекс со или со при 
этих величинах опускается. 

В области изменения переменной V. О ^ ^ Г введем сетку С0т={£п-
tn+i=tn+xn, O^n^N, tN=T} и все функции, зависящие от времени, от­

несем к узлам tn. 
Д л я аппроксимации системы уравнений (1) —(6) по пространству не­

обходимо определить операторы первых разностных производных: 

<«> <%\-<$);•*-*- <£>;•<£>; 
и операторы интерполяции (усреднения) нескольких различных типов, 
конкретный вид которых определим н и ж е : 

(1.3) « / o j » i f c ) : Эвъ+Эвъ « ф » » ^ * : М*г+Щъ, Л = 1 , 2 , 3 , 

к — тип интерполяции. 
Будем считать, что указанные разностные операторы аппроксимиру­

е т дифференциальные с порядком q относительно шагов Л а , }ц (см. 
[ 1 4 ] ) . Предположим также , что операторы (1.2) , (1.3) обладают свойст­

в о м сопряженности [ 8 ] , [ 1 4 ] : 

(О со 

I . « p - < v > / - = - 2 l / = < ^ > / = . 

со "со 

и дивергентности [ 6 ] , 5 Ш имеет смысл площади расчетной ячейки в об­
л а с т и G(x, г/), a — смысл площади, прилегающей к расчетному узлу : 

<|> - О <£)}**. 
1 \ З а 7 со 4 dp / со 4 dp 7 о 4 да' J 

Например , выбрав формулы второго порядка аппроксимации 
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получим 

(Уг+1, 3~Уг, j + l ) }•, 

а положив 

= 0.25 fi+kjj+n, fi + k,j+n 
fc,n=0,l 

найдем 

iSw = J = 0 . 2 5 Si-kfi-n, Si-bj-^H/e®. . 
fc,n=0,l 

Введем также операторы разностного дифференцирования по времени 
<df дОх и —<df/dt)x*, аппроксимирующие d-jdt n—d-ldt с порядком т по 
т и обладающие в пространстве заданных на сот функций с ограниченны­
ми носителями свойством сопряженности 

dt' х Л dt • х • и 

Далее используются безындексные обозначения [1] : 

f~fij(tn) 1 f.=fi](}tn + l ) , f—fij(tn-l)<, 

fo)=of+(l-o)f, \ (i, /)^со или (i, j ) e l , 

/ I = ( M ) / T , fi=(H)/r, / ? = ( Ь / ) / ( 2 т ) . 

3. Аппроксимируем уравнение (1.1) в виде 

11.4) 0 . 5 5 й ( < ж > т + <ж>т j + 0 . 5 * ю < - - > ш + 

+o.55„B<x«»„<2MLi)> = 0. 

Используя свойства входящих в (1.4) разностных операторов, можно 
показать, что выбранная аппроксимация уравнения индукции дивергент-
на по времени и пространству. 

Умножив (1.4) на Bixl"f^J (An), получим разностное уравнение ба­
ланса магнитной энергии, аппроксимирующее уравнение ( И ) : 

<«.*> ^ - v . ( < f X + < f > > 
1 >а (и/х1-Ц (В €х1-ЧЛ-\ 

+ 8 я ^ ( < Х > > m V p 6 ( 0 \ ^ Л У в. + 
4- A R 2 <f w-n 2 с ! /д(и/х1- ) 
+ 8к дх / и

 + 

+ ш в *»<л Т у > и + 
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Полностью консервативные разностные схемы для уравнений газовой 
динамики в отсутствие магнитного поля построены в [8], где аппроксима­
ции уравнений неразрывности и движения согласованы между собой и 
определяют разностное уравнение баланса кинетической энергии. Совме­
стно с уравнением баланса внутренней энергии в схемах выполняется и 
закон сохранения полной энергии. 

Для получения дивергентного разностного аналога уравнения (5) 
достаточно определить согласованную с (1.4), (1.5) аппроксимацию ком­
понент электромагнитной силы в уравнениях движения в виде 

8пх1-' \ дх Л' 8ЛХ1-1 \ дх Л?" 

Таким образом, учитывая итоги работ [8], [12] —[14] и проведенные1 

в этом пункте выкладки, получаем семейство полностью консервативных 
разностных схем для уравнений МГД (1) —(6). 

4. Рассмотрим конкретную схему построенного семейства, определив, 
операторы (1.2) со вторым порядком аппроксимации на равномерной пря­
моугольной сетке (uh={xi=ihx, yj=jhv, u x =const, fey=const} (см. п. 3 и [15]) 
и положив 

' < | [ ) - < Ы ) / г - Л , < | > " = ( / - / ) Л - А . 

Для более компактной записи разностных уравнений определим опера­
торы проектирования индукции Вц^Жа в узел (т, п)\ 

В т п

 = = v̂-S(ô w,Tnn 0.25 (Вij Вif2n — j— l ) = = = ^-^co^aJ}mn? 

Bmn=^BiJ)^i

)

mn

Jr{).2b (Bij—B2m-i-l,j) =((^))w(,mn, 

Втп <=Ж~, Втп ^Жш, 

и будем по возможности пользоваться безындексными обозначениями [ 1 ] : 

J fi+l fi х_ fi / г - l J. / г - l 

hx ' T*~ hx ' — 2hx 

Разностная схема имеет вид 

(1.6) • ( S « ) j = - 0 . 5 { ( 5 ( » B ) X i 4 + ( f i < 2 , B ) X ; , , , + , } - 0 . 5 { ( B < 3 ' i ; ) v : «+ 
+ ( 5 ( 8 , У ) К . + , . , } , 

(1.7) (mij)t+hx(FX(Pu))x., i, j+%+hv(FY(pv))m <+.,„ ,=0 , 

(1.8) (М^-8)),+}гх[8ГХ(Рии) Ui-bj+hylPYipuv) )y;U-4l+Ru{P,B)=0r 

(1.9) (M^^t+KlfFXipvu) ] , i i - v + ^ [ ^ ^ ( p w ) i , J - * + ^ ( P , 5 ) = 0 > 

(1.10) (mije(j)t+hx[FX(peu) ]*,,-, }+v,+hy[FY(pev) ]„. 
~\~0.5Рц Sij\uXi if^~uX) jt j+i+fy , ij~^~Vyt i+it j] = 0 , 

(1.11) P«=P(p«, 8 « ) , 
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тде mij=pijhxhy, Sij=hxhv, 

fc,n = 0 , i 

FXi, j+vAP^) =0.5fe,,(liti+tt<, j+i)p., j+Va, 

pi, j+v 2=0.5(py+pi- l f iJ-OxSignCtty+tti, (pij-pi-i, ,-)/2, 
F7i+v2, j('py) =0.5 (Vij+Vi+i, pi+v2, 

pi+% j=0.5 (p«+p<e j - i ) - 0 . 5 o y signC^+yi+i, j) (P i j -рг , i-i), 
0 < < v £ l , 0 < a v < l , 

#Х ч . / а | , -(рюи) =0.125 ( t t « + t t i + i f i ) 

ft,n=0,i 

^y<, i+va (p»y) =0.125 ( i i y + B u + i ) 

fc,n=M 

yXi+iUti(pvu)=0A25{viS+vi+iJ) ^ FXi+k}j_n+42(pu), 
ft,n=0,l 

yYtj+,h(pw) = 0 . 1 2 5 X , F y i _ l k + W 4 . n ( p i ; ) > 

ft,n=0,i 

Д.(ЛЯ)=0.55[ ( |1 + 1») + ' ^ + -р) 1 ; 

Л . ( Р , В ) - 0 . 5 5 [ ( ^ + р)__-+(^ + р)_ ]; 
y;i-i,3 

выражения для FX(peu) и FY(pev) аналогичны FX(pu) и FF(pi ;) , p = 
=p+(9 — «эффективное» давление с учетом искусственной вязкости, вво­
димой при расчетах течений с ударными волнами [2] . 

Система уравнений (1.6) —(1.11) представляет собой явную трехслой­
ную относительно функций 2?, щ v схему первого порядка аппроксимации 
по времени и (при о ^ О , о у ^ 0 ) по пространству. При ох=оу=0 схема име­
ет порядок аппроксимации О(x+h2). 

Отметим, что, в силу полной консервативности рассмотренной схемы, 
дивергентный разностный аналог уравнения (5) является ее алгебраиче­
ским следствием и поэтому заменен в системе (1.6) — (1.11) уравнением 
баланса внутренней энергии, более удобным при численной реализации. 

Анализ полученной разностной схемы показывает, что критерием ее 
устойчивости служит выражение 

(| и |+С А ) Т / М - ( | v | +СА) x/hy< 1, 

где С А — «альфвеновская» скорость звука. 

§ 2. Разностная схема для случая В = (Вх, Ву,0) 

Движение вещества описывается уравнениями (2), (6), (7) —(10). Как 
и в предыдущем параграфе, остановимся на выборе согласованной аппрок­
симации членов, обусловленных наличием вмороженного магнитного поля. 
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Компоненты дивергенции тензора максвелловских натяжений, входя­
щие в (8), (9), удобно записать в виде 

х1~Ч 1 дф d / 1 Зф\ 1 <Э\|) д / 1 а-ф\1 
4я L я ' - 1 д я д ^ я ' - 1 ' # z _ 1 дх.ду^ х1'1 ду ' * 

х1~Ч 1 . 9 я | ) 3 / 1 дг|Л 1 dif д / 1 дя|Л1 
4я l-x^-1 ~ду~ду^х1-1 ~ду' х1-1 дудх^ х1~х ~дх~ ^' 

Пусть г|?^<3#«. Аппроксимируем (7) выражением 

W dt ' х \ dt ' J \ ^dy ' ъ 

где (д'/дхУъ**, id-Zdy)™*-96*-+Ж* — дивергентные кососимметричньш 
операторы [14]: 

О) (О 

<с9г|)^/9г/>с51) определяется аналогично; для них, как следует из опреде­
ления (2.2) и из соотношений сопряженности, справедливы тождества 

.<2.з, Е*,<£Г*-* 
Из (2.1) следует разностное уравнение баланса магнитной энергии: 

+ д. / j j g \ ' " - ( / A ( „ ( i » ) ' " - ) ) " - + 

•«;<t>">,-<;<:!>;» 

•WW) 
Согласованная с (2.1) аппроксимация компонент дивергенции тензора 
максвелловских натяжений в динамических уравнениях (8), (9) опреде­
ляется следующим образом: 

( 2 . 4а) «!<»*Y"[<ii_L<»*y-)y"- + 



i ! , . . L _ „ — 
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Для того чтобы убедиться в дивергентности выражений (2.4), достаточно 
прибавить и вычесть в первом из выражений (2.4) 

4пх'-*\ ду ' 5 \ду \ дх / в . Лз ' ' ' 
а во втором — аналогично, 

после чего воспользоваться тождеством 

с учетом ( 2 . 3 ) . 

В случае равномерной прямоугольной сетки, как и в п. 4 из § 1, урав­
нение индукции в декартовых координатах имеет вид 

+ 0 . 1 2 5 ^ ^ . + %i_1'j + 2Vo}ij). 

Полная система разностных уравнений, аппроксимирующая ( 2 ) , ( 6 ) , 
( 7 ) — ( 1 0 ) , отличается от разностной схемы ( 1 .6 ) — ( 1 . 1 1 ) только выраже­
ниями для компонент газодинамического и магнитного давления: 

2 

Ru{p,B) = 0.5S-(P-.ij + P-.u M ) - - ^ g - ( £ ^ t e ; . i , ^ . + 
. • • ^ = — 2 , 

2 1 

+ Ц M S s - . ^ i ' ) Ц (2-|^|)^;i. Я-V -
г j 

2 

Д . ( Р . ^) = 0 . 5 5 5 ( * й „ + 1 W — ^ ( X' 
* , . = - 2 

2 1 

+ X M ^ ; « , i ) E <2 — I «f I) .̂ 
fc.=-2 l t = - l 

где a 0 = 6 , a ± i = 4 , ' a ± 2 = l , Po=6, p ± 1 = 4 , р ± 2 = 1 . 
В заключение параграфа отметим, что тождество ( 2 .5 ) локально выпол­

няется, вообще говоря, только на регулярных прямоугольных сетках. Од­
нако для полной консервативности достаточно потребовать, чтобы для 
функции с ограниченными носителями выполнялось соотношение 

Определяемые этим соотношением операторы должны быть дивергентные 
а это требование предполагается выполненным и для нерегулярных косо­
угольных сеток (см. ( 2 . 3 ) ) . 

Критерием устойчивости построенной разностной схемы по-прежнему 
является выражение, указанное в § 1, п. 4 . 



§ 3. Пример тестового расчета 

Ниже на примере численного решения одной задачи о течении идеаль­
но проводящего газа демонстрируется качество построенных в данной ра­
боте разностных схем. 

Течение газа предполагается плоским, причем компоненты вектора 
скорости линейно зависят от координат: 

(3.1) u^RMxlRM, v=A2(t)y/R2(t). 

Здесь i?t и R2 — некоторые функции от времени, точки над ними означают 
дифференцирование. Для компонент индукции магнитного поля выпол­
няются аналогичные (3.1) соотношения, так чтобы удовлетворить усло­
вию div В = 0 : 

Bx=a(t)y, Ву=№)х, 

где a(t) и (НО — некоторые подлежащие определению функции. Считаем, 
что течение газа изэнтропическое: P/p T =const. Такой выбор конфигурации 
магнитного поля и скорости сводит уравнения МГД к системе обыкновен­
ных дифференциальных уравнений относительно Ri(t) и R2(t) (см. 
[16] , [17]) : 

#i _ ftp / fto ОЬо \ Я*_ = <ХР / <%Р Р Р \ 
1 ] Ж~4ярД 1

2 W i?2

2'' R2 ~4nPRA В2 R2 '/ 

qc0=const, j}0=const. 
Как следует из (3.1), общее решение уравнения неразрывности имеет 

вид 
М I х у Л ... л 

где 31 — произвольная дифференцируемая функция, M=const. 
В качестве теста было выбрано такое решение системы (3.2), которое 

описывает режим сжатия газа к оси х=0 с обострением, т. е. за конечный 
момент времени все параметры течения возрастают до бесконечности: 

U 
(3.3а) ^ 1 , # 2 ( 0 ^ 1 , сс 0=0, р = — — , 

^ ( 0 = ( l - - ^ ) * , т=1, 

(З.Зб) М=*/8, т = ( — ) , 5 , - 0 , Ву=$0х[1 ) , 
х 9р 0 ' 4 т i 

(З.Зв) е = е о ( 1 - ^ / т ) - 2 ^ - 1 ) / 3 , Р - ( т - 1 ) р е . 

Как тестовое, течение, Описываемое формулами (3.3), представляет 
интерес не только наличием обострения. Характерной его особенностью яв­
ляется нулевой градиент давления: VP=0 , т. е. движение осуществляется 
исключительно электромагнитной силой, поэтому условие согласования 
ее дискретной аппроксимации с аппроксимацией уравнения индукции 
должно играть определяющую роль. В области течения велик перепад па­
раметра $=8лР/В2 и, следовательно, в широких пределах меняется отно­
шение характерных величин распространения акустических и магнитоаку-
стических волн. Это вызывает дополнительные трудности при проведении 
численных расчетов. 
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Таблица 1 

t бр ди бф 68 6Е 

0.3 9.6-10- 3 

9.6-Ю- 3 

5.6-10-2 
1.9-10- 1 

1.4-10-2 
з.о-ю-2 

1.9-10-2 

1.9-10-2 
1.2-10-» 
2.2-10- 1 

6.7-10-2 
8.2-10-2 

1.89-10-2 
1.86-10-2 

0.4 1.6-ю- 2 

1.7-10- 2 

5.4-10-2 
4.9-10- 1 

2.3-10-2 
8.4-10- 2 

2.8-10-2 
2.8-10-2 

1.110- 1 

7.8-10- 1 

9.1-10- 2 

6.3-10- 1 

2.8-10-2 
2.8-Ю- 2 

0.5 2.2-10- 2 

4.3-10- 2 

8.1-Ю- 2 

1.3-10° 
3.4-10- 2 

4.0-10- 1 

4 0 - Ю - 2 

1.1-10-1 

1.9-10- 1 

4.7-10° 
1.1-ю- 1 

1.2-101 

3.9-10"^ 
1.0-10- 1 •• 

0.6 4.9-10- 2 

9.8-10" 1 

1.0-10- 1 

8.1-10° 
6.5-10-2 
3.1-10° 

6.0-10-2 
1.1-10° 

2 . 7 1 0 - 1 

1.7-102 

1.6-10-1 

2.2-10 3 

6.1-10- г 

1.6-10° 

0.7 9 -Ю- 2 1.5-10- 1 1.0-10- 1 9.5-10- 2 4.6-Ю- 1 з л ю - 1 9.3- Ю-- 2 

0.8 1.8-10- 1 3.0-ю-* 2.2-10- 1 1.6-10-1 9.7-10- 1 7.9-10- 1 1.6-10-' 

0.9 5.01-Ю- 1 7.4-Ю- 1 8.3-10- 1 3 . 5 1 0 - 1 3.6-10° 5.6-10° 3.2-Ю- 1 1 

Ниже представлены результаты расчета течения, описываемого форму­
лами (3.3), по полностью консервативной разностной схеме из § 3 на­
стоящей работы и по консервативной схеме (к.р.с) . Последняя отлича­
ется от п.к.р.с. тем, что в ней разностные аналоги максвелловских натя­
жений записаны на девятиточечном шаблоне путем естественной аппрок­
симации, следующей из замены в (8) —(10) выражений, зависящих от 
д\р/дх, dty/dy, их аналогами согласно определениям разностных операто­
ров (1.2): 

дух 4 дх1 1 ду дх щ ш дх 4 дх ' ш 

•ду\ дх ду'~ ^ду * \ дх Л Л ду '«/' » 

и т. п. 
Расчеты проводились на прямоугольной разностной сетке (о Л ={0^д :^ 

< 0 . 1 ; 0 ^ у < 0 . 1 ; x{=ih, у3=]Ь, hx=hy=0A/N, N=20}. Шаг по времени 
полагался равным 10~3 и 10~4, Начальные и граничные условия ставились 
исходя из аналитического решения (3.3). Счет осуществлялся во времен­
ном интервале 0<£^0 .9 . 

Отметим, что поскольку на границе области задается точное решение* 
дифференциальных, а не разностных уравнений, то как равенство чис­
ленного и аналитического решений, так и балансы массы, импульса иг. 
различных видов энергии могут выполняться с некоторой погрешностью^ 
зависящей как от аппроксимации, так и от качества разностных урав­
нений, их адекватности исходной модели. 

Для оценки погрешности в: распределении параметров вещества и поля 
по области решения рассмотрим для сеточной величины Д отношение? 

. в / Ч | ( Д - / ) / / | | е , 

где / — точное решение дифференицальных уравнений, Д — численное* 
решение. 

В табл. 1 приведены значения погрешностей на ряд моментов време-
пи. Верхняя цифра соответствует п.к.р.с, нижняя — к.р.с. На временном 
интервале 0 . 6 ^ ^ 0 . 7 расхождение численного решения по к.р.с. с ана­
литическим становится столь ^большим, что результаты счета оказывают-
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Таблица 2 

t A m Д(ргг) А Е Д(ри) 

0.3 4.4-Ю- 3 

6,2- Ю - 3 

4.5- Ю - 2 

1.1-10° 
3.2-10- 2 

3.2-10-2 
2.9-10- 6 

4.6-Ю- 5 

0.4 6.3-10- 3 

9.5-10- 3 

1.2-101 

1.7-10° 
4.6-Ю- 2 

7.1-Ю" 2 

5 . М 0 - 6 

1.8-10- 4 

0.5 8:5-Ю- 3 

1.2-10- 2 

1.9-10- 1 

2.5-10° 
6.1-Ю- 2 

2.4-Ю- 3 

1.4-Ю- 5 

2 . 3 - Ю - 3 

0.6 1.1 ю - 2 

5.2-10" 2 

1.9-10- 1 

2.4-10° 
8.0-10-2 
8.6-Ю- 1 

з . з -ю- 5 

5.2-Ю- 2 

0.7 1.5-Ю- 1 2.7-Ю- 1 1.0-10- 1 1.4-10" 4 

0.8 2.0-10- 1 4 1 - Ю - 1 1.3-10- 3 9.2-10- 4 

0.9 3.1-Ю- 1 6.8-10- 1 2.8-Ю- 1 2.2-10-2 

с я нефизичными и на момент £~0.7 наступает авост, так как в некоторых 
я ч е й к а х разностной сетки плотность к этому времени делается отрица­
тельной величиной. Р а с ч е т . по п.к.р.с. дает результаты, сохраняющие 
физический смысл и качественно правильно передающие характер тече­
н и я и на более, поздние моменты времени, ближе к окончанию с ж а т и я 
вещества . До времени £=0.7 , к которому «перестает работать» к . р . с , 
п.к.р.с. дает и хорошее количественное совпадение численного и анали­
тического решений. 

Поскольку в задачах рассматриваемого нами типа характер течения 
во многом определяется потоками массы, импульса и энергии, поступа­
ю щ и м и через границу области, большой интерес представляет вопрос о 
том, как выполняются балансы соответствующих величин. В табл. 2 для 
п.к.р.с. (верхняя цифра) и к.р.с. ( н и ж н я я цифра) приведены разности 
между приращениями массы, компоненты импульса вещества ргг, пол­
ной энергии системы и потоками этих величин через границу, отнесенные 
к потокам. Так , по массе 

Д / И = (рв)ант][.2], ( р в ) а н т ] , 

«л 7л ТЛ
 SR-

где о)/г — совокупность ячеек сетки, *{h — граница сетки, т — шаг по време­
ни, ; (ргг)ан — аналитическое значение величины. Величина Am вычисля­
лась на разные моменты t за один шаг по времени, аналогично вычисле­
н ы Д ( р и ) и Д ( £ ) . В табл. 2 приводится т а к ж е величина суммы по ячей­
к а м абсолютных значений компоненты импульса pi; (обозначена A (p i ; ) ) , 
которая в точном решении равна нулю. Значение Д(ру ) дает представ­
ление о соблюдении баланса по импульсу для п .к .р .с и к.р.с. и о качест­
ве решения в целом. К а к видно из табл. 2, по интегральным величинам, 
к а к и по локальным, п .к .р .с дает в целом существенно лучшие резуль­
таты . 

Приведенный пример расчета течения в окрестности «нулевой» ли ­
нии магнитного поля хотя и не является всеобъемлющим, но показы­
вает, как и для газовой динамики [2 ] , [8] — [12] , что применение п .к .р . с , 
несмотря на их более сложную реализацию по сравнению с к .р . с , целе­
сообразно, если в движущейся среде встречаются области резкого про­
странственно-временного изменения характеризующих движение величин. 

728 



Литература 

1. Самарский А, А. Теория разностных схем. М.: Наука, 1977. 
2. Самарский А. А., Попов Ю. П. Разностные методы решения задач газовой дина­

мики. М.: Наука, 1980. 
3. Головизнин В. М., Самарский А. А., Фаворский А. П. Вариационный подход к по­

строению конечно-разностных моделей в гидродинамике // Докл. АН СССР. 1977. 
Т. 235. № 6. С. 1285-1288. ; ' 

4. Моисеенко Б. Д., Фрязитв Щ. В. Полностью нейтральная разностная схема для 
уравнений Навье - Стокса // Изучение гидродинамич. неустойчивости числ. ме­
тодами. М.: ИПМатем. АН СССР, 1980. С. 186-209. 

5. Самарский А. А., Тишкин В. ф., Фаворский А. П., Шашков М. Ю. Построение пол­
ностью консервативных разностных схем для уравнений газовой динамики в-
эйлеровых координатах на основе оперативного подхода: Препринт № 63. М.г 
ИПМатем. АН СССР, 1981. 

6. Кузьмин А. В., Макаров В. Л. Об одном алгоритме построения полностью консер­
вативных разностных с х е м / / Ж . вычисл, матем. и матем. физ. 1982. Т. 22. № 1. 
С. 123-132. 

7. Головизнин В. М., Рязанов М. А., Сороковикова О. С. Полностью консерватив­
ные дифференциально-разностные схемы газовой динамики в смешанных эйле-
рово-лагранжевых переменных: Препринт № 19. М.: ИПМатем. АН СССР, 1982. 

8. Головизнин В. М., Рязанов М.-А., Самарский А. А.;Сороковикова О. С. Полностью' 
консервативная коррекция потоков в задачах газовой д и н а м и к и / / Д о к л . АН 
СССР. 1984. Т. 274. № 3. С. 524-528 . 

9. Головизнин В. М., КраюшкинИ. Е., Рязанов М. А., Самарский А. Л. Двумерные 
полностью консервативные разностные схемы газовой динамики с разнесенными 
скоростями: Препринт № 105. М.: ИПМатем. АН СССР, 1983. ; J h 

10. Головизнин В. М., Рязанов М. А., Самарский А. А., СороковиковаЮ. С. Разностные 
схемы газовой динамики со сбалансированными аппроксимациями конвектив­
ных потоков: Препринт № 56. ,М.: ИПМатем. АН СССР, 1984. , 

11. Головизнин В. М., Рязанов М. А., Самарский А. А., Чернов С. Ю. Двумерная пол­
ностью консервативная разностная схема газовой динамики в смешанных эйле-
рово-лагранжевых переменных: Препринт № И . М.: ИПМатем. АН СССР, 1985. 

12. Головизнин В. М., Рязанов М. А., Самарский'А. А., Чернов С. Ю.^Полностью кон­
сервативные разностные схемы газовой динамики на криволинейных эйлеровых 
сетках: Препринт № 39. М.:. ИПМатем. АН СССР, 1985. 

13. Головизнин В. М., Рязанов М. А., Сороковикова О. С. Об одном классе полностью 
консервативных разностных схем магнитной гидродинамики в смешанных эйле-
рово-лагранжевых п е р е м е н н ы х / / Ж . вычисл. матем. и матем. физ. 1984. Т. 24. 
№ 4. С. 520-533 . 

14. Головизнин В. М., Коршунов В. К., Таран М. Д. Об аппроксимации дифференци­
альных операторов на нерегулярных косоугольных сетках: Препринт № 157. М.: 
ИПМатем. АН СССР, 1980. 

15. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродинамика сплошных сред. М.: Наука, 1982. 
16. Имшенник В. С, Сыроватский С. И. Двумерные течения идеально проводящего 

газа в окрестности нулевой линии магнитного п о л я / / Ж . эксперим. и теор. физ . 
1967. Т. 52. Вып. 4. С. 990-1002. 

17. Гасилов В. А., Коршия Т. К., Любимов Б. Я. и др. О применении метода парал­
лельных хорд для решения неявных разностных уравнений магнитной гидроди­
намики / / Ж . вычисл. матем. и матем. физ. 1983. Т. 23. № 4. С. 936-946 . 

Поступила в редакцию 4.V.1987 

729 


