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O VZAIMOSV�ZI SISTEM S DISKRETNYM

I NEPRERYVNYM VREMENEM

�� Vvedenie� Line�na� sistema � �to ustro�stvo� preobrazu��
wee vhodno� signal x�t�� t � ������� v vyhodno� signal y�t�� t �
������� t	e	

��x��t� � y�t��

gde � � ograniqenny� line�ny� operator� de�stvu�wi� v
L�������	 V dal
ne�xem predpolagaets�� qto operator �
priqinno�obuslovlen i invarianten otnositel
no sdvigov	

Pri opredelenii sistem s diskretnym vremenem berets� pro�
stranstvo l� vmesto L�������	

V nekotoryh prilo�eni�h kvadrat normy signala v prostran�
stve L������� raven znaqeni� perenosimo� signalom �nergii	

Opixem ide�� igra�wu� suwestvennu� rol
 v perehode ot
sistem s nepreryvnym vremenem k sistemam s diskretnym vre�
menem	

Pust
 x�n�� n � ����� � � � � � posledovatel
nost
� v kotoro�
est
 lix
 koneqnoe qislo nenulevyh �lementov	 Po �to� po�
sledovatel
nosti budet postroeno seme�stvo signalov pri ne�
preryvnom vremeni �xm�t���� � t � �� m � ����� � � � 	 Oqen

suwestvenno zametit
� qto v postroenii ka�dogo signala �xm�t�
ispol
zu�ts� tol
ko qisla x�n� s n � m	

Dalee� postroenny� signal �xm�t� podaets� na vhod sistemy
s nepreryvnym vremenem� i registriruets� sootvetstvu�wi�
signal y�m� na vyhode v moment vremeni t � m	 Takim obra�
zom poluqaets� sistema� kotora� sv�zyvaet posledovatel
nost

y�m�� m � ����� � � � � s ka�do� posledovatel
nost
� x�n�� n �
����� � � � 	

Dl� togo� qtoby poluqit
 y�m�� v �to� konstrukcii dl� raz�
liqnyh momentov vremeni m stro�ts� razliqnye signaly� poda�
vaemye na vhod sistemy s nepreryvnym vremenem	

Sistema s diskretnym vremenem zavisit ne tol
ko ot ishod�
no� sistemy s nepreryvnym vremenem� no tak�e i ot formuly�

��
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ispol
zuemo� pri postroenii signala �x�t� po qislam x�n�� n � t	
Pro perehod govorits�� qto on proishodit bez poteri infor�

macii� esli po peredatoqno� funkcii poluqa�we�s� sistemy
s diskretnym vremenem mo�no edinstvennym obrazom vosstano�
vit
 peredatoqnu� funkci� sistemy s nepreryvnym vremenem	
Esli �to ne tak� to pri perehode ter�ets� informaci�	

V �to� stat
e dokazyvaets�� qto perehod k sisteme s diskret�
nym vremenem mo�no osuwestvit
 bez poteri informacii pri
pomowi podhod�wego vybora vhodnogo signala pri nepreryvnom
vremeni	 �elatel
no� koneqno� poluqit
 sistemu s diskretnym
vremenem s ograniqenno� peredatoqno� funkcie�	 
to uslovie
sv�zano s tem� qto H��norma peredatoqno� funkcii sootnosit�
s� s �nergie�� zatraqenno� naxe� sistemo� za vrem� raboty	
Pri naxem perehode peredatoqna� funkci� postroenno� siste�
my s diskretnym vremenem mo�et byt
 neograniqenno�	 Naxi
parametry zada�ts� takim obrazom� qtoby peredatoqna� funk�
ci� sistemy s diskretnym vremenem byla nastol
ko blizka k
ograniqenno� funkcii� naskol
ko vozmo�no	 Da�ts� dostatoq�
nye uslovi� na sistemu s nepreryvnym vremenem� pozvol��wie
sdelat
 �tu funkci� ograniqenno�	

Poluqennye rezul
taty mo�no interpretirovat
 ewe i kak
testovy� algoritm dl� proverki raboty ustro�stv s nepreryv�
nym vremenem	

�� Obwie shemy interpol�cii� Pri perehode ot sistem s ne�
preryvnym vremenem k sistemam s diskretnym vremenem mo�no
ispol
zovat
 raznye formuly	 Qtoby proill�strirovat
 voz�
nika�wie zdes
 problemy� rassmotrim proste�xi� primer	

Pust
 vhodno� i vyhodno� signaly x�t� i y�t� sistemy s ne�
preryvnym vremenem sv�zany formulo�

y�t� �

�Z
�

x�t� s���s�ds�

gde ��s� � obobwenna� funkci�� preobrazovanie Laplasa kotoro�
prinadle�it prostranstvu H�	 Vvedem oboznaqenie

S�z� �

�Z
�

e�tz��t�dt� Re z � �� ���
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Dopustim� qto imeets� posledovatel
nost
 x�n�� n � ����� � � � �
iz prostranstva l�	 Primen�� formulu

�x�t� � x�m��t �m	 �� 	 x�m� ���m� t�� m � � � t � m� ���

poluqaem novy� signal	 Podadim �tot signal na vhod sistemy
s nepreryvnym vremenem	 Sootvetstvu�wi� signal na vyhode
raven

y�m� �
�X
n��

n��Z
n

�x�m � t���t�dt �

�
�X
n��

n��Z
n

�x�m�n��t�m	n	��	x�m�n����m�n� t����n	 t�dt �

� x�m�

�Z
�

�t �m 	 ����t�dt	

	x�m � ��

�Z
�

��t �m 	 
���t	 �� 	 �m � t���t��dt	 � � �	

	x�m�n�

�Z
�

��t�m	n	����n	 t�	 �m�n� t	����n	�	 t��dt	 � � � �

Iz �to� formuly sleduet� qto po peredatoqno� funkcii polu�
qenno� sistemy s diskretnym vremenem mo�no opredelit
 tol
�
ko momenty

�Z
�

��n	 t�dt�

�Z
�

t��n 	 t�dt� n � �� �� � � � �

Takim obrazom� pri takom perehode informaci� ne ter�ets�
lix
 dl� oqen
 nebol
xogo klassa sistem	

Estestvenno voznikaet vopros� kak vybrat
 vhodno� signal�
qtoby vyhodno� signal� registriruemy� v diskretnye momen�
ty vremeni� daval kak mo�no bol
xe informacii o line�no�
sisteme�
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Otmetim� qto line�na� sistema pri rabote nakaplivaet ne�
kotoru� qast
 �nergii vhodnogo signala i vybrasyvaet ee qe�
rez opredelennoe vrem�	 Estestvenno predpolo�it
� qto vhodnye
signaly� kotorye �sil
nee� nakapliva�ts� v line�no� sisteme�
luqxe god�ts� dl� naxe� celi� t	e	 mogut nesti bol
xe infor�
macii o sisteme	 Okazyvaets�� qto takie signaly ime�t osobu�
strukturu	

Pust
 line�na� sistema � imeet peredatoqnu� funkci� ��z��
Re �z� � �� taku�� qto ��z�� � � pri nekotorom z�� Re �z�� � �	
Rassmotrim vhodno� signal

x�t� �

�
ez�t� esli �� � t � t��

�� esli t � t��

Imeem

X�u� �

�Z
��

e�iutx�t�dt �
�

iu� z�
� u � �������

Sootvetstvu�wi� vyhodno� signal y�t�� t � ������� imeet
predstavlenie

Y �u� �

�Z
��

e�iuty�t�dt � X�u���iu� �
��iu�

iu� z�
�

Takim obrazom� Y �u� dopuskaet analitiqeskoe prodol�enie
v ni�n�� poluploskost
 Im�u� � �� kotoroe tam prinadle�it
klassu H�	 Sledovatel
no� y�t� � �� t � �� i� znaqit� v moment
vremeni � ves
 vhodno� signal byl u�e nakoplen vnutri ustro��
stva	

Posle sdelannyh zameqani� estestvenno rassmotret
 sledu��
wie signaly v kaqestve testovyh�

x�t� �

�
ezt� esli �� � t � t��

�� esli t � t��

gde Re �z� � �� tak�e mo�no rassmatrivat
 ih line�nye kombi�
nacii	

Qtoby izbe�at
 tehniqeskih problem� v �to� stat
e predpo�
lagaets�� qto sistema s nepreryvnym vremenem BIBO�stabil
na�
t	e	 na ee vhod mo�et byt
 podan proizvol
ny� ograniqenny�
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signal� priqem sootvetstvu�wi� signal na vyhode tak�e budet
ograniqen	

Pust
 �n� n � �� � � � � � posledovatel
nost
 kompleksnyh qisel
v pravo� poluploskosti� t	e	 Re�n � �	 Vvedem oboznaqenie

zn � e��n � n � �� � � � �

Pust
 fn�z� � posledovatel
nost
 analitiqeskih funkci� iz
prostranstva H� takih� qto

fk�zn� � 	kn�

gde 	kn � simvol Kronekera i

�X
k��

jfk�z�j ��� jzj � ��

Dl� uproweni� dal
ne�xih oboznaqeni� zapixem funkcii fn�z�
v sledu�wem vide�

fk�z� �
�X
n��

aknz
n�

Pust
 m � celoe qislo	 Postroim signal xm�t� pri nepre�
ryvnom vremeni po posledovatel
nosti x�n�� n � m�m � �� � � � �
sledu�wim obrazom�

xm�t� �
�X
k��

e�k�t�m�

�
�X
n��

aknx�m � n�

�
�

�
�X
n��

x�m� n�

�
�X
k��

akne
�k�t�m�

�
� t � m� ���

Pri t � m polagaem xm�t� � �	
Zametim� qto v �to� konstrukcii rassmatriva�ts� tol
ko ko�

neqnye vhodnye signaly x�n�� n � m�m��� � � � � t	e	 takie� koto�
rye prinima�t nulevye znaqeni� pri bol
xih indeksah	 Sle�
dovatel
no� signal xm�t�� �� � t ��� ograniqen	

Podadim �tot signal na vhod sistemy s nepreryvnym vreme�
nem	 Signal na vyhode v moment vremeni t � m raven

y�m� �

�Z
�

xm�m � s���s�ds �
�X
n��

x�m� n�

�
�X
k��

S��k�akn

�
�



�� A� VAGARXAK�N

gde m � ����� � � �
Takim obrazom� poluqena sistema s diskretnym vremenem so

vhodnym signalom x�n� i vyhodnym signalom y�n�	 Peredatoqna�
funkci� �to� sistemy ravna

R�z� �
�X
n��

zn

�
�X
k��

S��k�akn

�
�

�X
k��

S��k�fk�z�� jzj � ��

Iz �to� formuly sleduet� qto dl� proizvol
nogo k � �� 
� � � �
imeem

R�zk� � S��k�� k � �� 
� � � � �

V dal
ne�xem rassmatriva�ts� tol
ko perehody� opisannye
v �tom paragrafe	 Proizvol
ny� perehod opredel�ets� mno�e�
stvom fzng�n�� i seme�stvom analitiqeskih funkci� ffn�z�g�n���
dl� kotoryh fn�zk� � 	n�k	

Problema sostoit v sledu�wem� kak vybrat
 �ti parametry
takim obrazom� qtoby sohranit
 kak mo�no bol
xe informacii
v sisteme s diskretnym vremenem ob ishodno� sisteme s nepre�
ryvnym vremenem�

�� Perehod s predvaritel�no	 informacie	�
Zdes
 budut dany nekotorye opredeleni� i klassiqeskie re�

zul
taty	

Opredelenie� Govor�t� qto mno�estvo fzkg iz ediniqnogo kruga
� interpol�cionnoe mno�estvo dl� prostranstva H�� esli dl�
proizvol
no� ograniqenno� posledovatel
nosti qisel ak� k �
�� 
� � � � � suwestvuet funkci� f�z� � H� taka�� qto

f�zk� � ak� k � �� 
� � � � � ���

Dl� proizvol
nogo mno�estva fzkg�k��� zk �� �� iz ediniqnogo
kruga� udovletvor��wego uslovi�

�X
k��

��� jzkj� ���

qerez B�z� oboznaqaets� proizvedenie Bl�xke

B�z� �
�Y
k��

zk � z

�� �zkz

jzkj
zk

�
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Dl� proizvol
nogo natural
nogo qisla j po opredeleni�

Bj�z� � B�z�
�� �zjz

zj � z

zj
jzjj �

Snaqala privedem teoremu L	 Karlesona� vkl�qiv v formuli�
rovku original
nu� konstrukci� interpoliru�we� funkcii�
prinadle�awu� P	 D�onsu� ob interpol�cionnyh posledova�
tel
nost�h v prostranstve H� sm	 ��� str	 ����	

Teorema �L	 Karleson� P	 D�ons�� Mno�estvo fzng�n�� �vl��
ets� interpol�cionnym dl� prostranstva H� togda i tol�ko
togda� kogda

inf
n
jBn�zn�j � �� ���

Seme�stvo funkci�

fj�z� �
�� jzjj�
�� �zjz

Bj�z�

Bj�zj�
�

� exp

��
�C

�X
k�j

�
� 	 �zkzj
�� �zkzj

� � 	 �zkz

�� �zkz

	
��� jzkj��


�
� � ���

gde C � � i j � �� � � � � bylo vvedeno P	 D�onsom ���	 Otmetim�
qto fj�zk� � 	jk� j� k � �� 
� � � �	 Izvestno� sm	 ���� qto

�X
k��

jfk�z�j �M ��� jzj � ��

esli vypolneno uslovie ���	

Teorema �� Pust� fzng � interpol�cionna� posledovatel�nost�
dl� prostranstva H�� udovletvor��wa� uslovi� ���� i pust� pe�
redatoqna� funkci� S���� Re� � �� sistemy s nepreryvnym vre�
menem prinadle�it prostranstvu H�	

Pust� R�z� � peredatoqna� funkci� sistemy s diskretnym vre�
menem� poluqenno
 iz sistemy s nepreryvnym vremenem s pomo�
w�� formuly ���� gde fzkg�k�� � proizvol�na� posledovatel�nost� v
ediniqnom kruge� udovletvor��wa� uslovi� ���� i fj�z�� j � �� � � � �
� funkcii D�onsa ���	
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Togda R�z� � H� i

R�z� �
�X
n��

S�� log zn�fn�z�� jzj � ��

Zametim� qto v perehode� opisannom v teoreme �� informaci�
o sisteme s nepreryvnym vremenem vsegda ter�ets�	 De�stvi�
tel
no� esli o peredatoqno� funkcii S sistemy s nepreryvnym
vremenem izvestno tol
ko� qto S��� � H�� to ee nel
z� vossta�
novit
 po qislam S��k�� k � �� 
� � � �� poskol
ku

�X
k��

Re�k
� 	 j�kj� ���

qto vsegda vypolneno dl� interpol�cionnyh posledovatel
no�
ste�	

Ostavxa�s� qast
 �togo paragrafa posv�wena obsu�deni� vo�
prosa o predvaritel
no� informacii o peredatoqno� funkcii
S���� kotora� obespeqivala by edinstvennost
	

Nam ponadob�ts� sledu�wie �lementarnye svedeni� iz teo�
rii gil
bertovyh prostranstv	 Pust
 x�� x�� � � � � xn � seme�stvo
line�no�nezavisimyh �lementov gil
bertova prostranstva H	
Edinstvenny� �lement yn iz H s minimal
no� normo�� udovle�
tvor��wi� uslovi�m

�yn� xk� � �ck� k � �� � � � � n�

gde c�� � � � � cn � zadannye kompleksnye qisla� dopuskaet predsta�
vlenie

yn �
�

G�x�� � � � � xn�
det�An�� ���

gde

An �



BB�

� x� 	 	 	 xn
c� �x�� x�� 	 	 	 �x�� xn�
			

			
	 	 	

			
cn �xn� x�� 	 	 	 �xn� xn�

�
CCA

i

G�x�� � � � � xn� � detj�xi� xj�ji�j���n

� opredelitel
 Grama	
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Oboznaqim qerez D�
�� � � 
 � �� prostranstvo analitiqe�

skih v pravo� poluploskosti funkci� iz prostranstva H�� dl�
kotoryh

�Z
��

�Z
�

jf ��x	 iy�j�x�dxdy ���

Po teoreme P�li�Vinera �sm	 ���� imeem

f�z� �

�Z
�

e�ztF �t�dt� Re z � ��

Tak kak f�z� � D�
�� poluqaem

�Z
�

jF �t�j��� 	 t��
���
� dt ���

V prostranstve D�
� vvedem skal�rnoe proizvedenie

�f� g�� �

�Z
�

F �t� �G�t��� 	 t��
���

� dt�

gde f�z� i g�z� � preobrazovani� Laplasa funkci� F �t� i G�t�	
Vvedem special
nu� funkci�

K��z� �
z�


���
p
���
	 ��
�

�Z
�

e�xz�� 	 x�������dx�

Zametim� qto dl� proizvol
nogo z� Re z � �� imeem

f�z� � 
���
p
���
	 ��
�

�
f�w��

K������w 	 z�

�w 	 z������

	
�

�

Opredelenie� Pust
 
 � f�ng�n�� � posledovatel
nost
 v pra�
vo� poluploskosti i 
� � � 
 � �� � fiksirovannoe qislo	 Vve�
dem oboznaqenie

���iy�
� � inf
n

j�n � iyj
�Re�n��

� �� � y ���
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Pri 
 � � qislo ���iy�
� �vl�ets� rassto�niem ot toqki iy do
mno�estva 
	 V sluqae 
 � � imeem

���iy�
� � �

pri vseh �� � y ��	
Analog teoremy � dl� funkci�� opredelennyh v ediniqnom

kruge� mo�no na�ti v ���� teorema � dokazyvaets� tem �e sposo�
bom	

Teorema �� Pust� funkci� f � H� ne ravna to�destvenno nul�
i

�Z
��



� �Z

�

jf ��x 	 iy�j�x�dx
�
Ady ���

gde � � 
 � �� Pust� 
 � mno�estvo nule
 funkcii f 	 Togda

�Z
��

ln� ���
�
�iy�
�

dy

� 	 y�
� ���

Okazyvaets�� qto v ramkah �tih konstrukci�� voobwe govo�
r�� nevozmo�no dobit
s� togo� qtoby peredatoqna� funkci� po�
luqa�we�s� sistemy s diskretnym vremenem byla ograniqen�
no�	 Estestvenno voznikaet vopros� mo�no li dobit
s� �togo�
esli nalo�it
 dopolnitel
nye uslovi� na peredatoqnu� funk�
ci� sistemy s nepreryvnym vremenem� �elatel
no� qtoby �ti
dopolnitel
nye uslovi� byli kak mo�no slabee	 Po�tomu v sle�
du�we� teoreme parametr 
 dol�en byt
 blizok k �	 Dl� bolee
tonkih seme�stv vesov takih� kak �� 	 x� log��
 	 x�� x � �� �tot
vopros ostaets� otkrytym	

Teorema �� Pust� peredatoqna� funkci� S����Re � � �� sistemy
s nepreryvnym vremenem prinadle�it prostranstvu H� i

�Z
��

�Z
�

jS��x 	 iy�j�x�dxdy ���

gde � � 
 � �	 Togda suwestvuet posledovatel�nost� f�ng�n���
Re�n � �� taka�� qto perehod� osnovanny
 na formule ���� gde fj�z�
� funkcii D�onsa ���� daet sistemu s diskretnym vremenem s pe�
redatoqno
 funkcie
 R�z� � H�� jzj � ��
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Funkci� S��� mo�et byt� vosstanovlena edinstvennym obra�
zom po R�z�	 Dl� �togo v formule ��� polo�im

xk �
K�������k 	 z�

��k 	 z������
� k � �� � � � � n�

i

ck �
R�zk�


���
p
���
	 ��
�

� k � �� � � � � n�

gde zk � e��k � i postroim posledovatel�nost� yn � D�
�	 Togda pre�

del funkci
 yn po norme prostranstva D�
� est� funkci� S���	

Dokazatel�stvo� Dostatoqno postroit
 interpol�cionnoe mno�
�estvo dl� H�� kotoroe ne udovletvor�et uslovi�m iz teoremy
�	

Pust
 
 � qislo takoe� qto

� 	 




� 
 � ��

Pust
 �nk � 
�n 	 ik
��n� gde n � �� 
� � � � i k � �� 
� � � � � �
�n��
Horoxo izvestno� sm	 ��� str	 ����� qto mno�estvo 
 � f�nkg

�vl�ets� interpol�cionnym togda i tol
ko togda� kogda suwe�
stvuet konstanta a � � taka�� qto�����lm � �kn

��lm 	 �kn

���� � a � �

pri vseh �n� k� �� �l�m�� i dl� l�bogo kvadrata

Q � fx	 iy� � � x � 	� jy � y�j � 	g
imeet mesto neravenstvoX

�kn�Q

Re�kn � A	�

gde a�A ne zavisit ot y� i ot 		
Esli m � n i k �� l� imeem�����ml � �nk

��ml 	 �nk

����
�

�
�k � l��

�k � l�� 	 ���n��n
� �

�
�

esli m �� n� to �����ml � �nk
��ml 	 �nk

����
�

�
�

�n � 
�m


�n 	 
�m

	�

� �

�
�
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Dalee� imeem

X
�kn�Q

Re�kn � 
	
�X

n�	lg�
�
�




������n � A	�

gde A � konstanta	
Pust
 � � nekotoroe qislo� dl� kotorogo

� 	 




�

� 	 




	 � � 
�

Vvedem oboznaqenie

�kn � fiy� jy � k
��nj � 
�� ���
�

���ng�
gde n � �� 
� � � � i k � �� 
� � � � � �
�n�	 Legko videt
� qto dl� vs�kogo
y � ��� �� imeem

iy �
	��n
�
k��

�kn�

esli n � dostatoqno bol
xoe qislo	
S drugo� storony� spravedlivy neravenstva

� ���

�

�iy�
� � jiy � �
�n 	 ik
��n�j
 ���
�

n � 
��n���

gde iy � �kn i n � bol
xoe qislo	 Takim obrazom� dl� proiz�
vol
nogo n verna ocenka

�Z
��

ln� ���
�
�iy�
�

dy

� 	 y�
� ��� �n�

�Z
�

dy

� 	 y�
�

Sledovatel
no�

�Z
��

ln� ���

�

�iy�
�
dy

� 	 y�
� ���


� Perehod bez poteri informacii�
V �tom paragrafe vmesto funkci� ��� budet postroeno novoe

seme�stvo funkci�� kotoroe pozvolit osuwestvit
 perehod bez
poteri informacii	 V takom sluqae vsegda budet poluqat
s�
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sistema s diskretnym vremenem� peredatoqna� funkci� kotoro�
neograniqena	

Zadaqa sostoit v takom vybore parametrov perehoda� qtoby
peredatoqna� funkci� poluqenno� sistemy s diskretnym vreme�
nem byla kak mo�no bli�e k H�	 Rassmotrim fiziqeski� smysl
tako� postanovki voprosa	 Sistema s neograniqenno� peredatoq�
no� funkcie� dol�na imet
 beskoneqny� istoqnik �nergii	 Tem
ne menee� esli na vhod tako� sistemy podat
 signaly fxng��� dl�
kotoryh xn � �� jnj � N � to pri obrazovanii sootvetstvu�wego
vyhodnogo signala uqityvaets� tol
ko qast


SN �z� �
NX

k��N

gkz
k

peredatoqno� funkcii

S�z� �
�X

k���

gkz
k

zadanno� sistemy	 Takim obrazom� qem luqxe ocenka funkcii
S�z�� tem medlennee normy jjSN jj� rastut pri uveliqenii N 	
Grubo govor�� �to oznaqaet� qto mo�no dobit
s� trebuemo� po�
grexnosti vyqisleni� vyhodnogo signala� pri �tom oceniva�
neobhodimye zatraty �nergii	

Teorema 
� Pust� h�t� � 
� t � �� � proizvol�na� ubyva�wa�
neograniqenna� funkci�	 Togda suwestvuet posledovatel�nost�
zn� n � �� 
� � � � � v ediniqnom kruge� dl� kotoro


�X
n��

��� jznj� ���

i suwestvu�t analitiqeskie funkcii fk�z�� jzj � �� udovletvor��
�wie uslovi�m fj�zk� � 	jk� j� k � �� 
� � � � � i

�X
k��

jfk�z�j �Mh��� jzj�� jzj � ��

Dl� proizvol�no
 ograniqenno
 posledovatel�nosti cn� n �
�� 
� � � � � analitiqeska� funkci�

f�z� �
�X
k��

ckfk�z�
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rexaet interpol�cionnu� zadaqu

f�zn� � cn� n � �� 
� � � � �

i
jf�z�j �M�h��� jzj�� jzj � ��

Dokazatel�stvo� Pust
 mn� n � �� 
� � � �� � vozrasta�wa� posle�
dovatel
nost
 polo�itel
nyh qisel� priqem mn � nmk� esli
n � k� i

�
�X
n��

jzjmn � lnh��� jzj�� jzj � ��

Polo�im

rn � �� �

mn
� n � �� 
� � � � �

Interpol�cionnoe mno�estvo sostoit iz toqek

zn�k � rne
��ik
mn � k � �� � � � �mn� n � �� 
� � � � � ���

Imeem
�X
n��

mnX
k��

��� jzn�kj� � 	��

Qerez C�z� oboznaqim funkci�

C�z� �
�Y
n��

��
�

z
rn

�mn

�� �zrn�mn

� jzj � ��

Iz sledu�wih formul vyteka�t shodimost
 �togo beskoneq�
nogo proizvedeni� i ocenka dl� veliqiny funkcii C�z��

jC�z�j �
�Y
n��

������ zmn
r�mn

n � rmn

n

�� �zrn�mn

���� �

�
�Y
n��

�
� 	 jzjmn

r�mn

n � rmn

n

�� rmn

n

	
�

�Y
n��

�� 	 jzjmn�� 	 r�mn

n �� �

�
�Y
n��

�� 	 �jzjmn� � expf�
�X
n��

jzjmng � h��� jzj�� jzj � ��



O VZAIMOSV�ZI SISTEM ��

Dl� funkci�

Cm�z� �
�� zrm
�� z

rm

C�z�� m � �� 
� � � � �

imeem

jCk�rk�j �


�k��Y

n��

�
rk
rn

�mn � �

�� �rkrn�mn

�
A ��� r�k�mk

�� r�mk

k



� �Y

n�k��

��
�
rk
rn

�mn

�� �rnrk�mn

�
A �

�
�
�Y
n��

��� �rkrn�
mn �

��� k��Y
n��

��
rk
rn

	mn

� �

	 �Y
n�k��

�
��

�
rk
rn

	mn
	

� c�

k��Y
n��

�
�rmk

k �
mn

mk

rmn

n
� �

�
�Y

n�k��

�
�� �rmk

k �
mn

mk

rmn

n

��
�Y
n��

��� �r�rn�
mn �

���

�

Prinima� vo vnimanie� qto mn � nmk pri n � k i lim
n��

rmn

n � e���
poluqaem

jCk�rk�j � c��e
�� �

k � ��k��
�Y

n�k��

��� e��n�� k � �� 
� � � � �

Takim obrazom� r�d
�X
k��

�

jCk�rk�j
shodits�	

Vvedem oboznaqenie

fn�k�z� �

�
�� r�n

�� �zn�kz

	�
Cn�ze

�
��ik
mn �

Cn�rn�
� � �

Dl� proizvol
no� pary �n� k� imeem

fn�k�zn�k� � ��

a dl� l�byh razliqnyh par �n� k� �� �p� q� imeem

fn�k�zp�q� � ��

Dalee� pri jzj � � spravedlivy neravenstva

�X
n��

mnX
k��

jfn�k�z�j �
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� h

�
�� jwj




	 �X
n��

�

jCn�rn�j

�
�

mn

mnX
k��

�� r�n
j�� �zn�kzj�

�
� Ch��� jwj��

gde C � konstanta	
Sledovatel
no� rexenie interpol�cionno� zadaqi mo�et byt


zapisano v vide

f�z� �
�X
n��

mnX
k��

cn�kfn�k�z��

Pust
 fzkg � posledovatel
nost
 razliqnyh toqek v D� priqem

�X
k��

��� jzkj� ���

Opredelim posledovatel
nost
 funkci� fgkg formulami

g��z� �

p
�� jz�j�
�� �z�z

i

gk�z� �

p
�� jzkj�
�� �zkz

k��Y
j��

z � zj
�� �zkz

� k � 
� �� � � � �

Dokazatel
stvo sledu�we� klassiqesko� teoremy mo�no na�ti
v ��� str	 ����	

Teorema �Walsh J� L��� Funkcii fgk�z�g obrazu�t ortonormiro�
vanny
 bazis v prostranstve H�	 Dl� l�bo
 funkcii f � H� ime�
ets� razlo�enie

f�z� �
�X
k��

ckgk�z�� ��!�

gde r�d shodits� po norme prostranstva H�� i ka�dy
 ko�ffici�
ent ck opredel�ets� znaqeni�mi f�z��� � � � � f�zk�	

Teorema �� Pust� S��� � H�� Re� � �� � peredatoqna� funkci�
sistemy s nepreryvnym vremenem	 Togda dl� l�bo
 ubyva�we
 ne�
ograniqenno
 funkcii h�t� � �� t � �� suwestvu�t perehod s para�
metrami ��� i seme
stvo funkci
 � � takie� qto

jR�z�j � Ah�� � jzj�� jzj � ��
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gde A � konstanta� a R�z� � peredatoqna� funkci� poluqenno
 si�
stemy s diskretnym vremenem	

Zanumeruem mno�estvo ���� ispol�zu� v kaqestve indeksov na�
tural�nye qisla� t	e	

f�ng�n�� � frne
��ik
mn � k � �� � � � �mn� n � �� 
� � � �g�

Po funkcii R�z� mo�no vosstanovit� peredatoqnu� funkci� S���
edinstvennym obrazom s pomow�� formuly

S

�
�� z

� 	 z

	
� c�

p
�� jw�j�
�� �w�z

	
�X
n��

cn

p
�� jwnj�
�� �wnz

n��Y
k��

z � wk

�� �wkz
�

gde r�d shodits� v prostranstve H� i

wn �
ln�e�n�

ln� e
�n
�
�

Ka�dy
 ko�fficient cn opredel�ets� po znaqeni�m R��k�� k �
�� � � � � n	

Dokazatel�stvo� V kaqestve parametrov perehoda vyberem mno�
�estvo fzn�kg� postroennoe v predyduwe� teoreme� i v kaqestve
seme�stva funkci� voz
mem � �	

Dl� peredatoqno� funkcii poluqenno� sistemy s diskretnym
vremenem imeem

R�zn�k� � S�� ln zn�k��

Takim obrazom� izvestny znaqeni� peredatoqno� funkcii siste�
my s nepreryvnym vremenem S��� v toqkah � � � ln zn�k	 Dalee
nado primenit
 klassiqesku� formulu ��!� i poluqit
 pred�
stavlenie dl� S���� Re� � �	
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Vagharshakyan A� Relationship between discrete and continuous time
systems�

The input and output signals of a continuous�time system can be reg�
istered only at �xed time moments� separated at least by a lap h � �� It
is natural to ask whether the information obtained permits us to restore
the original continuous�time system uniquely� Theoretically� it is possible
to solve this problem� by letting h � � tend to zero� However� the value
of h depends upon technical possibilities� and it is important to solve this
problem for �xed values of h � ��

In this paper we prove that it is possible to organize the passage to
the discrete�time system lossless of information by a suitable choice of
input continuous�time signals� It is desirable� of course� that the result�
ing discrete�time system have bounded transfer function� Here we give
conditions on the continuous�time system that provide that property�
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