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ВВЕДЕНИЕ 

Компактность относится к числу центральных понятий мате­
матики. Особенно важны компактные хаусдорфовы пространст­
ва или компакты. Впервые компактность появилась в математи­
ке как одно из главных топологических свойств отрезка, квад­
рата, сферы и всех замкнутых ограниченных подмножеств 
конечномерных евклидовых пространств. Когда было осознано, 
что именно это свойство ответственно за ряд фундаментальных 
фактов, относящихся к замкнутым ограниченным множествам 
в евклидовых пространствах таких, в частности, как ограничен­
ность и равномерная непрерывность непрерывных функций, 
компактность получила абстрактное определение на языке об­
щей топологии, далеко выходящее за рамки класса метрических 
пространств. Это чрезвычайно расширило сферу действия этого 
понятия (включив в нее, в частности, функциональные множест­
ва весьма общей природы). Уже одно то, что общая топология 
дала адекватный язык для выражения идеи компактности и 
обеспечила естественную среду для гармонического ее разви­
тия, является крупной заслугой этой области математики. Окон­
чательная формулировка общего определения компактности и 
создание основ теории компактных топологических про­
странств— заслуга П. С. Александрова и П. С. Урысона (см. 
[2]). 

В этой статье мы рассмотрим как главные топологические 
аспекты теории компактных пространств, так и основные факты 
и принципы этой теории, связанные с применениями, и кратко 
укажем эти применения. В частности, речь пойдет о таких тео­
ремах, связанных с компактностью, как теорема Вейерштрас-
са—Стоуна, теорема Крейна—Мильмана, теорема Ала-Оглу, 
теорема Гельфанда—Колмогорова, — эти теоремы играют узло­
вую роль в теории функциональных пространств. 

Фундаментальная роль компактности в топологической ал­
гебре также будет освещена. Здесь будут рассмотрены стоу-
новские пространства булевых алгебр, теория характеров и 
понтрягинская теория двойственности для компактных групп, 
вопросы топологического строения компактных групп (диадич-
ность и другие). 

Обозначения и терминология в этой статье такие, как в 
[117] и [!142]. Под пространствами понимаются топологические 
пространства; заранее никаких аксиом отделимости не предпо­
лагается. 



§ 1. Компактность и ее разновидности: отделимость 

1.1. Различные определения компактности. Пространство X 
называется компактным, если из каждого его открытого покры­
тия можно выбрать конечное подпокрытие. Компактные хаус-
дорфовы пространства называются компактами. Мы увидим, 
что влияние аксиомы отделимости Хаусдорфа на свойства ком­
пактных пространств огромно. 

Множество F, лежащее в пространстве X, называется ком-
пактным, если подпространство F пространства X компактно. 
Конечное подмножество любого пространства компактно, а 
дискретное пространство компактно в том и только том случае^ 
если оно конечно. Первый самый узкий (но очень важный) 
круг компактов очерчивает 

Теорема 1. Подмножество F евклидова пространства Rn 

компактно в том и только том случае, если оно замкнуто и огра­
ничено в Rn. 

Интуитивное представление о компактности таково: компакт­
ны те пространства, в которых бесконечным множествам «тес­
но», в которых бесконечные множества вынуждены «накапли­
ваться». При математическом выражении этого представления 
возникают тонкости; заметим, что данное выше определение 
компактности, казалось бы, ничего общего с этим интуитивным 
образом не имеет. 

Скажем, что точка .*; пространства X является точкой пол­
ного накопления для множества АаХ, если каждая окрестность 
Ох точки х пересекается с Л по множеству, равномощному А. 

Теорема 2 (см. [18]). Пространство X компактно в том 
и только том случае, если для каждого бесконечного множества 
АаХ в X найдется точка полного накопления. 

Доказательство этой теоремы основано на теории вполне 
упорядоченных множеств. «Легкая» ее часть опирается на такой 
факт: мощность объединения конечного числа бесконечных мно­
жеств равна мощности самого «мощного» из этих множеств 
(см. [18]). 

Удобна двойственная данному в начале определению харак­
теристика компактности: пространство X компактно в том и 
только том случае, если пересечение каждой центрированной 
системы замкнутых в X множеств непусто. Доказательство оче­
видно. С этой характеристикой связано интуитивное представ­
ление о компактном пространстве, как «абсолютно» полном 
пространстве—пространстве, которое содержит все те точки, 
которые ему «потенциально» близки. Это представление реали­
зуется в следующих фактах. Если пространство X хаусдорфово 
и точка хвХ не изолирована в нем, то семейство замыканий 
окрестностей этой точки на подпространстве Y-X\{x} высе­
кает центрированную систему замкнутых в Y множеств с пус­
тым пересечением. Этим доказана (см. [2]) 
8 



Т е о р е м а 3. В хаусдорфовом пространстве каждое ком­
пактное множество замкнуто. 

П р и м е р 1. Возьмем бесконечное множество X, зафиксиру­
ем в нем точку х* и объявим открытыми в X пустое множество, 
множество X и все те его подмножества, которые содержат точ­
ку х* и имеют конечное дополнение. В получившемся (ком­
пактном) пространстве (X, ТА) компактное множество {х*} 
не только не замкнуто, но его замыкание есть все X. Заметим, 
однако, что X — не ^-пространство (см. [117]). 

П р и м е р 2. На бесконечном множестве X возьмем тополо­
гию Ф~и состоящую из пустого множества и дополнений до все­
возможных конечных подмножеств множества X. Тогда 
(X, 2Г\)—компактное 7>пространство, любое бесконечное 
подмножество которого, отличное от X, компактно и не замк­
нуто, так как замыкания бесконечных множеств в (X, ST\) 
совпадают с X. 

Хаусдорфовы пространства, замкнутые в любом объемлю­
щем хаусдорфовом пространстве, называются Яг-замкнутыми. 
Не всякое Я-замкнутое пространство компактно, однако имеет 
место принадлежащая П. С. Александрову и П. G. Урысону. 

Т е о р е м а 4 (см. [2]). Регулярное ^-пространство Я-зам-
кнуто в том и только том случае, если оно компактно. 

Приведенные результаты и дают основания воспринимать 
компактность, как абсолютную замкнутость. Доказательство 
теоремы 4 может быть основано на следующем критерии 
(см. [2]): 

Т е о р е м а 5. Хаусдорфово пространство X Я-замкнуто в 
том и только том случае, если из любого его открытого покры­
тия можно выделить конечное семейство, множеств U\,..., Uh, 
объединение замыканий которых покрывает X. 

Важной чертой компактности является ее устойчивость от­
носительно многих операций. В частности, каждое замкнутое 
подпространство компактного пространства является компак­
тным (теорема 3 показывает, насколько требование замкнутости 
здесь существенно). Напротив, Я-замкнутость не наследуется 
замкнутыми подпространствами; имеет место следующая тео­
рема М. Стоуна и М. Г. Катетова (см. [117], [144]. 

Т е о р е м а 6. Хаусдорфово пространство X компактно в том 
и только том случае, если каждое его замкнутое подпространст­
во Я-замкнуто. ( 

1.2. Относительная компактность. Одно из важных свойств 
типа компактности — относительная компактность. Часто воз­
никают ситуации, когда бесконечные подмножества множества 
У, лежащего в пространстве X, накапливаются к точкам из Хг 
не обязательно принадлежащим У. Естественно в этом случае 
говорить об относительной компактности множества У в X 
Проще всего было бы определить относительную компактность 



У в X, как компактность замыкания У. Однако наличие в X 
предельных точек для бесконечных подмножеств множества У 
еще не дает нам оснований заключить, что такие точки ̂ най­
дутся для бесконечных множеств, лежащих в «наросте» Y\X. 
Поступают поэтому следующим образом. 

Подмножество У, лежащее в пространстве X, называется 
(относительно) компактным в X, если для каждой центриро­
ванной системы подмножеств множества У пересечение замыка­
ний ее элементов в X непусто. Равносильное условие: каждое 
открытое покрытие пространства X содержит конечное семейст­
во множеств, покрывающее У. Существуют хаусдорфово про­
странство X и множество Ус_Х, компактное в X, такие, что У 
не компактно. 

П р и м е р 3. Возьмем какое-нибудь компактное хаусдорфово 
пространство (X, Т)> в котором есть бесконечное замкнутое 
множество В. Положим Y=X\B и через <£в обозначим семей­
ство всех множеств вида {x}\S(Y[\U), где U&T и xW. Семейст­
во $в—<эв\]Т является базой некоторой топологии Тв на X, 
более сильной, чем Т. Пространство (Х,ТВ) хаусдорфово и 
каждое подмножество множества У имеет то же замыкание в 
(X, Тв), что и в (X, Т). Поэтому У компактно в (X, Тв). 

«Однако В — бесконечное замкнутое дискретное подпространст­
во пространства (X, Тв) и, следовательно, (X, Тв) не ком­
пактно. 

В широком классе пространств вопрос об относительной 
компактности удовлетворительно решается следующим резуль­
татом (см. 018]): 

Т е о р е м а 7. Если X регулярное 7.-пространство и Ус=Х, 
У компактно в X, то У— компактное множество. 

Из теоремы 7 следует, что пространство (Х,ТВ) из при­
мера 3 не регулярно. 

1.3, Счетная компактность. Счетная компактность — разно­
видность компактности на первый взгляд более элементарная, 
чем сама компактность. Это впечатление связано с тем, что 
счетная компактность лежит ближе к поверхности, ее опреде­
ление вовлекает только счетные множества и счетные семейст­
ва множеств; не требуется прибегать к более тонким понятиям 
точки полного накопления и центрированной системы мно­
жеств. По этим причинам счетная компактность возникла ранее 
компактности; однако это понятие оказалось менее удачным. 
Но как одна из граней компактности, как элемент топологичес­
кой техники, счетная компактность весьма важна. Во многих 
конструкциях и ситуациях на первый план выходит вопрос о 
взаимоотношениях между счетной компактностью и компакт­
ностью, об условиях их совпадения (примером может служить 
теорема Гротендика о замыканиях счетно компактных множеств 
в функциональных пространствах—см. подробнее § 7). 
iO 



Пространство X называется счетно-компактным, если для 
любого бесконечного множества AczX найдется точка х$Х9 
каждая окрестность которой содержит бесконечно много точек 
из А (такие точки называют предельными или точками Хо-
накопления для А). Равносильное условие: из каждого счет­
ного покрытия пространства X можно выделить конечно подпо­
крытие. Поэтому пространство компактно в том и только том 
случае, если оно счетно-компактно и финально компактно 
одновременно (см. [117]; напомним, что пространство назы­
вается финально компактным, если из любого его открытого 
покрытия можно выделить счетное подпокрытие). Последнее 
утверждение как раз и ответственно за то, что ранее компакт­
ность называли бикомпактностью. 

Счетную компактность можно определить и следующим 
условием: пересечение любой убывающей последовательности 
{Fn : пШ+} непустых замкнутых множеств непусто. 

Не следует смотреть на счетную компактность только как на 
не развитую форму компактности. В тех математических рас­
суждениях, где построения носят существенно счетный характер 
(так часто бывает в приложениях общей топологии, например, 
в конструкциях функционального анализа), рассуждения с 
обычными сходящимися последовательностями и, соответствен­
но, понятие счетной компактности получают предпочтение. При­
мером может служить теория компактов Эберлейна и компак­
тов, к ним близких (компактов Корсона, Гулько, Талаграна, 
Радона—Никодима). 

П р и м е р 4. Пространство -T(G)I) ординалов, меньших пер­
вого несчетного ординала coi в порядковой топологии, не ком­
пактно: из открытого покрытия пространства r(coi) множества­
ми Га=={р<о>1 : р - ^ а } , где абГ(01), нельзя выделить конечное 
подпокрытие. Так как счетное множество AczT(a>i) имеет в 
T(CDI) точную верхнюю грань и все подпространства Та ком­
пактны, пространство T(coi) счетно компактно. 

.Для метризуемых пространств счетная компактность равно­
сильна компактности. Причина этому не в том, что топология 
метризуемых пространств определяется поведением их счетных 
подмножеств: существуют счетно-компактные, но не компакт­
ные пространства с первой аксиомой счетности и пространство 
r(coi) одно из них. Совпадение счетной компактности и ком­
пактности обеспечивается присутствием тех или иных свойств 
типа паракомпактности, хотя бы и весьма слабых. Один из 
первых результатов этого рода: мета-компактное счетно-ком­
пактное пространство компактно (см. [117]). Метакомпактность 
в этом утверждении можно значительно ослабить, заменив ее, 
например, требованием слабой 66-измельчаемости (см. [99]). 
Приведем один из наиболее общих результатов этого направ­
ления. 
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Счетное семейство & — {\п : пШ+} семейств подмножеств 
пространства X называется сплетением на X, если вместе эти 
семейства покрывают X и при каждом пШ+ каждое V^n от­
крыто в UYn- Пространство X называется чистым (см. [11]), 
если для каждой максимальной центрированной системы £ 
замкнутых в X множеств с пустым пересечением найдется спле­
тение & = {ч<п : nGN+} на X, 6-отделенное от |..в. следующем 
смысле: при каждом пвЫ+ для любого jeGUfn существует счет­
ное подсемейство у\С2% такое, что StT/2(x)П(П'п) = 0 (где 
StT„(*) -=U{f/^Yn • £/Э#}). Имеет место (см. [11]): 

Т е о р е м а 8. Каждое счетно-компактное чистое пространст­
во компактно. 

К числу чистых пространств относятся металинделёфовы 
пространства, субпаракомпактные пространства, слабо 66-из-
мельчаемые пространства, пространства, полные по Хьюитту, и 
пространства с диагональю G6 (см. ' [И], [193]). Теорема 8 
позволяет заключить, что в присутствии любого из этих свойств 
счетная компактность равносильна компактности. 

Остановимся на двух важнейших разновидностях счетно-
компактных пространств. Пространство X называется (неогра­
ниченным, если замыкание каждого счетного множества в X 
компактно; таково, например, пространство Т(сй\). Пространст­
во X называется секвенциально компактным, если из каждой 
последовательности {хп: пШ+} в X можно выделить сходя­
щуюся подпоследовательность. Секвенциально компактными 
являются все счетно-компактные подпространства упорядочен­
ных пространств. И ©-ограниченные пространства, и секвенци­
ально компактные пространства счетно компактны. Но не каж­
дый компакт секвенциально компактен! Каждое счетно-ком­
пактное секвенциальное (см. [117]) пространство секвенциально 
компактно. В дальнейшем Мы встретим ситуации, в которых 
введенные разновидности счетной компактности ведут себя 
по-разному. 

В классе пространств с первой аксиомой счетности (й даже 
в классе секвенциальных пространств) счетная компактность 
равносильна секвенциальной компактности. Для секвенциальной 
компактности тихоновского счетно-компактного пространства X 
достаточно также, чтобы в каждом его непустом замкнутом 
подпространстве У нашлась точка у, в которой пространство У 
удовлетворяет первой аксиоме счетности. 

Отметим, что счетная компактность, о-ограниченность и сек­
венциальная компактность наследуются замкнутыми подпро­
странствами. 

•1.4. Относительная счетная компактность. Естественно ска­
зать, что подмножество У пространства X (относительно) счет­
но-компактно в X, если для каждого бесконечного множества 
AczY найдется в X точка, любая окрестность которой содержит 
бесконечно много точек из А. Это свойство ведет себя более 



капризно, чем относительная компактность: даже в тихонов­
ском пространстве X замыкание относительно счетно компакт­
ного множества может не быть счетно компактным (ср. с тео­
ремой 7). 

П р и м е р 5. Семейство множеств называется квазидизъ­
юнктным, если пересечение любых двух его различных элемен­
тов конечно. Возьмем максимальное квазидизъюнктное семейст­
во {Sa: а£А} бесконечных подмножеств натурального ряда N. 
Можно считать, что Af|N = 0 . На множестве X=A\JN определим 
топологию требованиями: все точки множества N изолированы 
в X, а произвольная базисная окрестность любой точки а£А 
состоит из точки а и всех точек множества Sa, за исключением 
конечного числа. Пространство X — тихоновское, множество N 
счетно-компактно в X и всюду плотно в X, но само пространст­
во X не счетно-компактно, так как А —его бесконечное замкну­
тое дискретное подпространство. Пространство X, кроме того, 
локально компактное, локально метризуемое и моровское. Во­
прос об условиях, при которых замыкание счетно-компактного 
в X множества является счетно-компактным подпространством 
пространства X, имеет существенное значение, в частности, для 
функционального анализа (см. [101], [149]) (теорема Гротен-
дика, компакты Эберлейна и т. д.). 

В связи с примером 5 естественно возникает понятие счетно-
пракомпактного (или слабо счетно-компактного) пространст­
ва— как пространства X, в котором есть всюду плотное счетно-
компактное во всем X подпространство. Большинство результатов 
о счетно-компактных пространствах переносится на счетно-
пракомпактные пространства (см., в частности, [14]). Постро­
енное в примере 5 пространство X счетно-пракомпактно, но не 
счетно-компактно. Так как N счетно, каждое бесконечное под­
множество множества N имеет точку полного накопления в X 
Тем не менее, по теореме 7 § 2, множество N не компактно в 
X Таким образом, теорема 2 § 1 не переносится на случай от­
носительной компактности. 

1.5. Псевдокомпактные пространства. Одно из важных 
свойств (в частности, для применений) компактных и счетно-
компактных пространств таково: каждая непрерывная вещест­
венная функция на таком пространстве ограничена и прини­
мает наибольшее и наименьшее значения. Тихоновские про­
странства с этим свойством называют псевдокомпактными. Вот 
простой внутренний критерий псевдокомпактности (см. [117]): 

Т е о р е м а 9. Тихоновское пространство X псевдокомпактно 
в том и только том случае, если каждое дискретное семейство 
непустых открытых множеств в X конечно. 

Как и счетная компактность, в присутствии многих свойств 
типа паракомпактности и метризуемости псевдокомпактность 
становится равносильной компактности. Скотту и Ватсону 
принадлежит (см. [177], |[198]). 
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Т е о р е м а 10. Каждое метакомпактное псевдокомпактное 
пространство компактно. 

В доказательстве теоремы 10 важную роль играют следу­
ющие два факта: 

Т е о р е м а 11. Каждое псевдокомпактное пространство X 
обладает свойством Бэра: пересечение счетного семейства всю­
ду плотных открытых множеств в X всюду плотно. 

П р е д л о ж е н и е 1. Множество точек локальной конечности 
произвольного точечно конечного открытого покрытия псевдо­
компактного пространства X всюду плотно в X (и открыто). 

Псевдокомпактные металинделёфовы пространства (в отли­
чие от счетно-компактных металинделёфовых пространств) мо­
гут не быть компактными (Д. Б. Шахматов, Ватсон, см. [81]). 
Если псевдокомпактное пространство уплотняется на метризу-
емое, то оно тоже метризуемо и, по теореме 10, компактно 
(Н. В. Величко, см. [14]). 

Псевдокомпактность и счетная компактность воспринимают­
ся первоначально как очень близкие свойства. Например, для 
нормальных Ti-пространств псевдокомпактность и счетная ком­
пактность равносильны. Оказалось, однако, что псевдокомпакт­
ность— намного более широкое понятие в классе тихоновских 
пространств и что псевдокомпактность ведет себя в ряде кон­
струкций совершенно не так, как компактность или счетная 
компактность. В основе различий между этими понятиями тот 
факт, что псевдокомпактность не наследуется замкнутыми под­
пространствами псевдокомпактных пространств. Насколько 
сильно нарушается принцип «наследования», видно из следу­
ющих двух утверждений (см. [117]): 

П р е д л о ж е н и е 2. Тихоновское пространство счетно-ком­
пактно в том и только том случае, если каждое его замкнутое 
подпространство псевдокомпактно. 

Т е о р е м а 12 (Нобл, [162]). Каждое тихоновское простран­
ство вкладывается в качестве замкнутого подпространства в 
псевдокомпактное тихоновское пространство. 

Не будет преувеличением сказать, что теорема 12 высвечи­
вает пропасть между понятиями счетной компактности и псев­
докомпактности. Теорема 12 приводит к группе задач, которым 
можно дать следующую единую формулировку: для каких 
классов й5 топологических пространств верно, что каждое про­
странство из класса 9* вкладывается в качестве замкнутого 
подпространства в некоторое псевдокомпактное пространство 
со свойством 9*7 Некоторые результаты этого рода мы приво­
дим далее. См. также работы Белла, М. В. Матвеева [43J, 
Д. Б. Шахматова [81]. 

Еще одно свойство псевдокомпактности, резко отличающее 
ее от компактности и счетной компактности, демонстрирует 
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П р е д л о ж е н и е 3. Если подпространство У тихоновского 
пространства X псевдокомпактно, то и любое подпространство 
Z такое, что YczZczY, тоже псевдокомпактно. 

Связь псевдокомпактности и относительной компактности 
такова: 

П р е д л о ж е н и е 4. Если подмножество Y тихоновского 
пространства X счетно-компактно в X, то пространство Y 
псевдокомпактно. 

Тем более, пространство псевдокомпактно, если в нем есть 
всюду плотное, счетно-компактное (в себе) подпространство. 

С л е д с т в и е 1. Каждое счетно-пракомпактное тихоновское 
пространство псевдокомпактно. 

В частности, пространство X из примера 5 псевдокомпактно. 
Кроме того, X — локально компактное моровское пространство, 
Следовательно, не каждое псевдокомпактное моровское про­
странство метризуемо — тем более, не каждое псевдокомпакт­
ное пространство с диагональю G6 метризуемо (см. [18]). 

Не всякое псевдокомпактное пространство и счетно-праком-
пактно (см. [81]). 

1.6. Свойства типа компактности и отделимость. В присут­
ствии компактности соотношения между аксиомами отделимо­
сти существенно упрощаются. Имеет место (см. [117]) 

Т е о р е м а 13. Каждое компактное хаусдорфово простран­
ство нормально. 

Тем более, каждый компакт является тихоновским про­
странством. Этот факт особенно важен, так как тихоновость, в 
отличие от нормальности, наследуется любыми подпро­
странствами. Он означает, что каждое подпространство ком­
пакта является тихоновским пространством. 

На счетно-компактные хаусдорфовы пространства теоре­
ма 13 не распространяется: они могут быть не только ненор­
мальными, но и нерегулярными. 

Т е о р е м а 14 (Вон, см. [193]). Каждое счетно-компактное 
хаусдорфово пространство с первой аксиомой счетности регу­
лярно. 

Усилить заключение до тихоновости здесь нельзя. Полезна 
Т е о р е м а 15. Каждое локально компактное хаусдорфово 

пространство является тихоновским. 
Существует локально компактное счетно-компактное хаус­

дорфово пространство, которое не нормально (см. [117]). Од­
нако если локально компактное хаусдорфово пространство 
нормально, то как показывают самые последние результаты 
(см. Балог [90], Доу), то совместимо с системой аксиом ZFC 
считать, что такое пространство коллективно нормально. 
С другой стороны, из коллективной нормальности локально 
компактного хаусдорфова пространства еще не следует ни па­
ракомпактность, ни метакомпактность (пример — пространство 
/•(ом) всех счетных ординалов). Однако имеет место 
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Т е о р е м а 16, Каждое локально компактное паракомпакт-
ное хаусдорфово пространство сильно паракомпактно. 

<\ Пространство X распадается в свободную сумму окомпакт 
ных (тем более, линделёфовых) пространств (см. [117]). > 

1.7. Звездные характеристики счетной-компактности и 
рсевдокомпактности. Пусть у—семейство множеств в прост­
ранстве X и АаХ* Напомним, что множество StY(.A)—= 
= U{U£y-U Г)А=£0} называется звездой множества А отно­
сительно у (см. [117]). По рекурсии относительно n&l* опре­
деляем теперь (п + 1)-кратную звезду множества А относи­
тельно у, как множество St"4"*1 (A) = $ty(Sty(A)). В частности, 
множества St̂  (А) и Sty (А) будем называть двойными и трой­
ными звездами. Вместо St^dx}), где xQX, пишут St? (л:). 
"* Каждое покрытие у пространства X порождает более круп­
ные покрытия этого пространства—семейства St" (Y) =» 
={Sty(x):xQX}, где п£Ы+. Кроме того, естественно согласиться, 
что St°(y)=v. Если у — открытое покрытие, то и все Stn(7)— 
тоже открытые покрытия. 

Пространство X называется п-псевдокомпактным, где nGN, 
если для каждого его открытого покрытия у из покрытия Stn(y) 
можно выделить конечное подпокрытие пространства X. Если 
для каждого открытого покрытия у пространства X существует 
n£N такое, что из Stn("y) можно выделить конечное подпокры­
тие пространства X, то X называется оо-псевдокомпактным 
пространством. 

Ясно, что О-псевдокомпактность совпадает с компакт­
ностью. Хьюстону принадлежит (см. [117]). 

Т е о р е м а 17. Регулярное 7>пространство счетно-компакт­
но в том и только том случае, если оно 1-пеевдокомпактно. 

Теорию n-псевдокомпактных пространств развил М. В. Мат­
веев (см. [43]). Им получена неожиданная 

Т е о р е м а 18. Для любого тихоновского пространства X 
следующие условия равносильны: а) X псевдокомпактно; 
б) X 3-псевдокомпактно; в) X n-псев до компактно для некото­
рого щ г) X оо-псевдокомпактно. 

Итак, на самом деле есть только четыре вида п-псевдоком-
пактности: О-псевдокомпактность (т. е. компактность), 1-псев-
докомпактность (счетная компактность), 2-псевдокомпактность 
и 3-псевдокомпактность (т. е. псевдокомпактность). М. В. Мат­
веев получил интересный результат о положении счетной пра-
компактности по отношению к этой системе понятий: каждое 
тихоновское счетно-пракомпактное пространство 2-псевдоком-
пактно. Им же построено локально компактное хаусдорфово 
2-псевдокомпактное пространство, которое не счетно-праком-
пактно и указано псевдокомпактное, но не 2-псевдокомпактное 
пространство. Заметим, что теорему 12 можно усилить следу­
ющим образом: каждое тихоновское пространство Y вклады-
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вается в качестве замкнутого подпространства в тихоновское 
пространство X, содержащее всюду плотное счетно-компактное 
подпространство; тем более, X при этом счетно-пракомпактно и 
2-псевдокомпактно. 

§ 2. Компактность и операция произведения 

Операция произведения топологических пространств обна­
руживает ярче всего преимущество «настоящей» компактности 
перед счетной компактностью, псевдокомпактностью и другими 
свойствами типа компактности: компактность мультипликатив­
на, причем без ограничений на мощность семейства сомножите­
лей-и на отделимость в них, а прочие свойства типа компакт­
ности могут разрушаться уже при перемножении двух про­
странств, при возведении в квадрат. 

2.1. Теорема Тихонова о компактности произведения. Воз­
можно, самой важной теоремой общей топологии и одной из 
основных теорем всей математики является следующая теорема 
А. Н. Тихонова (см. [117]): 

Т е о р е м а 1. Топологическое произведение любого множе­
ства компактных пространств компактно. 

Аксиома отделимости Хаусдорфа также сохраняется при 
перемножении; поэтому произведение любого множества ком­
пактов является компактом. 

В силу теоремы 1, компактами являются обобщенные кан-
торовы дисконтинуумы Dx — произвольные степени дискретно­
го двоеточия D=={0,1}, и тихоновские кубы Iх— любые степени 
отрезка ./=-{0, 1]. Однако теорема 1 не только позволяет по­
строить интересные и важные примеры компактов; она позво­
ляет дать полное «конструктивное» описание класса компак­
тов: 

Т е о р е м а 2 (см. [117]). Компактами являются те и только 
те пространства, которые гомеоморфны замкнутым подпростран­
ствам тихоновских кубов /т. 

Не менее важна следующая теорема А. Н. Тихонова, содер­
жащая полное описание тихоновских пространств: 

Т е о р е м а 3 (см. [117). Пространство X является тихонов­
ским в том и только том случае, если оно гомеоморфно под­
пространству некоторого тихоновского куба. Iх. 

Теорема 3 лежит в основе теории компактных хаусдорфовых 
расширений тихоновских пространств (см. § 6). 

Применяя теорему 1, можно получить ряд тонких примеров 
и не компактных топологических пространств. Так, выкидывая 
из куба Iх при т Ж о произвольную его точку х, мы получаем 
«проколотый» тихоновский куб Iх (—-) — локально компактное 
псевдокомпактное пространство, которое не счетно компактно 
и, следовательно, не нормально (в Iх к каждой точке сходится 
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последовательность из ее дополнения). Несколько более об­
щий пример строится так. 

П р и м е р 1. Пусть А — несчетное множество, / а=/=|[0, 1] 
для каждого а«5Л и /А = П{/а : а&4} — тихоновский куб. Для 
каждого BczA через /в(0) обозначим подпространство 
{х£1л : ха~=0 для всех а£Л\.В} куба 1А, называемое В-гранью 
этого куба. Зафиксируем теперь множество BczA, мощность 
которого меньше мощности А, и выкинем из куба 1А грань 
/ в ( 0 ) . Получившееся пространство YB открыто и всюду плот­
но в 1Л. Более того, каково бы ни было множество В'аА мощ­
ности, меньшей мощности Л, при естественном проецировании 
яв ' : 1А-^1В' множество YB отображается на все пространство 
1В/ (так как B\JB'¥=A). Следовательно, пространство YB псев-
докомпактно и локально компактно. 

Рассмотрим произвольное тихоновское пространство X На 
основании теоремы 3 можно подобрать множества А я В в 
примере 1 так, чтобы X было подпространством грани / в (0) . 
Положим Хв-=Ув[Д. Так как множество /Б(0) замкнуто в 
1Л

У X замкнуто в пространстве Хв. Очевидно, YBczXBa:IA и YB 
всюду плотно в Хв. Следовательно, пространство Хв тоже псев-
докомпактно. Доказана тем самым теорема 12 § 2: каждое ти­
хоновское пространство вкладывается в качестве замкнутого 
подпространства в псевдокомпактное пространство. 

2.2. Произведения счетно-компактных пространств. В этом и 
следующих пунктах мы заранее предполагаем пространства ти­
хоновскими, хотя это и не везде существенно. 

Легко проверяется, что произведение компактного про­
странства и счетно-компактного пространства всегда счетно-
компактно. Однако произведение уже двух счетно-компактных 
пространств может не быть счетно-компактным и даже псевдо­
компактным (Новак, Терасака, см. [117] и [193]). Сейчас 
остается открытым вопрос, можно ли в рамках системы ак­
сиом ZFC построить счетно-компактную топологическую груп­
пу, квадрат которой не счетно-компактен. В. И. Малыхин пока­
зал (см. [40]), что существование такой группы совместимо с 
ZFC. В связи с этим особенный интерес представляет вопрос: 
при каких условиях счетная компактность становится мульти­
пликативной? 

Т е о р е м а 5 (см. [193]). Произведение любого множества 
со-ограниченных пространств является «-ограниченным и, 
следовательно, счетно-компактным пространством. 

Другой результат этого рода: 
Т е о р е м а 6 (см. [117]). Произведение любого счетного 

множества секвенциально компактных пространств является 
секвенциально компактным и, тем более, счетно-компактным 
пространством. 

Произведение счетно-компактного пространства и счетно-
компактного ^-пространства (в частности, счетно-компактного 
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секвенциального пространства) счетно-компактно (см. [П7])г 
Кроме того, произведение счетно-компактного пространства 

и секвенциально компактного пространства всегда счетно-ком­
пактно (Мрувка, см. [117]). Фролик построил пример счетно-
компактного пространства X, все конечные степени которого 
счетно-компактны, тогда как счетная его степень Х^° не счет­
но-компактна и даже не псевдокомпактна (см. [193]). Тонкий 
результат был получен Скарборо и А. Стоуном (см. [117]): 

Т е о р е м а 7. Произведение семейства мощности не боль­
шей, чем Кь секвенциально компактных пространств является 
счетно-компактным пространством. 

Напомним, что не каждый компакт секвенциально компак­
тен— например, тихоновский куб / с , где с=2^°» н е секвен­
циально компактен (он содержит топологическую копию стоун-
чеховского расширения §N натурального ряда). Ответ на 
вопрос о секвенциальной компактности пространств D^1 и 
1^1 не зависит от аксиом теории множеств (Бус, см. [117]). 

2.3.Произведения псевдокомпактных пространств. Из ре­
зультатов предыдущего пункта ясно, что произведение двух 
псевдокомпактных пространств может не быть псевдокомпакт­
ным. Однако имеет место 

Т е о р е м а 8 (Тамано, см. [117]). Произведение псевдоком­
пактного пространства на псевдокомпактное ^-пространство 
псевдокомпактно. 

С л е д с т в и е 1. Произведение псевдокомпактного простран­
ства на компакт является псевдокомпактным пространством. 

С л е д с т в и е 2. Произведение псевдокомпактного простран­
ства и псевдокомпактного секвенциального пространства псев­
докомпактно. 

Т е о р е м а 9 (см. [117]). Произведение псевдокомпактного 
пространства и секвенциально компактного пространства псев­
докомпактно. 

Приведенные результаты параллельны результатам о счет­
ной компактности. Напротив, следующий яркий и неожиданный 
результат Комфорта и Росса специфичен: 

Т е о р е м а 10 (см. [106]). Произведение любого множества 
псевдокомпактных топологических групп является псевдоком­
пактной топологической группой. 

Каждая псевдокомпактная группа гомеоморфна всюду плот­
ному подпространству тихоновского куба / \ при подходящем х 
(см. [J105]). Поэтому пространство псевдокомпактной группы 
х-метризуемо (см. [83]). Теперь теорему 10 можно вывести из 
следующего результата А. Ч. Чигогидзе (см. [75]): 

Т е о р е м а 11. Произведение любого множества псевдоком­
пактных х-метризуемых пространств псевдокомпактно. 

К сожалению, не существует хорошей внутренней характе­
ристики тех счетно-компактных пространств X, произведение 
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которых на любое счетно-компактное пространство счетно ком­
пактно (см. [193]). 

2.4. Тотальная счетная компактность и тотальная псевдо­
компактность. В этом пункте рассматриваются только хаусдор-
4>овы пространства. Секвенциально компактные пространства 
и со.-ограниченные пространства обладают общим свойством, 
которое мы сейчас выделим. Пространство X называется 
тотально счетно-компактнъЫ, если для каждого бесконечного 
множества АаХ найдется бесконечное подмножество BczA, 
замыкание которого в X компактно (см. [193]). Заметим, что 
в отличие от счетной компактности и согограниченности, у то­
нальной счетной компактности нет удобного описания на языке 
•открытых покрытий. Одно из преимуществ тотальной счетной 
компактности перед секвенциальной компактностью — в том, 
"что каждое компактное пространство тотально счетно-компакт­
но, Пример счетно-компактного тихоновского пространства, 
которое не тотально счетно компактно, приведен в п. 2.2. 

Напомним, что k-лидер пространства (X, &~) определяется, 
как множество X, наделенное сильнейшей из всех тополо­
гий ЭГ' на X, порождающих на каждом компактном подпро­
странстве пространства {Х,Т) ту же топологию, что и £Г. При 
этом й-лидер произвольного пространства является ^-простран­
ством. Имеет место 

Т е о р е м а 11 (Нобл, см. [162]). Пространство {Х,&~) то­
тально счетно-компактно в том и только том случае, если его 
&-лидер счетно-компактен. В частности, всякое счетно-компакт­
ное -^-пространство тотально счетно-компактно. 

Т е о р е м а 12 (см. [162]). а) Если X тотально счетно ком­
пактно, а У счетно компактно, то Xy^Y счетно компактно. 

б) Произведение счетного множества тотально счетно-ком­
пактных пространств тотально счетно компактно. 

в) Произведение семейства мощности -^К- тотально счет­
но-компактных пространств счетно-компактно. 

Произведение достаточно большого семейства (например, 
мощности > 2 ^ ° ) тотально счетно-компактных пространств 
может не быть счетно-компактным пространством (см. [193]). 
Совместимо с ZFC считать, что существует и семейство секвен­
циально компактных пространств, произведение которых не 
счетно-компактно. Пока не удалось построить такое семейство 
пространств только средствами системы ZFC. 

Аналогия с тотальной счетной компактностью позволила вы­
делить интересный подкласс в классе псевдокомпактных про­
странств. Тихоновское пространство X называется тотально 
псевдокомпактным, если для каждого бесконечного семейства 
?={f/ a : а£А} непустых открытых в X множеств найдется ком­
пакт Фс=Х, пересекающийся с бесконечным множеством эле­
ментов семейства| (см.'[162]): | {абЛ : ФП^а=т-0}|>Хо. Нобл 
установил следующее (см. [162]): 
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Т е о р е м а 13. а) Произведение псевдо компактного про­
странства и тотально псевдокомпактного пространства псевдо-
компактно. 

б) Произведение любого множества тотально псевдоком­
пактных пространств тотально псевдокомпактно. 

Замкнут относительно операции произведения и класс всех: 
псевдокомпактных пространств, произведение которых на каж­
дое псевдокомпактное пространство псевдокомпактно. 

2,5, Компактность по фиксированному ультрафильтру 
(g-компактность). Значение обобщения счетной компактности,, 
рассматриваемого в этом пункте, связано с тем, что на него в 
полном объеме распространяется теорема Тихонова о произве­
дении. 

Через со* обозначается ниже множество всех свободных 
ультрафильтров на множестве <(о< всех натуральных чисел. Та­
ким образом, если £6со*, то g-максимальная центрированная 
система подмножеств множества со. и f\ls=:0. 

Зафиксируем ££со*. Точку х пространства X назовем ^-пре­
делом последовательности / : со-^Х точек пространства X, если 
какова бы ни была ее окрестность U, множество {пбсо.: f(n)&U} 
принадлежит g. Последовательность f: со->Х называется 
^сходящейся (в X), если для нее существует g-предел в X 

Никакие две различные точки хаусдорфова пространства не 
могут служить g-пределами для одной и той же последователь­
ности точек этого пространства, так как ультрафильтр не мо­
жет содержать непересекающиеся множества. Точка простран­
ства X предельная для последовательности / : со->Х в том и 
только том случае, если она является ее ^-пределом для неко--
торого £6со*. 

Пусть 16,00.*. Пространство X называется ^-компактным, если 
каждая последовательность f : со->Х ^-сходится в X (см. [193]), 
Вот один из главных результатов о g-компактности (см. [193]) г 

Т е о р е м а 14. Каково бы ни было |6со*, произведение лю­
бого семейства |-компактных пространств f-компактно. 

Из теоремы 14 следует, что не каждое счетно-компактное 
пространство |-компактно для некоторого £6о)*: примером мо­
жет послужить любое счетно-компактное пространство У, квад­
рат которого не счетно-компактен. А вот как связаны g-компакт-
ность и со-ограниченность: 

Т е о р е м а 15 (см. [193]). Тихоновское пространство X 
со-ограничено в том и только том случае, если оно ^-компактно 
для всех £6о>*. 

Хотя g-компактность сохраняется операцией произведения, 
для каждого |во>* можно подобрать счетно-компактное тихо* 
новское пространство X и g-компактное тихоновское простран­
ство У такие, что пространство XX У не счетно компактно (да­
же и не псевдокомпактно) (см. [193]). 
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Опишем теперь тотально счетно-компактное пространство, 
которое не g-компактно ни для какого ££со*. Попутно мы полу­
чим ряд других интересных выводов. 

П р и м е р 1. Возьмем стоун-чеховское расширение (3N 
дискретного натурального ряда N (этот замечательный ком­
пакт детально рассматривается в § 6). Для каждого 
xGpNXN через Вх обозначим подпространство ipN\{x} ком­
пакта pN. Пространство Вх тотально счетно-компактно, но не 
ю-ограничено. для любого x6N* = [5N\N — это следует из то­
го, что в pN нет нетривиальных сходящихся последовательно­
стей (см. § 6). Так как (]{ВХ : x£|3N\N} = N, дискретное про­
странство N гомеоморфно замкнутому подпространству произ­
ведения В=ЩВХ : x£pN\N}, а именно его «диагонали», состо­
ящей из точек вида {/г, п,..., п,...}, где пШ. Следовательно, 
пространство В не счетно-компактно. Рассмотрим свободную 
сумму 2е{Вх : х£{Ш\Ы} пространств Вх и присоединим к ней 
одну новую точку г*. На множестве Z=2ffi{JBx : xepN\N}IJ{2*} 
определим топологию требованиями: каждое Вх—открыто-
замкнутое подпространство пространства Z, а базу в точке 2* 
образуют дополнения до объединений конечных семейств мно­
жеств Вх. Получилось тотально счетно-компактное простран­
ство Z, которое не ^-компактно ни для каждого gGoo*. Действи­
тельно, пространство J B ^ = § N \ { ^ } не ^-компактно (последова­
тельность N не имеет g-предела в 5£), но оно является замкну­
тым подпространством пространства Z. 

2*6. 2-произведения компактных пространств. Пусть Х= 
=H{Xa:a£A} — топологическое произведение пространств Ха, 
т — бесконечный кардинал и в J фиксирована точка х* = 
= {ха*:а£Л}. Тогда Лх-произведением пространств Ха с 
центром в точке х* называется подпространство произведения 
X, состоящее из всех точек х={ха : а£А} таких, что мощность 
множества {абЛ : ха^х^} тех координат, на которых точки х 
и х* отличаются, не превосходит х. Обозначается это простран­
ство через 1>хП,{Ха.: а&А}\ центральная точка х* указывается 
отдельно. При т = К 0 St-произведение называется Ъ-щоизведе-
нием и обозначается через Ж1{Ха: а&4}. 

Операция 2-произведения, р отличие от операции произве­
дения, не сохраняет компактности; однако, будучи применена 
к компактным пространствам, она дает счетно компактные (да­
же оо-ограниченные) пространства. Таким образом получается 
широкий запас естественных примеров счетно-компактных про­
странств. В их числе пространство 2ШТ —Е-произведение 
t-экземпляров отрезка /=[0 ,1] с центром в точке 0= 
= { 0 , 0 , . . . , 0 , . . . } . 

Интерес к 2-произведениям связан с тем, что, не сохраняя 
компактности, они могут сохранять другие важные свойства 
топологических пространств, теряющиеся под воздействием • опе-
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рации (полного) произведения. Характерный пример результа­
та этого рода — следующая теорема Нобла (см. [7]): 

Т е о р е м а 16. Е-произведение любого множества про­
странств с первой аксиомой счетности является пространством 
Фреше—Урысона. 

В частности, при любом О К о пространство 2П Iх является 
счетно-компактным пространством Фреше—Урысона, тогда как 
уже куб /Ni не секвенциален (и даже имеет несчетную тесно­
ту). Каждое подпространство пространства ЕП Iх тоже является 
пространством Фреше—Урысона и, тем более, ^-пространством. 
В то же время, в Iх, при подходящем т, можно вложить любое 
тихоновское пространство. 

§ 3. Непрерывные отображения 
компактных пространств 

3.1. Теорема о компактности образа и ее следствия. Одно 
из фундаментальных свойств компактности—ее инвариантность 
относительно непрерывных отображений. 

Т е о р е м а 1. Если / — непрерывное отображение компакт­
ного пространства X на пространство У, то У компактно. 

Аналогичное утверждение справедливо для счетно-компакт­
ных пространств, для псевдокомпактных пространств и практи­
чески для всех свойств типа компактности. При любой попыт­
ке определить аксиоматически, какие топологические свойства 
следует назвать свойствами типа компактности, аксиома сохра­
нения непрерывными отображениями должна быть привлечена. 

Теорема 1 обретает особенную силу в классе хаусдорфовых 
пространств. Если X — компактное пространство, а У — хаус-
дорфово пространство, то при непрерывном отображении 
f : J-^У образ произвольного компактного множества ФаХ яв­
ляется компактным подмножеством пространства У. По теоре­
ме 3 § 1, множество /(Ф) замкнуто в У. Так как каждое 
замкнутое в X множество компактно, мы получаем такой вы­
вод: 

Т е о р е м а 2. Каждое непрерывное отображение компактно­
го пространства X в хаусдорфово пространство У замкнуто, 
т. е. образ f(F) любого замкнутого в X множества F замкнут 
в У. 

П р и м е р 1. Теорема 2 существенно «хаусдорфова»: тожде­
ственное отображение id отрезка [0, 1] с обычной топологией 
на этот же отрезок с канонической Тгтопологией (относитель­
но которой замкнуты только конечные множества и все мно­
жество [0,1]) непрерывно, взаимно однозначно, но не замкну­
то, т. е. обратное к id отображение не непрерывно. 

Теоремы 1 и 2 вместе с теоремой 1, § 1 и теоремой Тихо­
нова о компактности произведения относятся к числу главных 
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принципов, связанных с компактностью; во многом именно они 
ответственны за ту выдающуюся роль, которую компактность 
играет в общей топологии и ее приложениях. 

Приведем несколько важнейших следствий теорем 2 и 1. 
С л е д с т в и е 1. Каждое непрерывное взаимно однозначное 

отображение компактного пространства на хаусдорфово про­
странство является гомеоморфизмом. 

< Действительно, каждое непрерывное замкнутое и взаимно 
однозначное отображение одного пространства на другое яв­
ляется гомеоморфизмом. О 

Два следующих результата связаны с характеристикой ком­
пактов, лежащих в конечномерном евклидовом пространстве 
Еп, как замкнутых и ограниченных в Еп множеств (см. § 1). 

С л е д с т в и е 2. Образ компактного пространства при 
непрерывном отображении в евклидово пространство Еп 

замкнут и ограничен в Еп. 
С л е д с т в и е 3. Каждая непрерывная вещественная функ­

ция на компактном пространстве X ограничена и принимает 
наибольшее и наименьшее значения. 

Последнее утверждение — одно из фундаментальных поло­
жений математического анализа. 

Другой типичный для компактности классический резуль­
тат: каждая непрерывная вещественная функция на компакте 
равномерно непрерывна. Если топология компакта X порожде­
на метрикой ip, то равномерная непрерывность понимается 
обычным образом; в общем же случае, равномерную непрерыв­
ность следует понимать в смысле равномерной топологии. 

Важными свойствами обладает совокупность С(Х) всех 
непрерывных вещественных функций на компакте. На кольце 
С(Х) есть несколько естественных топологий; среди них — 
топология равномерной сходимости и топология поточечной 
сходимости (см. об этом § 7). 

3.2. Непрерывные образы «стандартных» компактов. Имеет­
ся ряд глубоких теорем о представлении компактов как непре­
рывных образов компактов с более простым строением или 
одного, стандартного, компакта. Теоремы такого рода хорошо 
известны в других областях математики; роль их в классифи­
кации математических объектов ясна. 

Начнем с классического результата (П. С. Александров, см. 
[117])-

Т е о р е м а 3. Каждый метризуемый компакт можно пред­
ставить как образ канторова совершенного множества (см. 
[117]) при непрерывном отображении. 

Известно, что канторово совершенное множество гомеоморфно 
счетной степени D™0 дискретного двоеточия D = {0,1}. В связц 
с теоремой 3 естественно возникает вопрос (П. С. Александ­
ров): каждый ли компакт веса ^ т (т. е. обладающий базой 
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мощности --^т) представим в виде непрерывного образа обоб­
щенного канторова дисконтинуума Dx? Марчевский на этот 
вопрос дал отрицательный ответ (см. [117]), в связи с чем 
встала задача описания тех компактов, на которые можно 
непрерывно отобразить какое-нибудь Dx; такие компакты были 
названы диадическими (см. § 6). 

Канторово совершенное множество — нульмерный компакт 
счетного веса. Отрицательное решение задачи П. С. Алексан­
дрова привело к более широким постановкам вопроса; при 
этом было установлено следующее: 

Т е о р е м а 4 (см. [3]). Каждый компакт веса ^ т являет­
ся непрерывным образом нульмерного компакта веса =^т (ле­
жащего в Dx). 

Т е о р е м а 5 (И. И. Паровиченко, см. [53]). Если 2^° = Их-
то существует нульмерный компакт Ф веса 2 , который можно 
непрерывно отобразить на произвольный компакт веса < 2 . 

Неизвестно, можно ли выше опустить предположение, что 

Непрерывные образы отрезка были описаны Ханом и Ма-
зуркевичем (см. [18], [117]). 

Т е о р е м а 6. Связные локально связные метризуемые 
компакты и только они (в классе хаусдорфовых пространств) 
являются непрерывными образами отрезка. 

В частности, отрезок I можно непрерывно отобразить на 
квадрат 1XI (кривая Пеано), на куб /3, на гильбертов куб / . 

3.3. Открытые отображения компактов и размерность. Ко­
нечно, отображения, которые фигурируют в теоремах 3, 4 и 5, 
не открыты — образ нульмерного пространства при непрерыв­
ном отображении, которое одновременно открыто и замкнуто, 
является нульмерным пространством (открыто-замкнутые 
множества переходят в открыто-замкнутые). Особый интерес 
приобретает в связи с этим следующая теорема Б. А. Пасын-
кова (см.[3]): 

Т е о р е м а 7. Каждый компакт можно представить как 
непрерывный образ одномерного компакта при непрерывном 
открытом и замкнутом отображении с нульмерными прообра­
зами точек. 

Поведение размерности при непрерывных открытых отобра­
жениях компактов исследовалось очень основательно. Прежде 
всего, выяснялись условия, при которых она может повышать­
ся. Заметим, что повышающие размерность непрерывные от­
крытые отображения компактов могут представлять интерес 
для теории кодирования. 

Л. В. Келдыш построила непрерывное открытое отображе­
ние трехмерного куба на произвольный куб 1П, где /г>Зу 
при котором прообразы всех точек связны (см. [3]). Другой 
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тонкий пример Л. В. Келдыш —непрерывного открытого ото­
бражения одномерного компакта на квадрат с нульмерными 
прообразами точек (см. [35])—играет фундаментальную роль 
в доказательстве теоремы 7 (см. [3]). 

3.4. Факторизационная теорема Мардешича. 
Т е о р е м а 8 (см. [3]). Пусть f : X-+Y — непрерывное отобра­

жение конечномерного (в смысле dim) компакта X на компакт 
У. Найдутся тогда компакт Z и непрерывные отображения 
g : Х-^Z и h : Z-^Y такие, что dimZ = dim X и вес Z не превосхо­
дит веса У. 

С помощью теоремы 8 доказывается теорема А. В. Зарелуа 
и Б. А. Пасынкова (см. [3]) о существовании для каждого 
натурального числа п и каждого кардинала т ^ К 0 универсаль­
ного по вложению компакта веса т и размерности /г, т. е. та­
кого компакта X, что dim X=n, ш(Х)==т и каждый компакт 
У веса < т размерности dim не большей, чем /г, гомеоморфен 
некоторому компакту, лежащему в X. 

3.5. Непрерывные образы упорядоченных компактов. И от­
резок, и канторово совершенное множество — примеры упоря­
доченных компактов, т. е. компактов, топология которых порож­
дена линейным упорядочением. Среди упорядоченных компак­
тов есть неметризуемые, примером может служить любой 
достаточно большой замкнутый отрезок ряда ординалов. Каждый 
непустой линейно упорядоченный компакт нульмерен или одно­
мерен. В связи с результатом пункта 4.2 (см., в частности, тео­
ремы 3 и 7), естественен вопрос: какие компакты можно пред­
ставить как непрерывные образы упорядоченных компактов? 
Следующая теорема показывает, что не все компакты таковы. 

Т е о р е м а 9 (см. [117]). Каждое подпространство произ­
вольного компакта У, являющегося непрерывным образом ли­
нейно упорядоченного компакта, нормально (и даже коллек­
тивно нормально). 

Заменить нормальность на паракомпактность в последнем 
утверждении нельзя (пример — компакт T(corfl)).-

Доказательство теоремы 9 опирается на то, что все упорядо­
ченные компакты наследственно нормальны и что последнее 
свойство сохраняется непрерывными замкнутыми отображе­
ниями. 

Напомним, что Т\-пространство X называется монотонно 
нормальным (см. £.123]), если каждой точке хЪХ и каждой ее 
окрестности U можно поставить в соответствие открытое мно­
жество G(x,U) так, что будут выполняться условия: 1) х& 
GG(x, U)aU; 2) если xBUczV, где U и V открыты в X, то 
G{x,U)cG{x,V) и 3) если х, у£Х и хфу, то G(x,X\{y})[\ 
I)G(y9X\{x})i=0. 

Каждое монотонно нормальное пространство наследственно 
коллективно нормально и любой компакт, являющийся непре­
рывным образом упорядоченного компакта, монотонно норма-
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лен. Следующий интересный вопрос остается пока открытым: 
каждый ли монотонно нормальный компакт можно предста­
вить, как непрерывный образ некоторого упорядоченного ком­
пакта? (см. [161]). 

При решении последней задачи может оказаться полезной 
характеристика непрерывных образов упорядоченных компак­
тов, данная Булой и Туржанским (см. [|99])\ Обзоры по данной 
теме содержат работы [123], [161]. Отметим здесь результат 
Трейбига (см. -[1189]): 

Т е о р е м а 10. Если произведение бесконечных компактов 
X и Y является непрерывным образом упорядоченного компак­
та, то X и У метризуемы. 

<]Это следует из того, что монотонно нормальным такое 
произведение может быть только если компакты X и У мет­
ризуемы (см. [|127]). > 

Тема непрерывных отображений компактов — одна из глав­
ных в общей топологии: она проходит через все ее разделы. Мы 
к ней ниже много раз вернемся. 

3.6. Псевдокомпактность и непрерывные отображения. Уже 
само определение характеризует псевдокомпактность поведени­
ем непрерывных вещественных функций на пространстве. Не­
сколько более общий взгляд на нее дает 

Т е о р е м а 11. Тихоновское пространство псевдокомпактно 
в том и только том случае, если при любом непрерывном ото­
бражении его в метризуемое пространство образ является 
компактом. 

< Псевдокомпактность сохраняется в классе тихоновских 
пространств непрерывными отображениями; она эквивалентна 
компактности в классе метризуемых пространств. i> 

Теорему 11 хорошо дополняет результат Н. В. Величко (см. 
•О---])-

Т е о р е м а 12. Каждое непрерывное взаимно однозначное 
отображение псевдокомпактного пространства на метризуемое 
пространство является гомеоморфизмом. 

Теорему 12 можно обобщить так (А. В. Архангельский, см. 
[16]): каждое непрерывное отображение псевдокомпактного 
пространства на метризуемое пространство является ^фактор­
ным (т. е. вещественно факторным — см. [89]) отображением. 

Теорема 11 указывает путь к естественным усилениям поня­
тия псевдокомпактности; кардинал Хо перестает играть при 
этом привилегированную роль. Тихоновское пространство X 
называется х-псевдокомпактным (где т — бесконечный карди­
нал), если при любом непрерывном отображении пространства 
X в тихоновское пространство веса -^т (в RT) образ является 
компактом. 

П р и м е р 2. Пусть Я > т ^ К 0 . Выкидывая одну точку из ти­
хоновского куба 1\ мы получаем локально компактное т-псевдо-
компактное, ^-метризуемое, но не компактное пространство, в 
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котором есть замкнутое дискретное подпространство мощности 
Я (см. [117]). Пространство с аналогичными свойствами полу­
чится, если выкинуть из куба Р любой компакт веса < т . Отсю­
да легко следует (см. § 2), что при любом т ^ Х о каждое 
тихоновское пространство гомеоморфно замкнутому подпро­
странству т-псевдокомпактного пространства. Следовательно, из 
т-псевдокомпактности не может вытекать никакое свойство ти­
хоновских пространств, наследуемое замкнутыми подпростран­
ствами. В частности, т-псевдокомпактность ни при каком % не 
сильнее счетной компактности. Очевидно, г-псевдокомпактное 
пространство веса ^ т является компактом. 

П р е д л о ж е н и е 1. Если тихоновское пространство X 
%-ограничено (т. е. замыкание каждого множества АаХ мощ­
ности ^ т является компактом), то X т-псевдокомпактно. 

3.7. Непрерывные отображения и экстремально несвязные 
компакты. Важной особенностью компактности является воз­
можность приводить непрерывные отображения. 

Отображение f топологического пространства X на тополо­
гическое пространство У называется неприводимым, если не су­
ществует в X замкнутого подпространства F, отличного от X 
отображающегося при f на все У. 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть отображение f :Х~>У пространст­
ва X на пространство У удовлетворяет условию: для каждой 
точки z/бУ ее прообраз f~l(y) является компактным подпрост­
ранством пространства X. Тогда найдется замкнутое подпро­
странство Xi пространства X такое, что f(Xi)=Y и сужение 
fi=t\x1 :X\-*-Y отображения f на Хх является неприводимым 
отображением. 

<3 Множество 3^ всех замкнутых подпространств пространст­
ва X, отображающихся при / на все У, упорядочим отношением., 
обратным ко включению: Zi=^Z2 в том и только том случае, 
если Z2crZi. Так как пространство f~l{y) компактно для каж­
дого y£Y, упорядоченное множество (ЗГ, ^ ) индуктивно (см. 
[|18], [117]). Следовательно, по лемме Цорна, в нем есть мак­
симальный элемент Z*. Подпространство Z*czX — искомое. j> 

Из предложения 2 вытекает 
Т е о р е м а 13. Для каждого непрерывного отображения f 

компактного пространства X на Т\-пространство У найдется 
замкнутое подпространство Х\ в X такое, что f(Xi)=^Y и суже­
ние f i = / | xt : Xr+Y — неприводимое отображение. 

Если отображение / : X-+Y таково, что f(X)=У и множество 
всех точек хвХ, для которых f~lf(x) = {x}, всюду плотно в X, 
то / неприводимо. 

Существует, однако, неприводимое непрерывное отображе­
ние компакта на компакт, при котором прообраз любой точки 
содержит более одной точки (см. [117]). В связи с этим особен­
ный интерес представляет 
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Т е о р е м а 14. Для каждого неприводимого непрерывного 
отображения f метризуемого компакта X на компакт У мно­
жество точек взаимно однозначности {хвХ: f~lf(x) = {х}} 
отображения f всюду плотно в X. 

Неприводимость оказывается особенно эффективным свойст­
вом в сочетании с замкнутостью отображения, поэтому непре­
рывные отображения компактов представляют особенный инте­
рес. Неприводимость и открытость отображения в классе хаус-
дорфовых пространств имеют место одновременно только когда 
отображение является гомеоморфизмом. Компакты, связанные 
неприводимым отображением, гораздо ближе друг к другу по 
свойствам, чем произвольные компакты X и У, один из кото­
рых непрерывно отображается на другой. За сохранение ряда 
свойств компактов в сторону прообраза неприводимыми непре­
рывными отображениями ответственно следующее 

П р е д л о ж е н и е 3. Если f : Х->У—неприводимое отобра­
жение, являющееся одновременно непрерывным и замкнутым, 
то прообраз при f каждого всюду плотного в У множества 
всюду плотен в X. 

Т е о р е м а 15. Если компакт X можно неприводимо и не­
прерывно отобразить на компакт У, то плотности этих компак­
тов равны и равны их я-веса. 

Одно из совсем простых но принципиально важных следст­
вий теоремы 15 таково: мощность каждого компакта, допуска­
ющего неприводимое непрерывное отображение на компакт X, 
ограничена кардиналом ехр(ехр|Х|). Отсюда вытекает, что, с 
точностью до гомеоморфизма, можно говорить о множестве 
всех компактов, допускающих неприводимое непрерывное ото­
бражение на компакт X, для произвольного фиксированного 
компакта X. С этим связано одно из наиболее интересных ка-
тегорных свойств неприводимых отображений компактов, уста­
новленное Глисоном (см. ['120]): 

Т е о р е м а 16. Для каждого компакта X существуют ком­
пакт X и неприводимое непрерывное отображение р компакта 
X на X такие, что выполняется условие: 

(*) каково бы ни было непрерывное отображение ср : Z-+X, 
где Z — компакт и <p(Z)=X, найдется непрерывное отображе­
ние g : X~~>Z, для которого фо£-=р. 

С помощью теоремы 16 легко проверяется, что такой ком­
пакт X определен однозначно, с точностью до гомеоморфизма, 
а отображение р определено с точностью до естественного от­
ношения эквивалентности (см. [18]). Это позволяет определить 
абсолют произвольного компакта X как такой компакт J , как 
в теореме 16. Теорема 16 позволяет смотреть на абсолют ком­
пакта .X" как на наибольший компакт, неприводимо и 
непрерывно отображающийся на X; при этом оказы-
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вается, что абсолют абсолюта компакта X совпадает с 
абсолютом X. На языке теории категорий абсолюты компактов 
характеризуются, как проективные объекты в категории ком­
пактов и их неприводимых непрерывных отображений. Какие 
свойства компакта переходят к его абсолюту? Когда компакты 
X я Y обладают одним и тем же абсолютом (т. е. соабсолют-
ны)? Эти и подобные вопросы были детально рассмотрены 
В. И. Пономаревым, который вывел теорию абсолютов далеко 
за пределы класса компактов (см. ['18], [57]). 

По теореме 15, абсолют сепарабельного пространства сепа-
рабелен. Компакт X соабсолютен метризуемому компакту в том 
и только том случае, если я-вес компакта X счетен (см. [57]). 
Однако абсолют бесконечного компакта никогда не обладает 
счетной базой. Это выводится из следующей внутренней харак­
теристики абсолютов компактов, данной Глисоном (см. [!120]): 

Т е о р е м а 17. Следующие утверждения о компакте X рав­
носильны: 

а) существует компакт Y, абсолютом которого является X; 
б) X—-свой собственный абсолют: Х=Х; 
в) компакт X экстремально несвязен. 
Напомним, что пространство X называется экстремально не­

связным, если замыкание каждого открытого множества от­
крыто. Каждое экстремально несвязное тихоновское простран­
ство нульмерно: открыто-замкнутые множества образуют в нем 
базу. Но не каждый нульмерный компакт экстремально несвя­
зен: имеет место простая 

Т е о р е м а 18 (см. [117]). Ни в каком экстремально несвяз­
ном тихоновском пространстве X не существует нетривиальной 
сходящейся последовательности. 

<\ Пусть последовательность {хп:п£Ы+} сходится в X 
к точке х*, причем хП'фхП" при п'Фп". Уточек хп по рекурсии 
строятся непересекающиеся окрестности О* . Множества G0 = 
= li{Oxn'.fi четно} и Gi = 1){Охп-п нечетно} открыты, не пере­
секаются, но замыкания их пересекаются: О0ПО-гЭх*. Следова­
тельно, хотя бы из множеств (?0, Ог не открыто —получили 
противоречие. |> 

Из теоремы 18 следует, что даже абсолют простейшего бес­
конечного компакта — сходящейся последовательности не мет­
ризуем: экстремально несвязный компакт метризуем только в 
том случае, если он конечен. 

Теорему 17 можно усилить: замыкание дискретного подпро­
странства мощности Ко экстремально несвязного компакта го-
меоморфно {Ш — стоун-чеховскому расширению дискретного на­
турального ряда. Это говорит о том, что бесконечные множества 
в экстремально несвязных компактах имеют тенденцию к «раз-
беганию». 
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Прообраз изолированной точки при неприводимом отобра­
жении Т\-пространства состоит ровно из одной изолированной 
точки. Образ изолированной точки при неприводимом замкну­
том отображении Го-пространства тоже является изолированной 
точкой. Следовательно, абсолют компакта X обладает изоли­
рованными точками в том и только том случае, если изолиро­
ванные точки есть в X. Отсюда получаем: 

П р и м е р 3. Существуют несоабсолютные метризуемые ком­
пакты: таковы, например, канторово совершенное множество и 
сходящаяся последовательность (с пределом). В абсолюте пер­
вого компакта нет изолированных точек, в абсолюте второго 
компакта они есть. Заметим, что оба абсолюта сепарабельны, 
но не метризуемы. 

Оказалось, однако, что все метризуемые компакты без изо­
лированных точек соабсолютны канторову совершенному мно­
жеству (и друг другу) —см. [42], [57]. 

П р и м е р 4. Стоун-чеховское расширение |3N дискретного-
натурального ряда N является абсолютом сходящейся последо­
вательности £ = {0}(j|— :ябН+1: неприводимое отображение pN 
на S получается, если произвольному /zgN поставить в соответ­
ствие j 6-!?, а все точки нароста p N \ N отобразить в точку О* 
Компакт pN экстремально несвязен, но его замкнутое подпро­
странство |JN\N не таково; таким образом, экстремальная не­
связность не наследуется замкнутыми подпространствами. Но 
каждое всюду плотное подпространство экстремально несвяз­
ного пространства экстремально несвязно. 

Теория экстремально несвязных компактов канонически свя­
зана с теорией булевых алгебр: экстремально несвязные ком­
пакты и только они являются стоуновскими пространствами 
полных булевых алгебр (см. § 8 и [181]). 

Экстремально несвязные компакты обладают высокой сте­
пенью насыщенности. Об этом свидетельствует следующий 
результат Бальцара и Франека: каждый экстремально несвяз­
ный компакт веса т можно непрерывно отобразить на обобщен­
ный канторов дисконтинуум Dx веса х (см. [66]). Бесконечный эк­
стремально несвязный компакт X никогда не бывает топологи­
чески однороден (Фролик, Кунен, см. [7], ['118]), т. е. всегда 
найдутся такие точки х9 у компакта X, что не существует го­
меоморфизма компакта X на себя, переводящего точку х в 
точку у. Этот результат доказывается с помощью следующей 
теоремы Фролика о строении гомеоморфизмов экстремально 
несвязных пространств в себя (см. [18]): 

Т е о р е м а 19. Пусть / — гомеоморфизм экстремально не­
связного компакта в себя. Тогда X можно представить в виде: 
X=ZBQ\JBII)B2(JBZ, где В0, Ви £?2 и В3—открыто-замкнутые в X 
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попарно не пересекающиеся множества, /(5 г)П-9г=0 при i= 
= 1, 2, 3 и f (х) =х для всех хвВ0. 

Из теоремы 19 вытекает, что множество неподвижных точек 
гомеоморфизма f открыто-замкнуто в X. В частности, если 
f(X) нигде не плотное в X множество, то $(х)Фх для всех хвХ: 
неподвижных точек при / нет. 

3.8. Разреженные компакты и их образы. Пространство X 
называется разреженным, если в каждом его непустом под­
пространстве Y существует изолированная (в Y) точка. 

Образ разреженного компакта при непрерывном отображе­
нии (на хаусдорфово пространство) является разреженным ком­
пактом. Поэтому никакой разреженный компакт нельзя непре­
рывно отобразить на отрезок / = [ 0 , 1 ] . Оказывается, это ха­
рактеризует разреженные компакты. 

Т е о р е м а 20 (см. [77], [178]). Компакт разрежен в том и 
только том случае, если его нельзя непрерывно отобразить на 
отрезок [0, 1]. 

В § 5 приведен результат Б. Э. Шапировского, характери­
зующий компакты, которые не допускают непрерывного отобра­
жения на тихоновский куб 1$° (на тихоновский куб / т ) . Раз­
реженные компакты представляют интерес во многих отноше­
ниях. В них выполняется ряд замечательных соотношений между 
кардинальными инвариантами. Например, мощность разре­
женного компакта не превосходит его наследственного числа 
Линделёфа; если разреженный компакт удовлетворяет первой 
аксиоме счетности, то он счетен (см. [77]). Разреженные ком­
пакты нашли тонкие применения в конструкциях математичес­
кой логики. Разреженные пространства составляют довольно 
узкий класс пространств. Напротив, как показывают два сле­
дующих (довольно неожиданных) утверждения, пространства, 
в которых все компактные множества разрежены, распростра­
нены чрезвычайно широко. 

Т е о р е м а 21 (см. [7]). В каждом тихоновском пространст­
ве есть всюду плотное подпространство, каждое компактное 
подмножество которого разрежено. 

Т е о р е м а 22 (Ю. X. Брегман, А. П. Шостак, Б. Э. Шапи-
ровский, см. ['97]). Аксиомам ZFC теории множеств не проти­
воречит утверждение: каждое тихоновское пространство X мож­
но представить в виде объединения двух подпространств, каж­
дое компактное подмножество которых разрежено. 

§ 4. Условия метризуемости компактных, 
счетно-компактных и псевдокомпактных пространств 

Метризационные критерии для компактных пространств од­
новременно проще и оригинальнее общих метризационных кри­
териев. Любопытно, что имеется много совсем не похожих друг 
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на друга метризационных теорем, относящихся к компактам. 
Можно считать, что вопросы метризации компактов составляют 
небольшую часть теории кардинальных инвариантов компак­
тов (см. следующий параграф). Однако часть эта столь специ­
фична и важна, что заслуживает выделения. 

При рассмотрении метризационных критериев оказывается 
весьма полезным проследить, где точно проходит граница их 
действия: какие из них справедливы только для компактов, а 
какие продолжают действовать для счетно компактных или да­
же для псевдокомпактных пространств. Это позволяет лучше 
понять соотношения между понятиями компактности, счетной 
компактности и псевдокомпактности. 

4.1. Классические результаты и теорема Хабера. Хорошо из­
вестен классический результат 

Т е о р е м а 1 (П. С. Урысон, см. [117]). Компакт метризуем 
в том и только том случае, если он обладает счетной базой. 

Напомним, что семейство & множеств пространства X назы­
вается сетью в X (см. [18]), если для каждой точки х£Х и каж­
дой ее окрестности Ох найдется Р££Р такое, что х£&*аОх. 

Т е о р е м а 2 (см. [|18]). Каждое псевдокомпактное простран­
ство X со счетной сетью метризуемо и является компактом. 

^Пространство со счетной сетью финально компактно, а 
финально компактное псевдокомпактное пространство являет­
ся компактом. В квадрате XXX пространства X есть счетная 
сеть из замкнутых множеств. Значит, диагональ Д = 
= {(х, х) : хвХ} является множеством типа G6 в XXX. Остает­
ся сослаться на метризационную теорему В. Е. Шнейдера 
(см. -|}117]): 

П р е д л о ж е н и е 1. Если X — компакт с диагональю типа 
G6 (т. е. А=={(х, х) : х£Х} — множество типа G6 в ХхХ), то X 
метризуем. 

При доказательстве теоремы 2 можно опереться на следую­
щие два факта: 

П р е д л о ж е н и е 2 (см. [|18]). Каждое тихоновское про­
странство со счетной сетью уплотняется на тихоновское про­
странство со счетной базой. 

П р е д л о ж е н и е 3 (Н. В. Величко, см. [14]). Уплотнение 
псевдокомпактного пространства X на метризуемое пространст­
во У всегда является гомеоморфизмом (и, следовательно, X 
является компактом со счетной базой, см. теорему 12). 

Предложение 1 не распространяется на псевдокомпактные 
пространства. А именно, существует неметризуемое псевдо­
компактное (сепарабельное) моровское пространство X (см. 
[J117]). Квадрат этого пространства также является моровским 
пространством; тем более, в ХхХ все замкнутые множества (и, 
в частности, диагональ Д) —типа G&. Однако Хагером получен 
следующий тонкий результат (см. [117]): 
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Т е о р е м а 3. Если J —счетно компактное хаусдорфово про­
странство и диагональ Д={(л;,х) :хвХ] —множество типа G& в 
ХхХ, то X — метризуемый компакт. 

П р и м е р 1. Шар V гильбертова пространства в слабой то­
пологии компактен (см. [101]). В сильной топологии этот шар 
обладает счетной базой М. База $1 является счетной сетью ша­
ра V в слабой топологии. Следовательно, шар V метризуем и 
имеет счетную базу. 

Пусть пространство X является объединением подпро­
странств Х\ и Х2, каждое из которых обладает счетной базой. 
Тогда X — пространство со счетной сетью, следовательно, если 
X псевдокомпактно, то X метризуемо. Мы получили 

С л е д с т в и е 1. Если псевдокомпактное пространство яв­
ляется объединением двух подпространств со счетной базой, то 
оно метризуемо, само обладает счетной базой и является ком­
пактом. 

Пусть f:X-*»Y — непрерывное отображение пространства X 
со счетной базой на пространство У. Тогда {f(U) : и^Щ— 
счетная сеть в Y. Отсюда и из теоремы 2 вытекает 

С л е д с т в и е 2. Если псевдокомпактное пространство X 
является образом пространства со счетной базой, то X метри­
зуемо, сепарабельно и является компактом. 

4.2. Теорема Доу и теорема Ткаченко. Своеобразную метри­
зационную теорему получил Доу: 

Т е о р е м а 4. Если каждое подпространство мощности -^Xi 
компакта X метризуемо, то и сам компакт X метризуем. 

Доказательство теоремы 4 основано на следующем резуль­
тате (М. Г. Ткаченко, Юхас, см. [142]): если каждое подпро­
странство мощности <!Х- хаусдорфова пространства X обла­
дает счетной базой, то и все X имеет счетную базу. 

4.3. Точечно счетные и а-точечно конечные базы. Следующий 
классический результат принадлежит А. С. Мищенко (см. [144]): 

Т е о р е м а 5. Если база 38 счетно-компактного ^-простран­
ства X точечно счетна, то она счетна. 

Отсюда вытекает, что если компакт X является образом 
метризуемого пространства при открытом непрерывном отобра­
жении с сепарабельными прообразами точек, то X метризуем 
(см. [18]). В, В. Филиппов установил (см. [|71]), что последнее 
утверждение остается верным, если заменить в нем слово «от­
крытом» на слово «факторном». 

Теорема А. С. Мищенко обобщалась в разных направлениях 
(см., в частности, § 5 и [!18]). Напомним, что псевдобазой про­
странства X называется семейство $ открытых в X множеств 
такое, что каждая точка пространства X является пересечени­
ем некоторого множества элементов семейства Ш. А. В. Архан­
гельский и В. В. Произволов доказали, что если X — компакт 
с точечно счетной псевдобазой Ш, то эта псевдобаза счетна, а 
компакт X метризуем (см. [18]). 
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Каждое метризуемое пространство обладает точечно счетной 
базой — ведь такова всякая а-точечно конечная база. Насколько 
шире класс тихоновских пространств с точечно счетной базой 
класса метризуемых пространств? Прямая Майкла, которая 
получается, если усилить обычную топологию прямой, объявив 
все иррациональные точки изолированными, — пример немет-
ризуемого паракомпакта с точечно счетной базой (даже а-дизъ-
юнктной базой). Существует и неметризуемые линделёфовы про­
странства с а-дизъюнктной базой (см. [1117]). С другой сторо­
ны, в наличии точечно счетной базы заключено некоторое 
свойство типа паракомпактности: в каждое открытое покрытие 
пространства с точечно счетной базой можно вписать точечно-
счетное открытое покрытие (такие пространства называются 
металинделёфовыми — см. [99]). 

С помощью теоремы 5 доказывается, что каждое локально-
компактное хаусдорфово пространство с точечно счетной базой 
метризуемо. С другой стороны, не всякое моровское пространст­
во металинделёфово и, тем более, не всякое моровское про­
странство обладает точечно счетной базой (пример — плоскость 
Немыцкого). 

Теорема 5 не распространяется на псевдокомпактные про­
странства (Д. Б. Шахматов [|81] и Ватсон [198]): существует 
неметризуемое псевдокомпактное пространство с точечно счет­
ной базой. Но каждое псевдокомпактное пространство с о-то-
чечно конечной базой метризуемо (В. В. Успенский, см. [192]). 

Напомним, что база М пространства X называется равно­
мерной, если для каждой точки xGX любое бесконечное семейст­
во различных элементов базы ^?, содержащих х, образует базу 
в точке х. 

С л е д с т в и е 3 (см. [177], [198]). Каждое псевдокомпакт­
ное пространство с равномерной базой метризуемо (и является* 
компактом). 

4.4. Квазиизмельчения и 60-базы. Понятие квазиизмельчения 
было введено Беннетом (см. [1100]), оно одновременно обобща­
ет понятия измельчения и а-дизъюнктной базы. 

Квазиизмельчением пространства X называется счетное се­
мейство {уп : пШ+} семейств Yn открытых в X множеств такое,, 
что для каждой точки хвХ и любой ее окрестности Ох найдется 
k£N+ такое, что xe\j{U^k: UBx}dOx. Квазиизмельчаемыми 
называются регулярные пространства, обладающие квазииз­
мельчением. Очевидно, моровские пространства характеризу­
ются как квазиизмельчаемые пространства, в которых замкну­
тые множества имеют тип G6. Напротив, весьма тонким резуль­
татом является следующая теорема Беннета (см. ['100]):. 
компакт, обладающий квазиизмельчением, метризуем. 

Оказалось, что квазиизмельчениями обладают и регулярные 
пространства с а-точечно конечной базой (Олл, см. [100])* 
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В связи с этим представляет интерес понятие 60-базы, одно­
временно обобщающее понятие измельчения и точечно счетной 
базы (см. '['100]). 

Счетное семейство {уп : neN+} семейств открытых в X мно­
жеств называется бв-базой (Q-базой) этого пространства, если 
для каждой точки хвХ и любой ее окрестности Ох найдутся 
jfeeN* и Ue^k такие, что x£UczOx и множество элементов се­
мейства уЛ, содержащих точку х, счетно (конечно). 

Беннет и ЛатЦер показали (см. [100]), что регулярное про­
странство обладает 6-базой в том и только том случае, если оно 
обладает квазиизмельчением. Далеко обобщает теорему 5 (в 
классе тихоновских пространств) 

Т е о р е м а 6 (см. [J100]). Каждое счетно компактное регу­
лярное пространство с 69-базой метризуемо. 

4.5. Сильно Ко-нётеровы базы. Укажем на одно естественное 
обобщение понятия точечно счетной базы. База $ пространства 
X называется сильно Но-нётеровой, если для каждого (непусто­
го) элемента V базы М множество содержащих его элементов 
•базы $ счетно: |{£/GJh VaU} |-^Ko. Ясно, что точечно счетная 
база является сильно No-нётеровой. Тихоновский куб Iх обла­
дает сильно Ко-нётеровой базой [54]. Таким образом, ком­
пакт с сильно Хо-нётеровой базой может не быть метризуемым. 
Однако имеют место 

Т е о р е м а 7 (см. [54]). Если каждое замкнутое подпро­
странство компакта X обладает сильно Ко-нётеровой базой, то 
этот компакт метризуем. 

Т е о р е м а 8 (см. [54]). Наследственно нормальный компакт 
с сильно Ко-нётеровой базой метризуем. 

Т е о р е м а 9 (см. ['54]). Если 2№<2#- , то каждый компакт 
X мощности <2Хоу обладающий сильно Ко-нётеровой базой, 
метризуем. 

4.6. Ранг базы и критерии метризуемости компактов. Ранг 
семейства множеств & конечен, если существует натуральное 
число п такое, что если Uu ..^U^Qgr и Uh Uj несравнимы 

ге-И 
по включению при i=£j, K t , / < / i + l , то П Ut — 0 • Наимень-

2 — 1 
шее пШ+ с этим свойством называется тогда рангом семейства 
W и обозначается через r(ST) (см. [125], [163]). Ранг семей-
ктва ЗГ суббесконечен, если не существует бесконечного подсе­
мейства \cz3t такого, что [У\ф0 и все элементы семейства «у 
"попарно несравнимы. Очевидно, ранг семейства ST не превосхо­
дит 1, если для любых двух элементов U, V этого семейства 
выполняется одно из соотношений: UcV, VczU или U[\V=0. 
Понятие ранга базы естественно связывается с понятием раз­
мерности; в частности, базы ранга 1 легко строятся в нульмер­
ных пространствах со счетной базой; такие базы были привле­
чены еще в характеризации пространства иррациональных чисел 
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П. С. Александровым и П. С. Урысоном (см. [18]). Каждое 
^-пространство с базой ранга 1 нормально и нульмерно. Сле­
дующий факт установлен Нагатой и А. В. Архангельским (см. 
[125]): 

Т е о р е м а 10. Пусть Х-метризуемое пространство. Тогда 
dimX-<tt в том и только том случае, если пространство X об­
ладает базой ранга < Х 

Понятие ранга базы имеет прямое отношение и к свойствам 
типа паракомпактности. Это показывают 

Т е о р е м а 11 (см. [425]). Каждое пространство, обладаю­
щее базой суббесконечного ранга, метакомпактно. 

Т е о р е м а 12. Каждое пространство с базой ранга 1 наслед­
ственно паракомпактно. 

А. В. Архангельский установил, что каждый компакт с базой 
ранга 1 метризуем. Эта тема получила широкое развитие в ра­
боте Грюнхаге и Никоша [125]. 

Для каждого Ггпространства с базой конечного ранга вес 
равен плотности (см. [425]). Если X — регулярное пространст­
во с базой конечного ранга и счетным числом Суслина, то X — 
наследственно линделёфово [125]. Эти результаты нельзя пе­
ренести на пространства с базой суббесконечного ранга, так как: 
такой базой обладает как «стрелка», так и пространства 
Fin(R) Пиксли—Роя (см. пример 3). Регулярное пространстве 
с базой конечного ранга и счетным числом Суслина обладает 
точечной счетной базой (см. []125]). Каждое пространство с ба­
зой конечного ранга имеет в каждой точке базу ранга 1 и, тем 
более, радиально (см. [10]). Для каждого пространства с ба­
зой суббесконечного ранга вес равен сетевому весу (см. [125]). 
Пространство с базой суббесконечного ранга имеет счетную тес­
ноту в том и только том случае, если оно является пространст­
вом Фреше—Урысона. 

Т е о р е м а 13 (Грюнхаге и Никош, см. [125]). Если компакт 
обладает базой конечного ранга, то он метризуем. 

Т е о р е м а 14 (см. [125]). Компакт с нётеровой базой суб­
бесконечного ранга метризуем. 

Напомним, что семейство множеств называется нётеровым» 
если каждая возрастающая цепочка его элементов конечна. 

Т е о р е м а 15 (см. [125]). Каждый компакт с базой суб­
бесконечного ранга удовлетворяет первой аксиоме счетности. 

П р и м е р 2. Лексикографически упорядоченный квадрат 
1X1 в топологии, порожденной таким упорядочением (см. 
[117]), — неметризуемый компакт с базой суббесконечного ран­
га; даже число Суслина этого компакта несчетно. 

Ранг семейства SF множеств счетен, если каждое подсемей­
ство семейства &~, состоящее из попарно несравнимых элемен­
тов и имеющее непустое пересечение, счетно. П. А. Бирюкову 
принадлежит 
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