
×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÑÁÎ�ÍÈÊÒîì 11 Âûïóñê 1 (2010)Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû����������������������ÓÄÊ 511.6 À�ÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÈÊ�Ó×ÅÍÈÅ Â ßÊÎÁÈÀÍÀÕÂ. Ï. Ïëàòîíîâ (ã. Ìîñêâà)platonov�niisi.ras.ruÏóñòü K � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, [K : Q] <∞, V K � ìíîæåñòâî âñåõïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâàíèé ïîëÿ K.Ïóñòü f(x) = x2n + a2n−1x
2n−1 + ... + a0 ∈ K[x] è ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ. Îáîçíà÷èì

Df = K[x](
√
f) = {α + β

√
f |α, β ∈ K[x]}Ýëåìåíò u ∈ Df íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé, åñëè u îáðàòèì â Df . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

u = α + β
√
f îáðàòèì â Df òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(u) = α2 − β2f ∈ K∗.Åñëè u ∈ K∗, òîãäà u íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé åäèíèöåé â Df . Ïðåäïîëîæèì,÷òî Df îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûìè åäèíèöàìè. Òîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóï-ïà D∗

f = K∗ × 〈u1〉, ãäå 〈u1〉 - áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Ýëåìåíò u1íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé åäèíèöåé â Df .Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ åäèíèö â Df ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé.Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì íàáëþäåíèåì. Ïóñòü Jf � ÿêîáèàí(ÿêîáèåâî ìíîãîîáðàçèå) êðèâîé Xf , îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì y2 = f(x). Ïîëå
L = K(x)(

√
f) èìååò äâà áåñêîíå÷íûõ íîðìèðîâàíèÿ w1(∞), w2(∞). Df èìå-åò íåòðèâèàëüíóþ åäèíèöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç êëàññà äèâèçîðà

w1(∞) − w2(∞) â Jf(K) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïðîáëåìà îêðó÷åíèè â ÿêîáèàíàõ Jf(K) äëÿ n > 2 ÿâëÿåòñÿ ïîêà íåïðèñòóïíîé â îáùåìñëó÷àå. Ìû óñòàíàâëèâàåì çäåñü ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèï äëÿ ñóùåñòâî-âàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ åäèíèö.Ïóñòü v ∈ V K , Ov � êîëüöî íîðìèðîâàíèÿ äëÿ v, pv � ìàêñèìàëüíûé èäåàëâ Ov, Kv = Ov/pv � ïîëå âû÷åòîâ, ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íûì ïîëåì, πv : Ov →
Ov/pv � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ V K âñå êîý��èöèåíòûìíîãî÷ëåíà f(x) ïðèíàäëåæàò Ov. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí fv(x),ïîëó÷àþùèéñÿ èç f(x) ðåäóêöèåé åãî êîý��èöèåíòîâ ïî ìîäóëþ pv :fv(x) ∈
kv[x].



À�ÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ... 235Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ v ìíîãî÷ëåí fv(x) ñâîáîäåí îò êâàä-ðàòîâ. �àññìîòðèì Dfv = {αv + βv
√
fv(x)|αv, βv ∈ kv[x]}.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Dfv èìååò íåòðèâèàëüíûå åäèíèöû, òàê ÷òî D∗

f =

k∗v × 〈uv〉 , ãäå uv � �óíäàìåíòàëüíàÿ åäèíèöà â Dfv . Åñëè uv = αv + βv
√
fv(x),òî îïðåäåëèì deg uv = degαv.Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà T ∈ V Kñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà m, ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ T deg uv < m, òî Dfîáëàäàåò íåòðèâèàëüíîé åäèíèöåé.Òàê êàê äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ T ðåäóöèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí fv(x) ÿâëÿåòñÿáåñêâàäðàòíûì, òî, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòîâåðíî äëÿ ëþáûõ v ∈ T. ×åðåç ∆◦(L) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó êëàññîâäèâèçèðîâ ñòåïåíè 0.Ëåììà 1. Ïóñòü wv1(∞), wv2(∞) � íåýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íûå íîðìèðî-âàíèÿ ïîëÿ Lv = kv(x)(

√
fv(x)). Åñëè uv � �óíäàìåíòàëüíàÿ åäèíèöà â Dfv , òîñòåïåíü deg uv ðàâíà ïîðÿäêó êëàññà äèâèçîðà wv1(∞)−wv2(∞) â ãðóïïå êëàññîâäèâèçîðîâ ∆◦(Lv) ïîëÿ Lv.Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÿêîáèàíà Jf è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿêîáèà-íîâ Jfv , �óíêòîðèàëüíûå îòíîñèòåëüíî ðåäóêöèè ïî modpv, êîòîðûå ñëåäóþòèç êîíñòðóêöèè è áàçîâûõ ñâîéñòâ ÿêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé êðèâîé.Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ãðóïïû êëàññîâ äèâèçîðîâ ∆◦(L) â Jf(K)è ñîîòâåòñòâóþùèå âëîæåíèÿ ãðóïï ∆◦(Lv) â Jfv(kv) (íà ñàìîì äåëå, â íàøåéñèòóàöèè âëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èçîìîð�èçìàìè). Äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ V K ðåäóê-öèÿ àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ Jf (K) ïî ìîäóëþ pv ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé è èçîìîð�-íà Jfv(kv). Ïðè ýòîì äëÿ ïî÷òè âñåõ v èç T ðåäóêöèÿ îáðàçà êëàññà äèâèçîðà

w1(∞)− w2(∞) áóäåò ñîâïàäàòü ñ îáðàçîì êëàññà äèâèçîðà wv1(∞)− wv2(∞).Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç ëåììû è ïðèâåäåííûõ âûøå óòâåð-æäåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ T êëàññ äèâèçîðà wv1(∞)− wv2(∞)àííóëèðóåòñÿ óìíîæåíèåì íà m! â ãðóïïàõ ∆◦(Lv). Òàê êàê T áåñêîíå÷íî, òîîòñþäà ñëåäóåò ÷òî êëàññ äèâèçîðà w1(∞)− w2(∞) òàêæå àííóëèðóåòñÿ óìíî-æåíèåì íà m! èç åñòåñòâåííûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ ÿêîáèàíà Jf .Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ëîêàëüíî-ãëîáàëüíûé ïðèíöèïäëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ åäèíèö â Df .Òåîðåìà 2. Df îáëàäàåò íåòðèâèàëüíîé åäèíèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ V K deg uv < C.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ v deg uv < C, òî Df îáëàäàåò íåòðèâè-àëüíîé åäèíèöåé ïî òåîðåìå 1.Ïóñòü òåïåðü u - íåòðèâèàëüíàÿ åäèíèöà â Df , u = α(x)+β(x)
√
f(x). Òîãäàäëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ V K îïðåäåëåíà ðåäóêöèÿ uv = α(x)v + β(x)v

√
fv(x), ãäå uváóäåò íåòðèâèàëüíîé åäèíèöåé â Dfv è deg uv = deg u. Äëÿ òàêèõ v deg uv 6

deg u.



236 Â. Ï. ÏËÀÒÎÍÎÂÒåîðåìà 3. Íåòðèâèàëüíàÿ åäèíèöà u â Df òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿ-åòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé, êîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ v ∈ V K ðåäóöèðîâàííûå åäèíèöû
uv ÿâëÿþòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìè â Dfv .�àññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ äëÿ n = 1, 2.Åñëè n = 1 è f(x) = x2+a1x+a0, òî î÷åâèäíî, ÷òî u = x+ a1

2
+
√
f ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé åäèíèöåé â Df .Ñëó÷àé n = 2 óæå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî f(x) = x4 + a2x

2 + a1x+ a0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíàÿ ïðîöå-äóðà äëÿ îïèñàíèÿ ÿêîáèíà Jf , êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîéêðèâîé .À èìåííî, äëÿ ïðîåêòèâèçàöèè Xf êðèâîé Xf ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíî ýê-âèâàëåíòíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì y2 = x3+Ax+B,ãäå A,B ∈ K. Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü w1(∞) è w2(∞) êàê äâå ðàçëè÷íûåòî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ êðèâîéXf . Òîãäà ñóùåñòâóåò áèðàöèîíàëüíûé ìîð-�èçì ϕ : Xf → E ñî ñâîéñòâîì: ϕ(w2(∞)) = 0∞ (íóëåâîé ýëåìåíò â ãðóïïå E),
ϕ(w1(∞)) = (x0, y0) ∈ E(K).ÊîëüöîDf èìååò íåòðèâèàëüíóþ åäèíèöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x0, y0)ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â àáåëåâîé ãðóïïå E(K). Òàê êàê ïîä-ãðóïïà êðó÷åíèÿ Etor(K) â E(K) êîíå÷íà, è åå ïîðÿäîê îãðàíè÷åí íåêîòîðîéêîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò K, íî íå îò E (L. Merel), òî ñóùåñòâóåò �îðìàëüíîý��åêòèâíàÿ ïðîöåäóðà äëÿ ïðîâåðêè êîíå÷íîñòè ïîðÿäêà ýëåìåíòà (x0, y0) â
E(K). Íî îñîáåííî ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ äëÿ K = Q, èáî â ýòîìñëó÷àå åñòü ãëóáîêèé ðåçóëüòàò Ìàçóðà , óòâåðæäàþùèé, ÷òî äëÿ ýëëèïòè÷å-ñêîé êðèâîé E íàä Q ïîðÿäîê ãðóïïû Etor(Q) 6 12.Åñëè f(x) = x4 + a0, a0 ∈ Q∗, òî î÷åâèäíî, ÷òî Df u = x2 +

√
f ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé åäèíèöåé. Åñëè f(x) = x4 + x, òî íåòðèâèàëüíûå åäèíèöû â

Df ñóùåñòâóþò è u = x3 + 1
2
+ x2
√
x4 + x áóäåò �óíäàìåíòàëüíîé åäèíèöåé.Íî óæå äëÿ ñëåäóþùåãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4+x+1 ñèòóàöèÿ áóäåò ñîâåð-øåííî èíîé. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé Ô.�ðóíåâàëüäîì.Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ f(x) = x4 + x + 1 êîëüöî Df = Q [x] + Q [x]

√
f íåèìååò íåòðèâèàëüíûõ åäèíèö, ò.å. D∗

f = Q∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÿêî-áèàí Jf ñëåäóþùèì îáðàçîì: Jf áóäåò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E, çàäàâàåìîéóðàâíåíèåì s2 = t3 − 4t+ 1, ïðè÷åì îáðàçîì êëàññà äèâèçîðà w1(∞)−w2(∞) â
E áóäåò òî÷êà (0, 1). (0, 1) ∈ E(Q) = {(x, y) ∈ Q2|y2 = x3 − 4x+ 1}⋃ {0∞} .Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà (0, 1) èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê â E(Q).Ìîæíî ïóòåì ðóòèííûõ âû÷èñëåíèé óñòàíîâèòü, ÷òî (0, 1) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé



À�ÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ... 237ïîðÿäêà m 6 12. Òîãäà èç òåîðåìû Ìàçóðà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî (0, 1) ÿâëÿåòñÿòî÷êîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Áîëåå èíòåðåñíî çäåñü èñïîëüçîâàòü ðåäóêöèþïî ðàçëè÷íûì ïðîñòûì ìîäóëÿì. Äèñêðèìèíàíò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðàâåí229, ïîýòîìó ðåäóêöèè ïî mod2 è mod3 áóäóò õîðîøèìè.×åðåç E áóäåì îáîçíà÷àòü ðåäóöèðîâàííóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ ïî mod2èëè mod3. Òîãäà ∣∣E (F2 )| = 3,
∣∣E (F3 )| = 7. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî |Etor(Q )| = 1,è òî÷êà (0, 1) èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ïðåäëîæåíèÿè òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå óòâåðæäåíèå.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f = x4 + x + 1 è up îáîçíà÷àåò �óíäàìåíòàëüíóþåäèíèöó â êîëüöå Dfp = Fp [x] + Fp [x]

√
fp(x) äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p, òîãäà

sup deg up =∞
p∈T

äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà T ïðîñòûõ ÷èñåë, ò.å. ñòåïåíè�óíäàìåíòàëüíûõ åäèíèö up íå ÿâëÿþòñÿ â ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åííûìè.Òåîðåìû 1-3 äîêàçàíû â ñòàòüå àâòîðà [6℄.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Â. Áåíÿø-Êðèâåöåì (ñì.[8℄).Òåîðåìà 4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4 + bx + c êîëüöî Df îáëàäàåò �óí-äàìåíòàëüíîé åäèíèöåé u ñòåïåíè n ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ n, b è c:
1)n = 2, b = 0, c ∈ Q∗, u = x2 +

√
f ;

2)n = 3, c = 0, b ∈ Q∗, u = x3 +
b

2
+ x
√
f ;3) n = 4, b = t3, c = t4

2
, ãäå t ∈ Q∗, u = x4−tx3+ t2

2
x2+ t3

2
x− t4

4
+
(
x2 − tx+ t2

2

)√
f .Äëÿ n = 3 ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ åäèíèö ïîêà íåïðèñòóï-íà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f øåñòîé ñòåïåíè. Îäíà èç âàæíûõ ïðè÷èíòàêîãî ïîëîæåíèÿ äåë çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ýòîì ñëó÷àå ÿêîáèàí Jfÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì è äî ñèõ ïîð ìàëî èçâåñòíî îêðó÷åíèè â Jf (K) äàæå äëÿ K = Q. Äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé èçâåñòíàÿãèïîòåçà îá îãðàíè÷åííîñòè êðó÷åíèÿ â Jf (Q) íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåéòîëüêî îò Q.ÑÏÈÑÎÊ ÖÈÒÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û[1℄ Ñåðð Æ.-Ï. Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è ïîëÿ êëàññîâ, Ì.: Ìèð, 1968, ñ.278.[2℄ Lang S. Abelian varieties, Inters
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