
между и (х, t, е) и частичной суммой соответствующего ряда порядка п по модулю 
не превосходит величины Сет, где т-+°° при п-+°°,аС - постоянная. 

З а м е ч а н и е . Все рассуждения и окончательная теорема легко переносят­
ся и на более общее уравнение 

Ъи ду(х, t, и) д2и0 

ot дх Ъх2 

Э2</> 

имеет ту же структуру, которая рассмотрена выше 

если <р, <р0 £ С°°, "7^" > 0 и решение задачи Коши для предельного уравнения 
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УДК 517.946 М А Т Е М А Т И К А 

А.Р. ИТС, В.В. СУХАНОВ 

МАТРИЧНАЯ ЗАДАЧА РИМ AHA НА СИСТЕМЕ ЛУЧЕЙ 
И ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ РАССЕЯНИЯ 

(Представлено академиком ЛД. Фаддеевым 12IV1984) 

Интенсивное развитие метода обратной задачи решения нелинейных уравне­
ний математической физики привело к существенному видоизменению ряда техни­
ческих аспектов самой теории обратных задач рассеяния. В частности, все чаще 
изучение обратных задач рассеяния для конкретных дифферевдиальных операторов 
происходит с позиций матричной задачи Римана [1-3]. При этом, если речь идет о 
дифференциальных системах большой матричной размерности или с нетривиальным 
вхождением спектрального параметра, то условия сопряжения в соответствующих 
задачах Римана ставятся, как правило, на системе лучей. К сожалению, в настоящий 
момент теория таких задач Римана развита еще не достаточно для полного удовлетво­
рения потребностей обратной задачи рассеяния. 

Настоящей работой мы хотим обратить внимание читателя на то важное, на 
наш взгляд, обстоятельство, что специфика матричных задач Римана на лучах, воз­
никающих в приложениях, связанных с методом обратной задачи, позволяет из-
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бежать обращения к соответствующей общей теории, Упомянутая специфика про­
является в наличии у рассматриваемых задач Римана богатой группы симметрии, 
которая приводит к возможности "развернуть задачу на полуплоскость", т.е. дело 
сводится к хорошо изученной (см., например, [4]) задаче Римана на вещественной 
оси. Ниже мы точно формулируем те алгебраические условия на матрицы сопряже­
ния, при которых оказывается возможной подобная редукция, и приводим примеры 
реализации этих условий для задач Римана, связанных с конкретными дифферен­
циальными операторами. Отметим еще, что настоящая работа по своей сути пре­
следует лишь алгебраические цели. Поэтому мы почти полностью исключаем из 
рассмотрения аналитические вопросы, касающиеся принадлежности изучаемых 
матриц сопряжения к определенным функциональным классам. 

Зададим на плоскости комплексной переменной X систему из 2л, п > 2, 
лучей 7/ = { X = ре?*^ ~1)/п,р> 0|,/ = 1,2,... ,2л. Каждому лучу сопоставим 
заданную на нем невырожденную матричнозначную размерности л X п функцию 
Gy(X) и рассмотрим регулярную задачу Римана, состоящую в нахождении таких 
матричнозначных функций Ф/ (X), / = 1,2, . . . , 2л, что: 

1) Фу G Я(Пу) П С(Й/), Ц- = | X: in ^—- < arg X </тг ~ - | ; 

2)det*/(X) Ф О, V X G f y ; 
3)^ . (00)=/ , V/; 

( *2k-iQ)G2k(\), X G y2kt 

4)* 2*(X) = 

l*2*+i(*V С 2 * + 1 ( Х ) , X G y 2 k + l , 

к = 1, 2 , . . . , nt Ф 2 „ + 1 s * l e 

Наше основное предположение относительно симметрии задачи 1)-4) со­
стоит в требовании выполнения следующих алгебраических соотношений между 
матрицами сопряжения Gj (X): 

(1) G / + 2 (X) = Q - G f Q g ' l y Q - 1 , j = 1, 2 , . . . , 2л-2 , 
где q = e 2 l T i l n

9 &Q — числовая невырожденная матрица, подчиненная условию 
(2) Spectre = { l , ? - 1 , ? - 2 , . . . , ? - " * 1 } . 

Возможность сведения задачи 1)—4) к задаче Римана на вещественной оси 
основана на существовании такой полиномиальной по X матрицы (/(X), что вы­
полняется тождество 
(3) irx(\a)-U(X) = Q. 

Для справедливости (3) достаточно определить матрицу U(\) формулой U(K) = 
= diag {1, X, . . . , X я ~ 1 } • Т, где Т - невырожденная числовая матрица, приводящая 
Q к диагональному виду: 

TQT-1 = diag И , ( j - 1 , . . . , ? - ^ 1 ! . 
Перейдем теперь от переменной X к переменной z = \ п и рассмотрим в плоско­

сти z матричную задачу Римана, состоящую в нахождеют таких двух матрично­
значных функций Ф* (z), что: 

1') Ф* G # ( n ± ) П С(П ± ) , П ± =} z, Im z ^ 0J; 
2 , ^е1Ф ± ( г )*0 , Vz G П ± ; 
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3 , ) Ф ± ( о о ) = / ; 

4')*-(z) = *\z)G(z\ Imz = 0. 

Матрицу G(z) свяжем с матрицами сопряжения задачи 1) -4) соотношениями 

( U(z1'n)'Gl(z1'n)-U'l(zl,n)9 z > 0, 
(4) G(z) = 

I f / (z 1 / w )-G 2 (z 1 / w )-f / - i (z 1 / n ) , z < 0. 
При этом будем считать, что ветвь функции z 1 / w выбрана таким образом, что 

(0, z > 0, 
argz 1 / w = 

. 7Г/и, z < 0. 
Т е о р е м а 1. Пусть Ф* (z) - решение задачи 1 ')-4'), a R(\) - произволь­

ная рациональная с единственным полюсом в нуле матричнозначная функция. 
Тогда функции Фу (X), / = 1 , 2 , . . . , 2л, определяемые равенствами 

( 5 ) *2*+i(X) = i W ( W ( X ) , X € Й „ + 1 , 
*2*(Х) = R(W-(\n)U(\)9 \eu2k, 

голоморфны внутри областей своего задания, а на границах удовлетворяют условиям 
сопряжения (4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение о голоморфности тривиально, а для 
условий сопряжения, благодаря формулам (1), (3), (4) и соглашению о выборе 
ветви zlln

9 имеем 
X € y2k: 

^2fc(X) = R(\)*-(\n)U(X) = R(\)*\\n)G(\n)U(k) = 

= *2^-i(X)-^- ,(X)G(Xw)f/(X) = 

= *2*- i (X) ' U-1(f>qk-1/2)U(pq1l2)'G2(pq1'2). U'^PQ112)' ^(Р<7*"1/2) = 

= *2fc-i(X)- Qk~x • G a (Xff-* + 1 ) = * a *-i(*)- G2*(X). 
Аналогично устанавливается второе равенство из (4). Теорема доказана. 

Теоремой 1 цель настоящей работы полностью не достигается. Нужно ещё, 
воспользовавшись произволом в выборе функции R(k), добиться выполнения 
оставшихся условий задачи 1)—4) — условий 2), 3) и условия непрерывности 
Фу (X) в нуле. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены следующие {достаточно общие\) пред­
положения относительно матрицы G(z) и решения Ф* (z) задачи l')-4') : 

а) матрица G(0) имеет единичную диагональ, а её недиагональные элементы 
могут быть отличны от нуля лишь в последнем столбце*; 

б) все главные миноры Ф * (О) (совпадающие в силу первого условия с соот­
ветствующими минорами Ф "(0)) отличны от нуля. 

Тогда матрица R (X), обеспечивающая выполнение всех условий задачи Рима­
на 1) —4), может быть выбрана в виде 

R(K) = СГЧХ) (/ + *), 

•Для выполнения этого условия достаточно считать, что Gif2(K) быстро стремятся к / , когда 
X - 0, 
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dY • 
(6) — = 

ax 

где В - числовая нижнетреугольная матрица с нулевой диагональю, однозначно 
определяемая соотношениями 

' Ё 1 Д****/(0) = -*</(0), i = 1,2,...,л; / = 1 , 2 , . . . , i - l . 
к = 1 

После того, как теорема 2 сформулирована, её доказательство большой 
проблемы не представляет. 

Примеры, 
1) К в а д р а т и ч н ы й пучок 

О / / \р(х) 0 . У 2 \ 0 \р(х)\! 

связанный [5] с интегрированием "продифференцированного" нелинейного урав­
нения Шредингера 

iPt= -Рхх + '(1р \2Р)Х-

Анализируя результаты работы [5], легко прийти к выводу, что обратная 
задача рассеяния для уравнения (6) сводится (в отсутствие дискретного спектра) 
к исследованию матричной задачи Римана вида 1)-4), в которой п = 2, матрицы 
Gi 92 (X) суть 

/ 1 ft(X>-m**\ 
Gl , 2 (X)= _ 

\±b(k)e2lX х 1 / 
(Ь(Х) - определяемый стандартным образом -̂элемент матрицы перехода Г(Х)), п °\ 
а редукционное соотношение (1) выполняется с матрицей Q = . Отсюда 

\ 0 - 1 / 
для матриц R и U, обслуживающих редукцию рассматриваемой задачи Римана к 
задаче на вещественной оси, получаются следующие выражения: 

(l °\ f1 0 \ *2\(0) 
С/(Х) = , R(X) = [ •), * = 

\ 0 X / \а/\ 1/Х-, 

Матрицы G(z) при этом имеет вид 

(7) G(z) =[ 

*u(0) (40-

1 / 
Достаточное условие Гохберга—Крейна [4] отсутствия частных индексов у матри­
цы G(г) приводит к неравенству 

1 
< 1, - ° ° < z < ° ° , (8) \Ъ(у/2)\-

которое тем самым является достаточным условием разрешимости рассматривае­
мой обратной задачи рассеяния. Отметим, что неравенство (8) не содержится среди 
необходимых у̂словий (см. [5]) на данные рассеяния оператора (6). Таким об­
разом, возникает существенное отличие от ситуации, имевшей место в случаях, 
когда обратная задача непосредственно связывалась с задачей Римана на оси (см., 
например [1]): для обратных задач рассматриваемого в настоящей работе типа 

537 



условий Гохберга-Крейна не хватает. Нужны более тонкие достаточные условия 
равенства нулю частных индексов в задаче Римана на оси. 

Последнее замечание, которое мы хотим сделать в связи с квадратичным 
пучком (6), состоит в следующем. Можно показать, что прямым следствием ре­
дукции исходной задачи Римана на "кресте" к задаче Римана на вещественной оси 
с матрицей сопряжения специальной структуры (7) является калибровочная эк­
вивалентность пучка (6) уравнению Дирака вида 

z + 

Этот факт ранее установлен интуитивным путем в работе [5]. В рамках наших рассмот­
рений онполучается дедуктивно,исходятолькоизсимметрийисходнойзадачи Римана. 

2) О б р а т н а я задача р а с с е я н и я для системы 

dV 

Их -= X 
1 0 N V /и* 0 0 
0 1 0 
0 о , ' V o 0 0 

Y, 

связанная (А.В. Михайлов [2]) с интегрированием уравнения Було-Дода uxt + 
+ ехр(-2и) - ехр(и) = 0. Здесь мы ограничимся лишь формальной Констанцией 
факта погружения соответствующей матричной задачи Римана в рассматриваемый 
нами класс. Как показано в [2], упомянутая задача Римана есть задача вида 1) -4), 
в которой и = 3, а соотношение (1) выполняется с матрицей 

/ 0 1 0 х 

Q = I 0 0 1 
V1 0 0, 

Тем самым, матрица U(\), осуществляющая "развёртку" исходной задачи на полу­
плоскость, может быть определена равенством 

'1 0 0 \ / 1 1 1 
, l \ „ _ J - 2я/3 X 

о 
q = е' 
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