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Рассматривается разрешимость нелинейной нелокальной задачи эллиптического типа, явля-
ющейся обобщением задачи типа Бицадзе–Самарского. Сформулированы теоремы о доста-
точных условиях разрешимости. В частности, исследуется нелокальная краевая задача с р-ла-
пласианом. Результаты проиллюстрированы примерами, которые рассматривались ранее в
линейной теории (при ). Примеры показывают, что, в отличие от линейного случая, при
тех же “хороших” нелокальных граничных условиях для  в зависимости от правой части
задача может иметь одно или несколько решений. Библ. 12. Фиг. 2.
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ВВЕДЕНИЕ
Нелокальные эллиптические краевые задачи рассматривались, начиная с 30-х годов XX века

(например, [1]). Абстрактные нелокальные эллиптические краевые задачи изучались в [2], [3] и
др. В 1969 г. А.В. Бицадзе и А.А. Самарский сформулировали новую нелокальную краевую зада-
чу, возникающую в теории плазмы (см. [4]). В частности, в [4] была изучена следующая задача:

, (0.1)

 (0.2)

при  и . Разрешимость задачи в общей постановке была сформулирована как нере-
шенная задача (см. [5]). В конце 80-х годов была построена общая теория линейных нелокальных
эллиптических краевых задач, в рамках которой была решена указанная проблема (см. [6]–[10]).

В данной работе продолжено исследование нелокальных эллиптических краевых задач уже
для нелинейных уравнений. Будут рассмотрены достаточные условия существования решения
нелинейной нелокальной задачи. При исследовании использованы методы теории линейных
нелокальных граничных задач из [8]–[10] и последние результаты в теории нелинейных функци-
онально-дифференциальных уравнений из [11], [12].

В разд. 1 сформулированы свойства разбиения области и границы, а также доказана теорема
об изоморфизме функциональных пространств, позволяющая поставить в соответствие нело-
кальной задаче некое эквивалентное (с точки зрения множества решений) функционально-диф-
ференциальное уравнение. В разд. 2 сформулированы и доказаны достаточные условия суще-
ствования решения нелинейной нелокальной задачи эллиптического типа. Заметим, что в слу-
чае существенно нелинейного уравнения данные условия не выполняются для очень широкого
множества “хороших” (с точки зрения линейной теории) граничных условий. В разд. 3 рассмот-
рена нелокальная задача с -лапласианом, сформулированы и доказаны достаточные условия

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 14-18-01999).
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существования решения, а также приведены примеры выполнения и невыполнения этих усло-
вий. Раздел 4 содержит примеры, иллюстрирующие специфику разрешимости нелинейных не-
локальных задач. Приведены примеры однозначной и многозначной разрешимости. Для про-
стоты изложения примеры рассмотрены в одномерном случае.

1. ИЗОМОРФИЗМ ПРОСТРАНСТВ

1.1. Разбиение области

Для изучения нелинейной краевой задачи нам потребуются некоторые вспомогательные по-
строения, разработанные для линейных задач (см. [8]).

Пусть  – ограниченная область с границей  класса  или , где
 – ограниченная область (с границей  класса , если ). В случае  мы пола-

гаем .

Пусть  – конечное множество векторов  с целочисленными (или соизмеримыми) ко-
ординатами. Через M обозначим аддитивную группу, порожденную множеством , а через  –

открытые связные компоненты множества .

Определение 1.1. Множество  называется подобластью. Семейство  всех подобластей 
( ) называется разбиением области .

Легко видеть, что множество  не более чем счетно, при этом

.

Известно, что для любой подобласти  и произвольного вектора  либо найдется подоб-

ласть  такая, что , либо  (см. [8, лемма 7.1]). Таким образом, семей-
ство  можно разбить на непересекающиеся классы следующим образом: подобласти

 принадлежат одному классу, если  для некоторого . Будем обозна-
чать подобласти  через , где  – номер класса, а  – номер подобласти в -классе. Очевидно,
каждый класс состоит из конечного числа  подобластей  и .
Множество классов может быть конечным или счетным (см. примеры в [8, гл. II, § 7]).

1.2. Разбиение границы

Кроме разбиения области, необходимо рассмотреть свойства разбиения границы , опреде-
ляемое тем же множеством сдвигов  (см. выше). По-прежнему,  – аддитивная группа,
порожденная множеством .

Условие 1.1. Пусть множество , заданное формулой:

, (1.1)

удовлетворяет условию

. (1.2)

Обозначим через  открытые, связные в топологии  компоненты множества . В § 7
из [8] получен следующий результат.

Лемма 1.1. Если  для некоторого , то или , или существует
 такое, что .
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Согласно этому свойству множества  могут быть разби-
ты на классы. Множества  и  принадлежат одному классу, если

1) существует вектор  такой, что ;

2) для любых  нормали к  в точках  и  одно-
направлены.

Обозначим множество  через , где  – номер класса,  – номер элемента в классе
( ). Не нарушая общности, будем считать, что , 
( ).

Как известно (см. § 7 из [8]), данное разбиение обладает следующими свойствами.

Лемма 1.2. Для любого  существует подобласть  такая, что . Более того,
если , то  для любых пар .

Лемма 1.3. Для каждого  существует единственный номер  такой, что
 и ,  (с точностью до перенумеровки).

1.3. Изоморфизм пространств

Рассмотрим изоморфизм между подпространствами Соболева, порожденный разностным
оператором. При этом предполагается выполненным следующее

Условие 1.2. Для каждой подобласти , , , и для любого  суще-

ствует открытое множество  с границей  такое, что ,
.

Множество всех распределений , являющихся вместе со всеми своими частными

производными -го порядка функциями из , обозначим через . При  про-

странства Соболева  рефлексивны и банаховы относительно нормы

, (1.3)

где . Через  обозначим замыкание множества  финитных бесконечно диффе-

ренцируемых функций в .

Обозначим через , , подпространство функций из , удовлетворяющих не-
локальным краевым условиям

(1.4)

где , ,  – вещественные числа, .

Рассмотрим набор вещественных постоянных коэффициентов . Определим
разностный оператор :

, (1.5)
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а также оператор , где  – оператор продолжения

функций из  нулем в ,  – оператор сужения функций из 

на . Для исследования свойств оператора  введем матрицы  такие, что

(1.6)

где  определяется условием . Из ограниченности области  и формулы (1.6) сле-
дует, что множество различных матриц  конечно. Обозначим эти матрицы через ,

.

Лемма 1.4. Для всех  справедливо включение  и

(1.7)

Более того, если  , то существует обратный оператор 

и для всех  справедливы включения , при этом

(1.8)

где константы  не зависят от индекса  и функции .
Для  доказательство см. в [8, § 8], а при произвольных  – в [11].
Согласно лемме 1.3, для каждого  найдется единственный номер  такой, что

 и , , после перенумерации подобластей -класса. Обозначим че-
рез  матрицы, полученные из  путем перенумерования соответствующих столбцов

и строк. Пусть , , есть -я строка матрицы размерности , полученной путем
вычеркивания последних  столбцов из матрицы .

Определение 1.2. Будем говорить, что матрицы  соответствуют граничным условиям (1.4),
если выполнено следующее

Условие 1.3. Существует набор  такой, что для любого  матрицы  невырожденны,
а также для всех  и  справедливы соотношения

. (1.9)

Кроме того, обозначим через  матрицу порядка , полученную из матрицы  вычер-
киванием последних  строк и столбцов.

Пример 1.1. Рассмотрим нелокальные краевые условия задачи Бицадзе–Самарского:

(1.10)

Согласно этим краевым условиям мы имеем множество сдвигов , кото-
рые разбивают область  на две подобласти  и ,
принадлежащие одному классу. Множество  состоит из 6 точек: ,
см. фиг. 1.

Множество {Γrj} состоит из 8 элементов, которые принадлежат 4 классам:
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В соответствии с множеством сдвигов, разностный оператор должен иметь вид

.

Данному оператору соответствует матрица  невырожденная при . В то же

время, для любого  и  получаем

Таким образом, если ,  и , то функция  и удовлетворяет

нелокальным краевым условиям (1.10), т.е. , где .

Пример 1.2. Рассмотрим нелокальные краевые условия

(1.11)

при , .

Согласно этим краевым условиям мы имеем множество сдвигов 
, которые разбивают область  на три подобласти. Разбиение области и

границы показано на фиг. 2.

Разностный оператор в силу симметричности нелокальных условий также будет симметрич-
ным:
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Этому оператору соответствует матрица  На основании условия 1.3 вычислим зна-

чения :

Для удобства вычисления определим . Тогда  и . Таким образом, если
, ,  и , то функция  и удовлетворяет нелокаль-

ным краевым условиям (1.11), т.е. .
Следующая теорема устанавливает связь между эллиптическими дифференциальными урав-

нениями с нелокальными условиями вида (1.4) и эллиптическими дифференциально-разност-
ными уравнениями с однородными условиями Дирихле. Это позволяет применять результаты,
полученные для одной из этих задач, к исследованию другой задачи.

Теорема 1.1. Предположим, что выполнены условия 1.1, 1.2 и 1.3, а соответствующие матрицы
, , и , , , невырожденны.

Tогда существует множество  такое, что оператор  отображает  на 
непрерывно и взаимо однозначно.

Доказательство. При  данная теорема доказана в [8, теорема 8.1]. Для  доказа-
тельство содержит ряд отличий. Поэтому для удобства читателей приведем его полностью.

1. Докажем вначале, что  для некоторого . Очевидно, .
Поэтому достаточно доказать, что функция  удовлетворяет условиям (1.4) для .

Пусть  есть -я строка матрицы, полученной из  путем вычеркивания последних 
столбцов, , . Поскольку , существуют числа  такие, что

. (1.12)

Обозначим через  подпространство функций из , обращающееся в нуль вне

множества . Подпространство  является инвариантным пространством 

(см. [11, лемма 2]). Определим изоморфизм  по формуле

, (1.13)

где . Пусть также  – оператор ортогональной проекции на

. Тогда , , для любого . Из (1.12) следует, что

(1.14)

где . Таким образом, .
2. Теперь докажем обратное вложение. В соответствии с леммой 7.6 из [8], для любого фикси-

рованного  и соответствующего  существует  и  такие, что ,
. Перенумеруем подобласти -го класса так, что , .

Пусть . Тогда , см. лемму 1.4.
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Сначала покажем, что , если
, (1.15)

, (1.16)
где , , , .

Введем функцию  такую, что . Согласно лемме 1.4

имеем . С учетом (1.15), для доказательства принадлежности  достаточно
показать, что для любого  функция  имеет обобщенные производные  и

, т.е.

. (1.17)

Поскольку  всюду плотно в , для каждого  существует последователь-

ность , сходящаяся по норме, т.е.

, (1.18)

. (1.19)

Полагая , из (1.18) и леммы 1.4 получаем

. (1.20)

Из равенств

следует, что

(1.21)
В силу конечности числа различных матриц , а также с учетом (1.19) и (1.21) получаем, что

. (1.22)

Из условия 1.2 следует формула интегрирования по частям для произвольных  и
:

,

где  – единичный вектор внешней нормали к  в точке . Переходя к пределу при
 и суммируя по  и , получаем (1.17). Заметим, что в данной формуле интегральные сла-

гаемые на множестве  равны нулю в силу равенств (1.15), если . C другой
стороны, в силу равенств (1.16) и соотношений  имеем

,

где  и  – единичные векторы внешних нормалей к  и  соответственно, .

Теперь докажем равенства (1.15) и (1.16). Поскольку , то
,

т.е.
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Следовательно, функции  и  удовлетворяют условиям
. (1.23)

Более того, (1.14) для функции  можно переписать в виде

(1.24)

Применим (1.12):

(1.25)

Из соотношений (1.24) и (1.25) следует, что

(1.26)

В силу (1.12) имеем, что , где  – матрица порядка 
системы (1.26). Поскольку , то и . Следовательно, , .
Аналогично получаем, что , . Таким образом, система (1.22) преобразу-
ется к виду

(1.27)

По построению, , . Следовательно, , , и ,
, см. (1.6). В силу невырожденности матрицы , из системы уравнений (1.27) полу-

чаем, что , .

2. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
Рассмотрим нелинейное уравнение

(2.1)

с нелокальными краевыми условиями

(2.2)

Определение 2.1. Пусть . Функция  называется обобщенным решением за-
дачи (2.1), (2.2), если для любого  справедливо интегральное тождество

. (2.3)

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия 1.1, 1.2 и 1.3, а коэффициенты , , и матрицы
, , и , , , таковы, что выполнены следующие условия:
(А0) условие невырожденности: коэффициенты  постоянны, матрицы , , и ,

, , невырожденны;
(А1) условие интегрируемости: функции  удовлетворяют условиям Каратеодори, т.е. 

измеримы по  для всех  и непрерывны по  для почти всех ; более того, для почти
всех  и всех  справедлива оценка

где , ;
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(А2) условие эллиптичности: для всех , почти всех  и любых  таких, что
 и , справедливо неравенство

(2.4)

здесь и далее  есть -я строка матрицы ,  есть -й столбец матрицы ;

(А3) условие коэрцитивности: для всех , почти всех  и любых  справедливо не-
равенство

(2.5)

где  и  не зависят от  и .

Тогда множество обобщенных решений задачи (2.1), (2.2) непусто и слабо компактно в .
Доказательство. Множество матриц  и разбиение области  однозначно определяют опера-

тор , cм. (1.5)–(1.6). Согласно теореме 3.10 из [12], при выполнении
условий (А0)–(А3) для любого  непусто и слабо компактно множество элементов

, удовлетворяющих следующему интегральному тождеству:

(2.6)

Однако, в силу условия  и теоремы 1.1, оператор  является изоморфиз-

мом. Следовательно, если  – решение тождества (2.6), то  – обоб-
щенное решение задачи (2.1), (1.4). В силу ограниченности и непрерывности оператора ,

см. леммы 1 и 5 из [11], множество решений задачи (2.1), (1.4) будет слабо компактным в .

3. НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА С -ЛАПЛАСИАНОМ
Рассмотрим уравнение с -лапласианом. В [11], [12] показано, что если оператор  является

-лапласианом, то условие эллиптичности  может нарушаться даже в случае симметричных,
положительно-определенных матриц . Воспользуемся результатами из [11], чтобы сформули-
ровать достаточные условия существования решения нелокальной задачи с -лапласианом.

Определение 3.1. Пусть . Функция  называется обобщенным решением за-
дачи

, (3.1)

(3.2)

если для любого  справедливо интегральное тождество

. (3.3)

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия 1.1, 1.2 и 1.3, а соответствующие матрицы , ,

симметричны и положительно определены. Кроме того, пусть обpатные матрицы  удовле-
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Tогда задача (3.1), (3.2) имеет обобщенное решение. Более того, множество решений задачи (3.1),
(3.2) слабо компактно в .

Доказательство. Поскольку матрицы , , симметричны и положительно определе-
ны, то условия теоремы 1.1 выполнены. Кроме того, в силу условия (3.4) и теоремы 3 из [11] мно-
жество , удовлетворяющих интегральному тождеству

(3.5)

непусто и слабо компактно в . Здесь оператор  определен однознач-
но матрицами  и разбиением области  (как и в предыдущем разделе). Поскольку в силу тео-
ремы 1.1 оператор  является изоморфизмом, то если  – решение

тождества (3.5), то  – обобщенное решение задачи (3.1), (3.2). Следовательно,
множество решений задачи (3.1), (3.2) непусто. Слабая компактность множества решений следу-
ет в силу ограниченности и непрерывности оператора , см. [11, леммы 1 и 5].

Также могут быть рассмотрены несимметричные граничные условия, см. [11, замечание 8].
В этом случае справедлива

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия 1.1, 1.2 и 1.3, а матрицы , , и , ,
, таковы, что

• коэффициенты  постоянны, матрицы , , и , , , невырожденны;

• обpатные матрицы  удовлетворяют условию

.

Tогда задача (3.1), (3.2) имеет обобщенное решение. Более того, множество решений задачи (3.1),
(3.2) слабо компактно в .

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1.
Пример 3.1. Рассмотрим задачу Бицадзе–Самарского:

, (3.6)

(3.7)

Как показано в примере 1.1, граничным условиям данной задачи соответствует матрица

.

Обратной к этой матрице будет матрица

.

Условие (3.4) теоремы 3.1 выполнено, если , т.е. при  задача (3.6), (3.7) имеет решение
для любого .

Пример 3.2. Рассмотрим задачу
, (3.8)

с нелокальными краевыми условиями

(3.9)

при , .
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Как показано в примере 1.2, граничным условиям данной задачи соответствует матрица

.

Данная матрица симметрична и положительно определена. С точностью до 3-го знака после за-
пятой выпишем обратную матрицу:

.

Очевидно, что условиe (3.4) теоремы 3.1 не выполнено:

.
Мы не можем гарантировать существование решения задачи (3.8), (3.9).

Заметим, что при  задача (3.8), (3.9) является линейной. Она рассмативалась в [8, гл. 2,
пример 13.5]. Было доказано существование единственного решения для любого .

4. ПРИМЕРЫ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ПРИ НЕВЫПОЛНЕНИИ УСЛОВИЙ ТЕОРЕМЫ 3.1

Проиллюстрируем возможность однозначной и неоднозначной разрешимости нелокальной
нелинейной задачи. Для этого рассмотрим задачу (3.8), (3.9) в одномерном случае с различными
правыми частями. Напомним, что при  задача (3.8), (3.9) имеет единственное решение для
любого .

Пример 4.1. Рассмотрим задачу

, (4.1)
с нелокальными краевыми условиями

(4.2)

при , , .
Общее решение уравнения (4.1) имеет вид

. (4.3)
Подставим (4.3) в нелокальные краевые условия (4.2):

Следовательно, имеем

(4.4)

Вычитая из второго уравнения системы (4.4) первое, получаем, что . Поскольку
, то . Подставив это значение в одно из равенств системы (4.4), по-

лучим, что , т.е. . Система (4.4) имеет единственное решение .
Следовательно, задача (4.1), (4.2) имеет единственное решение  при любом .

Пример 4.2. Рассмотрим задачу

, (4.5)

с нелокальными краевыми условиями (4.2) при , , .
Общее решение уравнения (4.5) имеет вид

. (4.6)
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Подставим (4.6) в нелокальные краевые условия

(4.7)

Из системы (4.7) легко выписать уравнение для :

(4.8)

Очевидно, что  является решением уравнения (4.8). Численные методы дают дополни-
тельные решения:  и  (приведены с точностью до 3-го знака после запятой).
Докажем, что на интервалах (0, 1) и (2, 3) действительно существуют решения уравнения (4.8).

. Функция

непрерывна. Поскольку

то  имеет нуль на интервале (0, 1), т.е. уравнение (4.8) имеет решение на этом интервале.
Аналогично, на интервале (2, 3) рассмотрим непрерывную функцию

Поскольку

то  имеет нуль на интервале (2, 3), т.е. уравнение (4.8) имеет решение на этом интервале.
Так как уравнение (4.8) имеет не менее трех решений, то и задача (4.5), (4.2) имеет не менее трех
решений.

Замечание 4.1. Одновременно получен пример неоднозначной разрешимости дифференциально-раз-
ностного уравнения с р-лапласианом и симметричным разностным оператором, которому соответствует
положительно-определенная матрица. Заметим, что непосредственное решение дифференциально-раз-
ностного уравнения (как это было сделано в [11] для задач с матрицами размерности 2) является более
сложной задачей.
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