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Виктору Даниловичу Мазурову к его 70-летию

В в е д е н и е

Предположим, что конечная группа G допускает фробениусову

группу автоморфизмов FH с ядром F и дополнением H. Проблема

В. Д. Мазурова [1, вопр. 17.72] привела к появлению ряда работ, где рас-

сматривается случай, когда ядро F действует без неподвижных точек,

CG(F ) = 1. Целью этих работ [2–10] является получение ограничений на

порядок, ранг, нильпотентную длину, ступень нильпотентности и период

группы G в терминах соответствующих свойств и параметров централи-

затора CG(H) и порядка |H|.

Цель настоящей работы — показать, что если речь идёт о порядке

и ранге группы G, то аналогичные результаты выполняются и без этого

сильного условия CG(F ) = 1, по крайней мере, когда порядки групп G

и FH взаимно просты. Доказательства по-существу сводятся к изучению

силовских p-подгрупп группы G для разных простых чисел p. Более того,

в случае, когда G — p-группа, удовлетворяющая равенству G = [G,F ],

результаты являются наиболее сильными и зависят только от CG(H) и H.

Поэтому удобно сформулировать отдельную теорему для p-групп.

ТЕОРЕМА 1. Предположим, что конечная p-группа P допускает

фробениусову группу автоморфизмов FH с ядром F и дополнением H,
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причём порядки P и FH взаимно просты: (|P |, |FH|) = 1. Если P = [P, F ],

то

(а) ступень нильпотентности группы P не превосходит

2 logp |CP (H)|;

(б) порядок группы P ограничен сверху в терминах порядков групп

CP (H) и H;

(в) ранг группы P ограничен сверху в терминах |H| и ранга группы

CP (H).

В настоящей работе ранг конечной группы — это минимальное число

r, такое что каждая подгруппа порождается r элементами.

В качестве следствия получаем результат о ранге и порядке произ-

вольной конечной группы с фробениусовой группой автоморфизмов ко-

простого порядка. Обозначим через r(K) ранг конечной группы K.

ТЕОРЕМА 2. Предположим, что конечная группа G допускает

фробениусову группу автоморфизмов FH с ядром F и дополнением H,

причём порядки G и FH взаимно просты: (|G|, |FH|) = 1. Тогда

(а) |G| ≤ |CG(F )| · f(|H|, |CG(H)|) для некоторой функции f от двух

переменных;

(б) r(G) ≤ r(CG(F ))+g(|H|, r(CG(H))) для некоторой функции g от

двух переменных.

В условиях теоремы 2 более слабые оценки на порядок и ранг в

терминах каких-то функций, зависящих соответственно от |CG(F )|, |H|,

|CG(H)| и r(CG(F )), |H|, r(CG(H)), можно было бы получить, просто рас-

сматривая действие группы FH на критической подгруппе Томпсона в

FH-инвариантных силовских p-подгруппах для разных p. Новая инфор-

мация состоит в том, что зависимость от CG(F ) теперь выступает в виде

отдельного множителя |CG(F )| или слагаемого r(CG(F )).

Всем функциям, упоминаемым в теоремах, легко дать явные верхние

оценки.

Индуцированная группа автоморфизмов инвариантной секции часто

обозначается той же буквой. Мы используем сокращение, скажем,
”
(m,n)-

ограниченный“ для
”
ограниченный сверху в терминах только m, n“, т. е.
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ограниченный сверху функцией, зависящей только от m и n.

§ 1. Предварительные сведения

Напомним, что если группа A действует автоморфизмами на конеч-

ной группе G копростого порядка, (|A|, |G|) = 1, то неподвижные точ-

ки индуцированного действия группы A на фактор-группе G/N по A-

инвариантной нормальной подгруппе накрываются неподвижными точка-

ми группы A в G:

CG/N (A) = CG(A)N/N.

В частности, [[G,A], A] = [G,A]. Для каждого простого числа p группа

G обладает A-инвариантной силовской p-подгруппой. Будем пользоваться

этими известными свойствами копростого действия без особых ссылок.

Для группы A, действующей линейными преобразованиями на век-

торном пространстве V , используется правая операторная запись va для

образа элемента v ∈ V под действием a ∈ A. Используется также

централизаторное обозначение для подпространства неподвижных точек

CV (A) = {v ∈ V | va = v для всех a ∈ A} (такое же, как для подгрупп

неподвижных точек). Напомним, что для группы A и поля k свободный kA-

модуль ранга n — это прямая сумма n копий групповой алгебры kA, каж-

дая из которых рассматривается как векторное пространство над k раз-

мерности |A| с базисом {vg | g ∈ A}, помеченным элементами из A, на ко-

тором A действует в регулярном представлении подстановками: vgh = vgh.

Ясно, что каждый свободный kA-модуль имеет нетривиальные неподвиж-

ные точки для A, которые дают
”
диагональные“ элементы — суммы по

A-орбитам на этих базисах.

Из теоремы Клиффорда вытекает следующая

ЛЕММА 1.1 [5, лемма 2.5]. Пусть фробениусова группа FH с яд-

ром F и дополнением H действует линейными преобразованиями на век-

торном пространстве V над полем k так, что CV (F ) = 0. Тогда V —

свободный kH-модуль.
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ЛЕММА 1.2. Пусть фробениусова группа FH с ядром F и допол-

нением H действует автоморфизмами на конечной группе G копростого

порядка так, что [G,F ] 6= 1. Тогда CG(H) 6= 1.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Выберем FH-инвариантную силовскую p-

подгруппу P из G, на которой F действует нетривиально. Тогда F дей-

ствует нетривиально и на фактор-группе по подгруппе Фраттини U =

= P/Φ(P ), которую можно рассматривать как FpFH-модуль. По лем-

ме 1.1, V = [U,F ] 6= 0 — свободный FpFH-модуль. Поэтому существует

нетривиальная неподвижная точка группы H в V , а значит и в P . ✷

Конечная p-группа P называется мощной, если [P, P ] 6 P p при p 6= 2

или [P, P ] 6 P 4 при p = 2 (здесь An = 〈an | a ∈ A〉). Мощные p-группы

являются незаменимым инструментом в исследовании рангов конечных

p-групп.

ЛЕММА 1.3 [11]. (а) Если мощная p-группа P порождается d

элементами, то ранг группы P не превосходит d и P является произве-

дением d циклических подгрупп.

(б) Если P — конечная p-группа ранга r, то P содержит характе-

ристическую мощную подгруппу индекса не выше pr(log2 r+2).

ЛЕММА 1.4. Если конечная p-группа P имеет ранг r и период pn,

то |P | ≤ pnf(r) для некоторого r-ограниченного числа f(r).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 1.3(б) группу P можно считать

мощной; лемма 1.3(a) завершает доказательство. ✷

Следующий результат был получен в [12] для разрешимых групп

на основе теорем типа Холла–Хигмэна и распространён с использованием

классификации на произвольные конечные группы в [13] (с оценкой 2d)

и [14].

ЛЕММА 1.5 [12–14]. Если d — максимальный ранг силовских p-

подгрупп конечной группы (по всем простым числам p), то ранг этой

группы не превосходит d+ 1.

Приведём также следующий известный факт о нильпотентных груп-

пах.
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ЛЕММА 1.6. Пусть G — нильпотентная группа ступени ниль-

потентности c.

(а) Порядок группы G ограничен в терминах c и порядка группы

G/[G,G].

(б) Ранг группы G ограничен в терминах c и ранга группы G/[G,G].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обозначим через γi = γi(G) члены нижнего

центрального ряда группы G. Оба утверждения являются следствиями

того, что существует гомоморфизм

γ1/γ2 ⊗ · · · ⊗ γ1/γ2
︸ ︷︷ ︸

k

→ γk/γk+1

из тензорной степени на γk/γk+1. ✷

§ 2. Конечные p-группы

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1. Напомним, что P — конечная p-

группа, допускающая фробениусову группу автоморфизмов FH копросто-

го порядка с ядром F и дополнением H, такую что P = [P, F ].

(а) Начнём с ограничения на ступень нильпотентности группы P .

Для краткости обозначим через γi = γi(P ) члены нижнего центрального

ряда группы P . Пусть |CP (H)| = pm. По лемме 1.2, как только [V, F ] 6= 1

для FH-инвариантной секции V , выполняется CV (H) 6= 1. Поэтому суще-

ствует не более m факторов нижнего центрального ряда группы P , где F

действует нетривиально. Значит, для какого-то i ≤ 2m группа F действует

тривиально на двух последовательных факторах γi/γi+1 и γi+1/γi+2. Тогда

[F, γi, P ] 6 [γi+1, P ] = γi+2 и [γi, P, F ] = [γi+1, F ] 6 γi+2.

По лемме о трёх коммутантах отсюда вытекает, что

[[P, F ], γi] = [P, γi] = γi+1 6 γi+2.

Следовательно, γi+1 = 1, поскольку P нильпотентная группа.
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(б) Теперь у нас имеется оценка ступени нильпотентности группы P ,

и оценка порядка будет следовать из леммы 1.6(а), если получить оценку

на порядок группы P/γ2.

Так как действие копростое, абелева группа P/γ2 представима в виде

P/γ2 = CP/γ2(F )×
[
P/γ2, F

]
= CP/γ2(F )× P/γ2,

откуда CP/γ2(F ) = 1. По [5, теор. 2.7(а)], |P/γ2| = |CP/γ2(H)||H| (этот факт

является несложным следствием леммы 1.1). Так как действие копростое,

имеем |CP/γ2(H)| ≤ |CP (H)|. При этом ступень нильпотентности группы P

не превосходит 2 logp |CP (H)| ≤ 2 log2 |CP (H)|. Поэтому порядок |P | дей-

ствительно ограничен в терминах только |CP (H)| и |H|.

(в) Получим оценку ранга группы P . Ключевым моментом является

доказательство того, что P обладает мощной p-подгруппой ограниченного

ранга и
”
ко-ранга“. Построение мощной подгруппы аналогично тому, как

это было сделано в [15, 16]. Сначала оценим число порождающих груп-

пы P . Всюду далее в этом параграфе через r = r(CP (H)) для краткости

обозначается ранг подгруппы CP (H).

ЛЕММА 2.1. Группа P порождается r|H| элементами.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим действие группы FH на фактор-

группе по подгруппе Фраттини V = P/Φ(P ). Как и в п. (б), легко понять,

что CV (F ) = 1. По [5, теор. 2.7(а)] (или как следствие леммы 1.1) справед-

ливо |V | = |CV (H)||H| ≤ pr|H|. ✷

Пусть M — некоторая нормальная FH-инвариантная подгруппа из

P , которую мы выберем позже.

Рассмотрим фактор-группу P = P/Mp (или P/M4 при p = 2); пусть

черта обозначает образы.

Поскольку M = M/Mp (или M = M/M4) имеет период p (или 4),

порядок группы CM (H) не превосходит pf для некоторого r-ограниченного

числа f = f(r) по лемме 1.4.

Как обычно, члены верхнего центрального ряда обозначаются через

ζi, начиная с центра ζ1.

ЛЕММА 2.2. Имеем M 6 ζ2f+1(P ).
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим следующий центральный ряд

группы P :

M1 = M > M2 > M3 > · · · > 1, где Mi = [...[M,P ], . . . ,P
︸ ︷︷ ︸

i−1

].

Все Mi являются нормальными FH-инвариантными подгруппами из P .

Положим Vi = Mi/Mi+1 и рассмотрим действие группы FH на этих сек-

циях.

Как только [Vi, F ] 6= 1, имеем CVi
(H) 6= 1 по лемме 1.2. Так как

|CM (H)| ≤ pf , существует не более f факторов Vi, для которых [Vi, F ] 6= 1.

Поэтому для некоторого k ≤ 2f + 1 выполняются [Vk, F ] = 1 и

[Vk+1, F ] = 1. Другими словами,

[[F,Mk],P ] 6 [Mk+1,P ] = Mk+2 и [[Mk,P ], F ] = [Mk+1, F ] 6 Mk+2.

Отсюда по лемме о трёх коммутантах

[[P , F ],Mk] = [P ,Mk] = Mk+1 6 Mk+2.

ГруппаP нильпотентна, поэтому Mk+1 = 1. В самом деле, из Mk+1 6 Mk+2

следует [Mk+1,P ] 6 [Mk+2,P ], т. е. Mk+2 6 Mk+3, и т. д., становясь в конце

концов тривиальной подгруппой в силу нильпотентности группыP .

Полученное равенство Mk+1 = 1 означает, что M 6 ζk(P ) 6

6 ζ2f+1(P ). ✷

Продолжим доказательство того, что ранг группы P ограничен в

терминах r и |H|. Положим M = γ2f+1 (напомним, что γ2f+1 = γ2f+1(P )).

Удобно ввести единое обозначение p∗ = p, если p 6= 2, и p∗ = 4, если p = 2.

В силу леммы 2.2 имеем [M,M ] 6 [γ2f+1(P ), ζ2f+1(P )] = 1, т. е.

[M,M ] 6 Mp∗ . Значит, M = γ2f+1(P ) является мощной p-подгруппой

группы P .

Фактор-группа P/γp∗2f+1 нильпотентна ступени 4f + 1, поскольку

γ2f+1/γ
p∗
2f+1 6 ζ2f+1(P/γ

p∗
2f+1) по лемме 2.2 в силу выбора подгруппы M .

По лемме 2.1 группа P порождается r|H| элементами, а группа

P/γp∗2f+1 нильпотентна ступени 4f + 1, следовательно в силу леммы 1.6(б)

ранг группы P/γp∗2f+1 ограничен в терминах r и |H|.
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В частности, ранг группы γ2f+1/γ
p∗
2f+1 ограничен в терминах r и |H|.

Так как γp∗2f+1 6 Φ(γ2f+1), получаем, что число порождающих группы

γ2f+1 ограничено в терминах r и |H|. В мощной p-группе число порожда-

ющих равно её рангу (лемма 1.3(а)), поэтому ранг группы γ2f+1 ограничен

в терминах r и |H|.

Итак, и ранг группы P/γ2f+1, и ранг группы γ2f+1 ограничены в

терминах r и |H|, следовательно ранг группы P ограничен в терминах r

и |H|, что и требовалось. ✷

ЗАМЕЧАНИЕ. Обе функции в пп. (б) и (в) теоремы 1 можно, конеч-

но, считать неубывающими по каждому из их аргументов. Действительно,

любую функцию f(x, y) от двух натуральных переменных можно, напр.,

заменить на функцию

f̄(x, y) = sup
u≤x,
v≤y

f(u, v),

которая уже будет обладать требуемым свойством.

§ 3. Общий случай

Пусть G — конечная группа, допускающая фробениусову группу ав-

томорфизмов FH копростого порядка с ядром F и дополнением H.

Для каждого простого p через Sp обозначается FH-инвариантная си-

ловская p-подгруппа из G (одна для каждого p). Имеем Sp = CSp
(F )[Sp, F ].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 2. (а) По теореме 1(б) имеем

|[Sp, F ]| ≤ f1(|H|, |C[Sp,F ](H)|) для некоторой функции f1, неубывающей

по каждому аргументу. Поэтому

|Sp| ≤ |CSp
(F )| · f1(|H|, |C[Sp,F ](H)|).

Заметим также, что Sp = CSp
(F ), если [Sp, F ] = 1. Поскольку |G| =

∏

p
|Sp|

и |CG(F )| =
∏

p
|CSp

(F )|, получаем

|G| ≤
∏

p

|CSp
(F )| ·

∏

[Sp,F ]6=1

f1(|H|, |C[Sp,F ](H)|)
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= |CG(F )| ·
∏

[Sp,F ]6=1

f1(|H|, |C[Sp,F ](H)|).

С другой стороны, C[Sp,F ](H) 6= 1, как только [Sp, F ] 6= 1, в силу леммы 1.2.

Поэтому в произведении в правой части простые числа p делят |CG(H)|.

По грубой оценке существует не более log2 |CG(H)| таких простых чисел.

Значит,

|G| ≤ |CG(F )| · f1(|H|, |CG(H)|)log2 |CG(H)|,

что является требуемой верхней оценкой на порядок с функцией

f(|H|, |CG(H)|) = f1(|H|, |CG(H)|)log2 |CG(H)|. ✷

(б) По теореме 1(в) для каждого простого числа p имеем

r([Sp, F ]) ≤ f2(|H|, r(C[Sp,F ](H)))

для некоторой функции f2, неубывающей по каждому аргументу. Поэтому

r(Sp) ≤ r(CSp
(F )) + f2(|H|, r(C[Sp,F ](H))) ≤ r(CG(F )) + f2(|H|, r(CG(H))).

По лемме 1.5 верхняя оценка ранга группы G получается прибавлением

единицы к правой части. ✷
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