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ДЕФОРМАЦИИ КОМПЛЕКСНЫХ СУПЕРПРОСТРАНСТВ 

И КОГЕРЕНТНЫХ ПУЧКОВ НА НИХ 
А. Ю. Вайнтроб 

Эта работа посвящена построению теории деформаций 
комплексных структур на суперпространствах. Классическая 
теория деформаций, начавшаяся в конце 50-х годов в работах 
Кодаиры—Спенсера, к середине 70-х годов была в основном 
завершена. 

К этому времени началось развитие теории супермногооб-
разий, стимулируемое физическими работами, в некоторых из 
которых более или менее явно предполагалось, что результаты 
теории деформаций 'без существенных изменений переносятся 
на суперслучай. Обоснование этого предположения — это и 
есть основное содержание работы. Изложение организовано 
следующим образом. В первой главе обобщаются на супер слу­
чай общие свойства комплексных пространств и когерентных 
аналитических пучков: теоремы Ока, Картана, Грауэрта и др. 
Во второй главе излагаются различные понятия, связанные с 
деформациями, и доказывается существование версальной де­
формации элемента группы Ext. Важный частный случай этой 
теоремы, относящийся к деформациям когомологических 'клас­
сов, доказан Бингенером [21]. Центральные теоремы насто­
ящей работы о существовании версальных деформаций для 
суперпространств и когерентных пучков на них формулируются 
тоже во второй главе, а их доказательство занимает всю гла­
ву 4. В третьей главе объясняется, как с помощью ОСНОВНЫХ 
теорем существования строить версальные деформации других 
структур: подсуперпространств, SUSY-структур, пар — супер-
пространство и пучок и суперпространство и подсуперпростран-
ство. 

Большая часть результатов работы анонсирована ранее в 
[2], [3], |[4], [5]. СТОИТ отметить, что работа Ротштейна [35], 
несмотря на ее название, посвящена не деформациям, а про­
блеме классификации супермногообразий, и пересекается с 
настоящей работой лишь по предложению 3.1.4. 

Все необходимые сведения по супергеометрйи можно найти 
в книгах Д. A. Лейтеса и Ю. И. Манина {9], [12]. Оба они 
являются моими учителями, и я рад возможности выразить им 
свою благодарность. Д. А. Лейтес познакомил 'меня с миром 
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супермногообразий, а Ю. И. Манин предложил заняться изу­
чением комплексных структур на них. Без их внимания и под­
держки эта работа вряд ли была бы написана. Я также благо­
дарен A. A. Бейлиисону за полезные обсуждения. 

Глава 1 

КОМПЛЕКСНЫЕ СУПЕРПРОСТРАНСТВА 
И КОГЕРЕНТНЫЕ ПУЧКИ НА НИХ 

Эта глава посвящена изложению общих фактов о когерент­
ных пучках на комплексных суперпространствах, которые, как 
правило, по формулировке не отличаются от чисто четного слу­
чая. Доказательство большинства из них представляет собой 
редукцию к аналогичному результату для случая комплексных 
пространств, основанную на критерии когерентности 1.3.5. 

§ 1.1. КОМПЛЕКСНЫЕ СУПЕРПРОСТРАНСТВА 

1.1.1. Суперпространства. Суперпространством называется 
локально окольцованное пространство (М, Ом), где Ом — пучок 
локальных суперкоммутативных колец на топологическом про­
странстве М. Морфизм суперпространств—это морфизм 
локально окольцованных пространств, сохраняющий градуировку 
в структурных пучках. Чисто четным мы будем называть 
суперпространство, у которого С?1/И--.=--0. 

Пусть J=0M^®(fMj—идеал, в структурном пучке 0М' 
порожденный нечетными элементами. Окольцованное простран­
ство Mrd: = (M, (?MU) = (M, О ^ / - ? . 2 - Д являющееся чисто 
четным подсуперпространством в (М, Ом), мы будем называть 
подстилающим пространством суперпространства (Ж, Ом)-
В пучке Ом имеется каноническая фильтрация степенями идеа­
ла / . Пусть GrОм' =@JllJm—присоединенный градуирован-
ный пучок, тогда (М, GTOM) — суперпространство, которое бу­
дет обозначаться GrM. Суперпространство (М, Ом) назы­
вается расщепимьш, если оно изоморфно GrM. 

1.1.2. Комплексные суперпространства. 'Комплексные про­
странства— это объекты, локально устроенные как аналитиче­
ские подмножества (с нильпотентами) в С-3. Аналогичным об­
разом мы определим и комплексные суперпространства. Снача-

• ла необходимо построить модельные объекты — «множества» 
нулей систем уравнений в С1-. 

Пусть %=([/, Оац) — подсуперобласть в Ср,<7. то есть U — 
область в С , а Оац=Ои]^ъ |г, • • -,lq], где Сс/-пучок голо-
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морфных функций на U, a £1, £-,.. .>Е?> как обычно, —нечетные 
образующие. Произвольный набор сечений / 1 , / 2 , . . . . fk^P<u 
порождает подпучок идеалов J в Ооц. Если все / . однородны 
относительно четности, то и идеал также однороден. В даль­
нейшем, говоря об идеалах в суперкоммутативной алгебре, мы 
будем иметь в виду только однородные идеалы. Приведя все / г 
по модулю нечетных образующих пучка Ооц, мы получим набор 
функций /&Оц. Идеал ./ — (/.) задает аналитическое подмно­
жество Vc/VcC-3. Модельное суперпространство— это супер-
пространство вида Vя (J) — (V, {ОоцЫ) \v).. 

Определение . Суперпространство (М,(УМ) называется 
комплексным суперпространством, если каждая точка М 
имеет окрестность UaM, для которой суперпространство 
(U, Ом \и) изоморфно одному из модельных суперпро­
странств "1У (У). 

Представим структурный пучок Ом в виде суммы одиород-
ных компонент дм — 0^-@0Т- ТогДа W, (?--•) — обычное (не 
супер) окольцованное пространство, a <?-—пучок (7—модулей, 
на М. Это позволяет рассматривать суперпространство 
(М, Ом) с четной точки зрения. Мы будем часто использовать 
следующую характеризацию комплексных суперпространств, 
которая часто (начиная с Делиня) принимается за их опреде­
ление. 

1.1.3. Предложение . Суперпространство (М,Ом) яв­
ляется комплексным суперпространством тогда и только тогда, 
когда выполнены два условия: 

(i) окольцованное пространство (М,О0) является комплекс­
ным пространством и 

(it) пучок О- на M —когерентный пучок ^----модулей. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (М, Ом) — комплексное супер-

пространство, mQM и V—окрестность точки т, для которой 
OMW^OUIIU ..., | -] /( / i , . . ../-+*), где UсСР-открытое под­
множество, / - , . . . , fs—четные, fs+u ..., fs+i—нечетные обра­
зующие идеала Jv аОц [|i, . . . , \я\. Тогда iy,U~\v) изоморфно 
аналитическому подмножеству в UxC7*. 

Действительно, пусть xt, i = l , . . . , p , —координаты в обла­
сти U, a 9//> Ki<g, 1</'<<7, —координаты в С'\ Тогда 
отображение О (U X С9)^0 (U) [.|-, . ,.,&]г: xL.-+ xt, Q4 м- l&i 
является эпиморфизмом колец с ядром, порожденным элементами 
Qtj + Qjh вфщ + вшвц, Qifijk, Qu, U J, k, IG{1, 2, ...,g). 

Пусть J^ = Jv П 0{U)[lu ..,, Ц-]г—идеал кольца 
О(U)[|i, .•. .i£.~]o-> состоящий из четных элементов идеала J у 
Идеал JQ- порождается элементами fk, hfi> l < A < s ; s + l < 
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< i < s + !;, 1<i<<7, поэтому ядро композиции I 

о (Uxc*1) -><? (U) ии..., ы0—>c? (U) ^1,.. • 1 y 0 - / ^ = ^ M i 
1 

является конечно порожденным идеалом кольца O(UxC). 
Таким образом, каждая точка т окольцованного пространства 
(M, 0~) имеет окрестность, изоморфную аналитическому множе­
ству, что означает, что (M, 0^) — комплексное пространство. j 
Пучок t-7- на М в окрестности V точки т$М изоморфен I 
С (U) [ |1 , . . . , iff]-/ Jr, где J-x— подмодуль 0, (U) [\ъ . . . , %q\F- \ 
модуля C?(U)[|i, . . . , i ? ] r , порожденный нечетными функциями | 
fs+i, l<i<t и Ijfk, \<k<s, \<j<q. Элементы'g1,..., ^ ! 
порождают 0 (U) [ i i , . . . , lg]r над 0 (U) [i1, . . . , £<-]--, поэтому 
после факторизации они становятся образующими 0, (V)1- j 
над 0, (У) [1и ..., g~] и, следовательно, над C?(V)--- = 
" •^ (^ [^ - • • • .Уо" /^ , И т а к ' &<У)г к а к модуль над 0(V)W 
конечно порожден и конечно представим (т. е. имеет конечное 
число соотношений). Поэтому, применяя теорему Ока [6], полу­
чаем, что пучок OY является когерентным О—модулем. 

Обратно, пусть (М, 0^@0^) — суперпространство, для кото-
. рого (М, 0Q-)— комплексное пространство и 0-г—когерентный 
^--•-модуль. Тогда в некоторой окрестности V точки т£М 
•существуют представления 

O-+I-+0(U)%0¥(V)-+O 

и 
O-+K-+T%0r(V)-+O, 

где U—область в С, /—конечно порожденный идеал кольца 
0,(U), Г —свободный 0Q- (^-модуль, д—-конечно порожденный 
подмодуль в Т. Мы должны найти представление супералгебры 
•C-V (У)-\-^г^У) в в и д е Фактора супералгебры 0(UxC°lq) по 
конечно порожденному идеалу. Возьмем q равным рангу модуля 
Т и выберем в нем нечетные свободные образующие ii, h> ••• 
.... ^ . Тогда, полагая п (f-b&, • • • &*)-= "-г (/) Щ (Ъ) • • • МЬ^ 
где f^0(U), мы получим эпиморфизм 0 (U) -супералгебр 
n\0(U) [in 1ь ..., iff] -г- 0-Q (V) ®0- (V), ядро которого конечно 
порождено. • 

1.1.4. Суперрасширения. Пусть (X, 0>ЛГ)—комплексное прост­
ранство, .У—когерентный пучок Сл-модулей. Комплексное супер-
дространство (М, 0М) называется суперрасимрением пары 
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iv А е с л и существуют изоморфизмы комплексных пространств 
г.(А, Ох)->{М, Ow) и 0^-.-модулей i*ST£0t. 

Различные суперрасширения пары (X, F ) отличаются друг 
от друга структурой супералгебры в пучке бх®ЗГ. Следующий 
результат показывает, что их можно классифицировать сече­
ниями некоторого когерентного пучка на X. В дальнейшем это 
позволит нам рассматривать комплексные суперпространства с 
чисто четной точки зрения. 

П р е д л о ж е н и е . Существует функтор Sup из категории 
Coh.-- когерентных аналитических пучков на комплексном про­
странстве X в себя, такой что для любого F6Cohx все супер-
расширения пары (X, F ) (с точностью до изоморфизма) нахо­
дятся во взаимно однозначном соответствии с множеством 
AP(X;Sup(F)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Дадим сначала конструкцию функтора 
Sup. Пусть FeCohx, тогда пучки ^-модулей А\&~ и Л3-^ 
когерентны так же, как и пучки Hom<-. ( A 2 F Ox) и 
Нот^СЛ3^", Ох). Рассмотрим гомоморфизм б?л:-модулей 
cp+Iotn^ (А2.^, Ох)-^Нот0 (A3F, Ох), определяемый условием 

' Ф(М-)(/1Л/2ЛЛ) — И / 1 Л / 2 ) / з - ^ ( / 2 А / з ) / ь 
где \x&-lom0x(U)(A^(U), Ox(U)), fu / 2 , faS&(U), UczX — 
открытое подмножество. Положим Sup (.У) — Кегф. 

Пусть теперь (М, Ом) —какое-то суперрасширение пары 
(X, F) . Это означает, что мы превратили пучок модулей 0х®& 
в пучок суперкоммутативных алгебр, четная часть которого сов­
падает с Ох- В этом случае мы уже умеем перемножать четные 
элементы (из-за наличия умножения в Ох) и четные с нечетными 
(из-за наличия структуры ^-модуля в Ф). Недостающая часть— 
это умножение нечетных элементов, для задания которого необ­
ходимо выбрать семейство согласованных отображений ^.""(U)® 
®£F(U)—>Ox (U). Выясним, какие ограничения накладывают 
на iiu требования суперкоммутативности и ассоциативности. Возь-
мем сначала один четный элемент gQ0x(U) и два нечетных / 1 , 
/гб^" (U). Ассоциативность умножения в этом; случае означает, 
что g• i v (/1/2) •=--{mu}-, (gfi, /2) == i% </i> g/гЬ то есть jx̂  можно 
опустить гомоморфизм С? (U)-модулей F(U)®c.„ . £"(U) -> 
-у-Ox (U). Суперкоммутативность {mu}y (/n /2 )= —y-uXf* /1) пока­
зывает, что jly опускается и до гомоморфизма • ц--: Л-#" (U) ->-
->0x(U). Согласованность гомоморфизмов р.у следует из согла­
сованности отображений jx--, поэтому мы получаем гомоморфизм 
когерентных пучков [V. Л2•"*--><?;.-. Ассоциативность умножения 
в Ох®^ в случае трех нечетных сомножителей равносильна 
коммутативности диаграммы 

9-10119 129 



•У®о/®о/ *" °Х®1>/ 

или условию ф (|г) —= О, где ц рассматривается как сечение пучка 
Нош/-„ (Л-#", Ох). Итак, каждое суперрасширение пары (X, ST) 

•л ' i.-' лт 

определяет элемент {mu} группы H 0 (X; Sup (#") и, обратно, ^ з а ­
дает структуру суперкоммутативной алгебры в пучке Ох®!?, что 
равносильно, по 1.1.3, заданию комплексного суперпространства 
(M, Ом) с ОмГос*Ох и ОмГ1ы&. U 

1.1.5. Произведения. Пусть (X, Ох) и (К, CV) комплексные 
суперпространства. Их прямое произведение —это комплексное 
суперпространство (XXY. OXXY), структурный пучок которого 
определяется следующим образом. Рассмотрим покрытия X и Y 
модельными суперпространствами (см. 1.1.2) (Va, Ощ /Л.) и 

(Vp, OwJJ'u- П у ч № ^ а ^ / ( Л ^ в Х ^ + У ^ в Х е ц ) на ана-

литичес ких множествах Va X Vp согласованы относительно отобра­
жений склейки для покрытий {V„} и {Vp}. Определяемый ими 
пучок ОХХУ на XXY. как показывает стандартная проверка, 
не зависит от выбора покрытий модельными суперпространст-
вами и задает .на XXV структуру комплексного суперпро­
странства. 

Пусть f : (X,Cx)-+(S,Os) и g : {Y,0Y)^{S, Os) - д в а мор-
физма комплексных суперпространств. Их расслоенное произ­
ведение— это суперпространство (Z,Oz) вместе с морфизмами 
pi : (Z,Oz)-+(X,Ox) и р2 : (Z,Oz)-+{Y,GY), удовлетворяющее 
естественным требованиям универсальности. 

Дадим конструкцию (Z,Oz), как замкнутого подсуперпро-
странства в (Х,Ох)Х{У,Ог). Положим Z:{cdot}—.XXs.f :---{(*, г/)6 
*XxY\f(x)=g(y)}, a OZ:=OXXY/J, где / — пучок идеалов в 
Оххг, порожденный разностями f* (а) —g* (о), где а —сечение 
структурного пучка Os над некоторым открытым множеством. 
Пучок .7 локально конечно порожден, поэтому мы получаем 
замкнутое комплексное подсуперпростраиство в (ХХГ, ОХХУ)-
Легко проверяется, что ограничения проекций на (Z,Oz) удов­
летворяют требованию универсальности. 

§ 1.2. РОСТКИ СУПЕРПРОСТРАНСТВ 
И ЛОКАЛЬНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ СУПЕРАЛГЕБРЫ 

Для изучения локальных свойств комплексных суперпро-
странств удобно использовать еще один тип суперпространств, 
обобщающий обычное понятие ростка аналитического мно­
жества. 
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1.2.1. Ростки. Пусть (UuCi) и (U2.<?2)—Два модельных 
комплексных подсуперпространства С-01'. Они называются эк-' 
Бивалентными в точке xGO'^, если существует окрестность U 
ТОЧКИ х, содержащаяся в -АП-Уг, и идеал ./ в (J(U) [g i , . . . , £-] 
такие, что ^i|p=C?2|u-=--3>(U);[||i,. . . , £ - • ] / / . Класс эквивалент­
ности суперпространства С/ называется ростком комплексного 
суперпространства (U,C\) в точке х. Любое комплексное су­
перпространство М локально изоморфно модельному, поэтому 
для любой точки х&М можно определить росток М в точке х. 
Пусть Ui, U2 — представители ростка суперпространства M B . 
точке x, a Vi, V2 — представители ростка суперпространства N 
в точке у. Два морфизма суперпространств /i : Ui{to}Vi и /2: U-->--
{to}V2, переводящих х в у, называются эквивалентными, если. 
они совпадают в некоторой окрестности x&UdJ\f]U2. Морфизм 
ростков — это класс эквивалентности морфизмов суперпро-, 
странств. 

Как правило, мы будем задавать ростки комплексных су-
перпространств и их морфизмы предъявлением представителей 
соответствующих классов без каких-либо дополнительных ого-, 
ворок, если это не сможет привести к недоразумениям. 

1.2.2. Пусть (М, х) — росток комплексного суперпространст­
ва. Обозначим через (?м=<Уи,х локальное суперкоммутативное 
кольцо ТОЧКИ х для какого-нибудь представителя {U,Ou) 
ростка М. Супералгебра Ом не зависит от выбора представите­
ля U и называется локальным кольцом ростка М. 

1.2.3. Локальные аналитические супералгебры. Пусть 
C{x, 1} = С{л.ь . . . ,хр, !i, . . . ,£g}—супералгебра сходящихся 
рядов от р четных и q нечетных переменных. Из определения 
комплексного суперпространства следует, что локальное коль­
цо любого ростка изоморфно факторалгебре супералгебры 
C{A:,i|} при некоторых р и q. Локальной аналитической супер­
алгеброй называется произвольная факторалгебра супералгеб-
ры C{x, £}. 

Локальное кольцо ростка комплексного суперпространства 
может быть получено из супералгебры C{x,l|} факторизацией 
по конечно порожденному идеалу. Оказывается, это верно для 
любой локальной аналитической супералгебры. 

1.2.4. П р е д л о ж е н и е . Локальная аналитическая суперал­
гебра нётерова. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем нётеровость суперал-
гебры C{xi,. . . , хр, | ь . . , , gg}. При q=0 это известный факт [61. 
Применим индукцию по q. Пусть А = С{х\,... ,хр, | 1 , . . . , .-,-} 
нётерова, докажем, что тогда и А'=С{хи • • .,хр, | ь • • •, | в . 1} 
нётерова. Рассмотрим идеал / в А'. Образ идеала / при проек­
ции я : A'{to}A.gi-->0 конечно порожден. Пусть f\,...,fn—обра­
зующие идеала я(7), a f\,..., fn'Gl таковы, что n(f /)=f. . 
Дополним набор fi',...,fn до семейства образующих [f/, ... 
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п 
'••>fn,g\ £•.••••-}идеала I. Так как n(..gi)=.a a.ifj, aiiSA, вы­
читая из gi линейную комбинацию элементов // , мы получим 
элементу g/el, для которых я(£/)==0 и /== (fi', f2', •••,fn, 
gu---,gi,-••) = {!/,•••Jn, •gi',..-.,gt',.:.). Из я(^г/)=0 сле­
дует, что gi'G%A'C[I. Произвольный элемент а'ЩА' однозначно 
представим в виде а— |а, где а не зависит от | и потому мо­
жет рассматриваться как элемент из A. Построенное отобра­
жение р : J-A'{to}A : а'++а является нечетным изоморфизмом Л-мо-. 
дулей, поэтому, выбрав конечный набор однородных образую­
щих (А?,) в идеале р(%А'(]1), мы получим и конечную систему 
образующих {f/, f2',..., fn', р"1 (hi) , . . . , р"1 (h/i),... } в I. Итак, 
нетеровость супералгебры С{х, |} доказана. 

Пусть теперь В —- произвольная локальная аналитическая 
супералгебра, /— идеал в В. Супералгебра В является фактор-
алгеброй супералгебры A = C{xi,..., xp, | i , . . . ,! .-} при неко­
торых р и д. Пусть о : А-+В — эпиморфизм и fi',...,fn' — об­
разующие идеала о~1(1) в нётеровой супералгебре A. Тогда 
o(fi'). o(fn') порождают идеал / и, следовательно, суперал-
гебра В нётерова. П 

Свойства ростка М комплексного суперпространства пол­
ностью определяются его локальной супералгеброй (Ум. Поэто­
му росток молено рассматривать как одноточечное суперпро­
странство ({т},(Ум)-

1.2.5. Пр ед л ожение. Категория Alg локальных анали­
тических супералгебр двойственна категории «s£n ростков комп­
лексных суперпространств. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Морфизм ростков f: (M,x)-^(N,y) 
представляется морфизмом комплексных суперпространств 
(U,du)~^(V,<3v), представляющих М и JV, для которого 
f{x)=y. Поэтому определен гомоморфизм слоев 1*Оу,у-^-Ои,х 
над хну. Изоморфизмы 6V, V—ON И &и, х—<Ум дают гомо­
морфизм локальных аналитических супералгебр, не зависящий 
от выбора представителей U, V я f. 

Пусть теперь A — произвольная аналитическая супералгеб­
ра, я : C{xi,... ,xp, £1,. . . , | а}-ь4— эпиморфизм. Росток комп­
лексного суперпространства МА определим как подсуперпро-
странство в С-р'а, заданное в окрестности точки OGt/crO'e урав­
нениями fi = 0,. . . ,fn=-0, где {/^-—образующие идеала Кег я 
(в силу 1.2A, он конечно порожден), голоморфные в U. Пусть 
h : A{to}B— морфизм локальных аналитических супералгебр А — 
= C{xh. ..,хр, li,...,lq}/I и В-С{г/1,...,г/т, тц, • • ., y\n}/J. 
Поднимем элементы h(n(xi)) и h(n(%j)) супералгебры В до 
элементов bi и pi в С{у\,.. .,ут, т)ь.. -,т1п}. Морфизм суперал­
гебр C{x, {xi}}{to}C{(/, т]}: x...->-&. .|ji->pj определяет морфизм ростков 
в нуле суперпространств Cml"{to}C--1--', ограничение которого на 
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МвсСтЫ отображает Мв в М^, так как g(bu . .., bVr 
i-ь • ••> М = 0 для любого g£l. 

Контравариантные функторы М*+0М и А*-+Мл, и задают 
двойственность категорий An и Alg. D 

1.2.6. Ростки семейств. Морфизм суперпространств f : X{to}Y 
можно рассматривать как семейство суперпространств с пара­
метрами из Y. Ростки семейств естественно возникают, когда 
мы интересуемся поведением слоев морфизма f в окрестности 
фиксированной точки базы У. Более строго ростки морфизмов 
определяются как классы при очевидном отношении эквива­
лентности. Мы часто будем рассматривать ростки семейств как 
морфизмы над ростками суперпространств, то есть как супер-
пространства специального вида. Для этого в определении мо­
дельного комплексного суперпространства надо вместо супер-
алгебр С{д;,|} рассматривать супералгебры A{x,i|}, где А — 
= 0Y,V— локальное кольцо точки .г/б У, а склеивая из них гло­
бальные объекты, требовать, чтобы все морфизмы были A-ro-
моморфизмами. 

1.2.7. Касательные векторы. Пусть М — комплексное супер-
пространство, 0х—0м,х— локальное кольцо точки хЪМ и 
Гож — его максимальный идеал. Касательным пространством к 
М в точкех называется суперпространство ТХМ—Hom^/m*2, С). 
Размерностью М в точке x называется размерность векторного 
суперпространства ТХМ. Одноточечное суперпространство D — 
— ({*}• OD), где Ой—Црс, i]/(x2,.*i), олицетворяет в оуперслу-
чае идею касательного вектора. Более точно, D копредставляет 
функтор T: (М, m){to}TmM из категории комплексных суп ер про­
странств с отмеченной точкой в категорию Veot векторных су-
перпространств. 

1.2.8. Предложение , Пусть М — комплексное суперпро­
странство с отмеченной ТОЧКОЙ тъМ. Множество морфизмов из 
суперпространства D в М, переводящих » в w, наделяется ес­
тественной структурой векторного суперпространства над С, от­
носительно которой функторы Мог (D, •) и Т из категории An 
в категорию Vect изоморфны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольный морфизм суперпространств 
/ :D->M определяется гомоморфизмом f 0м,т-*@ъ локальных 
супералгебр. Пусть ft и /if —два таких гомоморфизма, Я,ц ЛэбС» 
шт и то—максимальные идеалы алгебр 0м,т и 0D- Проверим» 
что отображение g\CM,m->&D: (k+a).->-£+ Xj/f (a) + hff (a)» 
k6C, a&&m является гомоморфизмом супералгебр. Действительно, 
так как ft (mJ-/*(tttm)cmf>=-=0, то 

g((k+a) (k'+a)) ••=£(££' +(Asa'+ k'a+aa ')) == 

= kk' + k $., k / f (a') + № * (a'))+k' (%xft (a) + X2/2# (a)) = 
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- (k + (&i/f (a) + l2f$ (a))) (k '+ ( k / f (a') + A*/? (a'))) = 
~=g(k + a)g(k'+a'). 

Это вычисление, в частности, показывает, ЧТО произвольный 
•четный гомоморфизм векторных суперпространств h:m.m-+m.D, для 
которого А(щ^)=0, происходит из некоторого гомоморфизма 
локальных супералгебр Ом.т-^Оо- Итак, для произвольного 
ростка (М, т) суперпространства MorAn(D,M) и Нот,-- (т т /т^ , 
JED) канонически изоморфны. Но четный гомоморфизм A:tttm/m2,{to} 
—>-mD однозначно представляется в виде a*-*f (а) е + <р (а) £, где 
е и g—-четная и нечетная образующие кольца Оо = С[х, 1]1(х2, 
xQ, a / и Ф, — соответственно, четный и нечетный элементы 
суперпространства Нот (чат1 ш.2т, С)=-=(ют/в1 )̂*. В итоге, мы полу­
чили требуемый изоморфизм Мог (D, М) и ТУИ. П 

§ 1.3. КОГЕРЕНТНЫЕ ПУЧКИ НА СУПЕРПРОСТРАНСТВАХ 

1.3.1. Определение . Пусть (X, бх) — комплексное су-
лерпространство. Пучок С—модулей F называется когерент­
ным, если у любой точки х£Х существует окрестность V такая, 
что 

(i) существует четный эпиморфизм .пучков <?| [/-модулей 
0pi - | u{to}F | и (то есть пучок F локально конечно порожден) и 

(ii) для любого гомоморфизма (УтЫ\ц-:>-ЗГ\и его ядро ло­
кально конечно порождено. 

1.3.2. Предложение . Пучок 0^ь на комплексном супер-
пространстве (X, Ох) когерентен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать, что для любого 
открытого UczX и любого четного гомоморфизма ср:С^1"|у-^ 
-у(УхЬ\и его ядро Кегф — локально конечно порождено. Пусть 
0х\и=0^-®0-:—разложение на четные и нечетные элементы. 
Рассматривая ф как гомоморфизм ^---модулей, представим Кегф 
в виде .прямой суммы двух подмодулей Кег ф0®Кег ф1, где 

щ:О*@0*.-+О%®Оь
Т и ф_:0£©<?«-*-<?*.©#« 

— однородные составляющие гомоморфизма ф. 
Пучок С- на комплексном пространстве (U, 0$-) когерентен, 

р силу предложения 1.1.3, а С--—когерентен по теореме Ока. 
Таким образом, пучок КегфГ является ядром гомоморфизма 
когерентных 0>;---модулей и, следовательно, (см., например, [6]), 
локально конечно порожден. Заменяя при необходимости U мень­
шим открытым множеством, найдем два эпиморфизма б?-2.-^Кегф-
и 0L{to}Кегф— Если сечения аъ.,.,ар порождают Кегф0, а 
#1,.. .,£,--—порождают Кегф1, то объединение наборов сечений 
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at, bj порождает Kercp как Ox \ .у-модуль. Учитывая, что at — 
четные, a &; —нечетные образующие, мы получаем требуемый 
эпиморфизм С#«!£-->-Кегф. П 

Из когерентности пучков 0^ь стандартными рассуждениями 
(см., например, [6]) выводится, что условие (и) в определении 
когерентности можно заменить более слабым. 

1.3.3. Следствие . Пучок О'х-модулей F на комплексном 
суперпространстве (Х,Ох) когерентен тогда и только тогда, 
когда у любой точки x6X найдется окрестность U, над которой 
пучок F | - / изоморфен коядру четного гомоморфизма свобод­
ных конечно порожденных 0>х]и~модулей. • 

Пользуясь таким определением когерентности, мы легко мо­
жем перенести на суперпространства известные свойства коге­
рентных аналитических пучков на комплексных пространствах 
(см. [6]). В частности, когерентные пучки на комплексном су­
перпространстве X образуют абелеву категорию, которую мы 
будем обозначать Cohx-

Выведем еще несколько результатов, для которых нет ана­
логов в чисто четном случае. 

1.3.4. Л е м м а. Пусть (Х,Ох) —комплексное суперпро­
странство. Тогда Отв.— структурный пучок четного подпро­
странства Хтй — когерентен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , По определению пучка 0!d, имеем 
точную последовательность O-+Cx,i-\-0x,i-*-Ox-+O?i-+Q. По­
этому достаточно доказать локальную конечную порожденность 
пучка Сх-хл-Ох,1- Но пучок О х-х конечно пороясден как модуль 
над 0Хд. Пусть XQX И В окрестности U"9x определены сечения 
<р1,...,Фг, порождающие 0х,\\и н а д ^х,о\и- Тогда набор 
{ф;> ЧУР* I U ./, k -= 1,. . . , q) порождает [Ох~ + 0хЛ) \ ц над 
@х,ъ\и и ' следовательно, над 0х\и- П 

1.3.5. Критерий когерентности. С каждым пучком F на су-
перпространстве (X, Ох) связан пучок ..̂ ....-модулей Qr F = ®Fk, 
где Fk = Jk&lJkHP, J = 0xl + 0x,i- Следующий результат 
связывает понятия когерентности на суперпространствах (X, Ох), 
[X, ОхГо) и (X, 0ri). 

Предложение . Пусть У—-пучок Сх-модулей на комп­
лексном суперпространстве (X, Ох)- Тогда следующие условия 
эквивалентны: 

(i) ^—когерентный С^-модуль; 
\ii) 3Е" —когерентный (.^-.-модуль; 
(Hi) Gr ^—когерентный С^-модуль. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим окольцованные пространства 

(X, Ох), (X, OQ-) и (X, 0ta) через X, Х0 и Xri соответственно. 
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Канонические вложения J:Xti-*-X, /0:Xrd{to}X0 и.проекция 
п:Х-+Х0 образуют коммутативную диаграмму 

Пучок идеалов У — Ох>\-\-0х,\ я в л я е т с я пучком локальных урав­
нений замкнутого под суперпространства Xrd в X и поэтому 
когерентен как О^-модуль. Аналогично мы получаем когерент­
ность пучка У*+1, k > 0 , задающего вложение k-й инфинитези-
мальной окрестности Х$ в X. Если #"—когерентный пучок 
на X, то Jk4<F тоже когерентен как ядро эпиморфизма коге­
рентных пучков &-y£FiJk+1&; a jw*&; где /W:X(*)cX — 
замкнутое вложение. Поэтому пучки Jk3:jJk'rl9r—когерентные 
С^-модули. Но Fk является С^-модулем, изоморфным 
j * (JkeFlJkJpl!F) и потому когерентным. Итак, из (i) следует (Ш). 

По определению комплексного суперпространства, проек­
ция п : X{to}Xo является конечным морфизмом. Известное свой­
ство сохранения когерентности прямого образа для конечных 
морфизмов в применении к F дает когерентность jt«F, то есть 
пучка F , рассматриваемого как О'о-модуль. Этим установлена 
импликация (i) =•>- (ii). 

Если теперь £Г—когерентный <?-у-модуль, то возьмем эпимор­
физм ^ly—^^ly. определенный в некоторой окрестности U 
точки xQX. Уменьшив, если потребуется U, выберем сечения 
/i> /2. . . . . /а,, Фи . . . . фа„ порождающие &\и над 0^\и. Тогда 
они порождают 9Р\Ц и над Ох\ц. Пусть АГ —ядро полученного 
гомоморфизма ^-/-^^^-модулей. Пучок К—когерентный 
(?--|у-модуль, так как бх\и и &\v когерентны. Тогда, еще раз 
уменьшив U, можно найти эпиморфизм 0о\и-*-К и продолжить 
его до эпиморфизма' С^-модулей 0Х\Ц {to} К (при этом, возмож­
но, снова придется сузить окрестность U). Точность последо­
вательности 0х\и->0х\и _>&•+() доказывает импликацию (ii)=>(i). 

Осталось доказать, что (Hi) влечет (i). Индукцией по к до­
кажем, что пучок 0х-модуаеи'&"/№&" когерентен. Для к=\ 
это верно в силу того, что /-.F-—F//F. Пусть F/./ '-F коге­
рентен, тогда из точности последовательности 0Х-модулей 
0{to}/*F/y*+-F{to}̂ /7.-+>{to}.S-"/7..{to}0 и когерентности ее крайних 
членов (слева стоит пучок j,Fk) < следует когерентность 
F / / f t + 1 F . Любая точка xGX имеет окрестность U, в которой 
J\v порождается конечным числом нечетных сечений 
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q>i,...,cpg. Но тогда /9+1|и-=0 и (F/Zs+'F) \v—F|u в меньшей 
окрестности точки х изоморфен коядру эпиморфизма свобод­
ных модулей. D 

1.3.6. Теоремы конечности. Следующее предложение обоб­
щает классическую теорему Грауэрта о когерентности ВЫСШИХ 
прямых образов. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть f: (X, Ох)-+ (Y,(Уг) —собственный 
морфизм комплексных суперпространств, F — когерентный пу­
чок (^х-модулей. Тогда пучки С^у-модулей R%(&~) когерентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Гомоморфизм /*:<?"->- f *Ox сохраняет 
градуировку в супералгебрах и поэтому переводит Су^ в f ьО х-^. 
Это означает, что существует морфизм f0:(X, Ох--)-»- (Y, (Уу^)г 
для которого коммутативна диаграмма 

XUY 

X°7Tr-
Морфизмы пх и яг конечны, поэтому Ц'пх* (&) = 0 и Н1ыу№ (<8) — О 
для любых #"6СоЬ;г> ©еСоЬк и i > l . Тогда из спектральной 
последовательности для композиций nyof = f0onx получаем, что 
•-г., (Я1/*&)=Я'/0% (пх^У). Дважды применяя критерий когерент­
ности 1.4.5 и один раз обычную теорему о высших прямых 
образах [28], получаем последовательно, что пучки nxJFi 
"1-*(/?'/*^) и, наконец, Rlf*!F когерентны. • 

В случае, когда X компактно, а У —точка, получаем важ­
ное утверждение о конечности. 

1.3.7. Следствие . Группы когомологий когерентного пуч­
ка модулей на компактном комплексном суперпространстве 
конечномерны. 

1.3.8. Суперпространства Штейна. Комплексное .суперпро­
странство (Х,Ох)' мы будем называть суперпространством 
Штейна, если комплексное пространство Xrd является про­
странством Штейна. 

. Для штейновых суперпространств справедливы аналоги 
классических теорем А и В Картана [6). 

1.3.9. П р е д л о ж е н и е . Пусть (Х,(Ух)—суперпростран­
ство Штейна, 8Г — когерентный пучок ^-модулей. Тогда 
#'(X,F)=-0 для любого i > 0 и пучок F порождается своими 
глобальными сечениями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пучок F , рассматриваемый как (У0-
модуль, когерентен по 1.3.5. Применяя теорему В к комплек­
сному «пространству (X, <1?о) с пучком F , получаем 
Я'(X, F)—О при i>0 . Из теоремы A следует существование 
сечений ft,...,fp, фь •. •.фд6Я°(X,F), порождающих F над 
Со. Но тогда эти же сечения порождают его и над пучком 
Ox. D 

137 



1.3.10. Штейновы компакты. Подсуперпространство ком­
плексного суперпространства называется щтейновым компак­
том, если оно компактно и имеет базис окрестностей, состо­
ящих из пространств Штейна. Любое комплексное суперпро-
странство можно покрыть штейновыми компактами. TaKHe 
покрытия полезны из-за следующего факта. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть (Y, О у) — штейновый компакт в 
комплексном суперпространстве (Х,(Ух), Оу—Ох\г> F — 
когерентный С?—модуль F-r=-l8Г\ у. Тогда 

(I) супер алгебр а Я0 (Г, От) нётерова. 
(и) H°(Y,3TY) — нётеров Я0(Г, Су)-модуль. 
(Щ Я ' ( У Ж у ) = 0 при i > 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение (ш) непосредственно 

следует из 1.3.9, а (i) и (ц) получаются индукцией по макси­
мальной степени идеала' /, порожденного нечетными перемен­
ными из соответствующих чисто четных результатов и точной 
последовательности Су-модулей 

0{to}/ft- l5 ry/. / f tFy{to}Fy// f eFy{to}Fy// f t--1Fy{to}0. • 

§ 1.4. ПЛОСКИЕ ПУЧКИ И МОРФИЗМЫ 

Определение плоских модулей, пучков и морфизмов и до­
казательства их основных свойств переносятся на суперслучай 
без каких-либо изменений; Поэтому мы просто перечислим 
факты, которые будут использованы в дальнейшем. 

1.4.1. Модуль ЛГнад суперкоммутативным кольцом А на­
зывается плоским, если функтор ®М точен в категории Л-мо-
дулей. Пусть • f: (Х,Ох)-*-(У,-От)—морфизм суперпро­
странств. Пучок (З,---модул ей Ф на X называется плоским над 
точкой г/бУ, если для любой точки x&f~l(y) слой STX является 
плоским Су.-гмодулем. Пучок F называется плоским над У, 
если он плоский над любой точкой уВУ. Морфизм / назы­
вается плоским, если Ох— плоский пучок над Y. 

1.4.2. Пусть f : (X,OX)-*~(Y,OY)—морфизм комплексных 
суперпространств, F —- когерентный .^х-модуль. Доказатель­
ства следующих результатов аналогичны чисто четному слу-
чаю[1], [17],(23],[27]. 

1. Пусть &—плоский над Y, g:(Y', Or>)-+(Y, Oy) произволь­
ный морфизм. Тогда индуцированный на X': = XXYY' пучок 
^"г,:=р*У является плоским над Y'. 

2. Множество точек х£Х, таких что &х не плоский над 
f (х), является аналитическим подмножеством в X. 

3. Существует комплексное суперпространство Z и морфизм 
g-.Z-^Y такие, что ^".г—плоский над Z пучок О^-х-^-модулей 
и любой морфизм g':Y'-±Y, для которого пучок £>• является 
плоским над Y', однозначно пропускается через морфизм g:Z->-Y. 

4. Если 9е имеет собственный над Y носитель, является 
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•плоским над yeY, а его ограничение на слой /~1{у) локально 
•свободно, то существует окрестность Щу, для которой пучок 
.^|.._1(с/) локально свободен. 

5. Если морфизм f собственный и плоский, а его слой над 
точкой г/бУ гладкий (т. е. изоморфен супермногообразию), 
то и над некоторой окрестностью точки у морфизм f является 
гладким. 

1.4.3. Пусть А — локальная аналитическая суперкоммута-
•тивная алгебра, ЛР •— ... -+М'+1^-М*-+-, .. {to}MI{to}M°{to}0 — 
комплекс плоских A-модулей, тогда он точен тогда и только 
тогда, когда точен комплекс -. - -vAlVlM'-»-... -̂ -М'/шЛ-1--*-
—:>-Mo/ttiMo~*-0, где m—максимальный идеал А. В частности, 
гомоморфизм L-^M плоских Л-модулей является изоморфиз­
мом тогда и только тогда, когда является изоморфизмом ин­
дуцированный гомоморфизм векторных суперпространств 
•L/mL+M/шМ. 

§ 1.5. ДВОЙСТВЕННОСТЬ И ЗАМЕНА БАЗЫ 

1.5.1. Предложение . Пусть X —комплексное суперпро-
• странство, обозначим через Т)х производную категорию когерент­
ных (?х-модулей. Существует единственный с точностью до 
квазиизоморфизма комплекс КхбГА., такой что для любого пучка 
.•"•GCoh-r с компактным носителем пространства И' {X; &)* 
и Ext-' (X;.|F, Кх) канонически изоморфны. Кроме того, функтор 
D*: —RHom(-, Кя) из D$; в Dx является инволютивной авто-
эквивалентностью категории D*. Если /:X{to}F—собственный 
морфизм комплексных суперпространств, то имеет место отно­
сительная двойственность: 

R/^RHomiX; S"; . K ^ R H o m O . R/ . .F , Kr), 
для любого F'e-Oj..-. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функтор двойственности можно сначала 
яостроить локально, определяя дуализирующий комплекс над 
штейновой областью U образ как пучка Ки в D*, где KyV):-=-
=->Гс(У; (Ух)*- Из локальной двойственности следует, во-первых, 
единственность комплексов Ку с точностью до квазйизоморфизма, 
.в силу чего они согласованы на пересечениях, а во-вторых, что 
Ext'(U; Ku, Ку) = 0 при i < 0 . 

Поэтому (см. [20]) комплексы Ки можно склеить, получив 
комплекс 

Повторяя конструкцию, основанную на использовании 
к̂омплекса Кузена [31], [33], можно построить комплекс К'х 

.каноническим образом (а не с точностью до квазиизоморфизма). П 
1.5.2. Послойные Ext. Пусть /:Х-*-К — морфизм комплекс­

ных суперпространств, & и 3 — когерентные (З^-модули. Пучок 
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Exti-(/; #", &) — это пучок, ассоциированный с предпучком.: 
U^Exix (V; &\v, 2?\v), где U—открытое подмножество в К, а 
V = f~l(U). По другому, Exty (/; •&, •) —это правые производ­
ные функтора /*Hom(X, # \ •). Спектральная последователь­
ность для КОМПОЗИЦИИ функторов в этом случае дает-
RV* Ext£ (^, )̂{Rightarrow}Ext£+? (/; #"> •-?), откуда (по 1.3.8) пучки, 
Extj-(/; *Г, i?) когерентны. 

При замене базы g:Z{to}Y возникает естественный гомомор­
физм CV-модулей g*: ExtK (/; .У, .г) {to} Extz (/.г; #z . &z), где. 
/z—проекция Xz:—XX}--2 на второй сомножитель, &z— 
= p]£F, 2?z—p[3?- Поэтому при фиксированных & и .2" мы. 
получаем функтор на категории суперпространств над У. Во-
многих задачах бывает полезно научиться вычислять ЭТОТ 
функтор. В случае, когда один из лучков F или 3! плоский, 
над Y, а пересечение их носителей собственно, это можно сде­
лать с помощью следующего результата Фленнера [25}. 

1.5.3. Предложение. Пусть /:X{to}Y — морфизмкомплекс­
ных суперпространств, <F и ^----когерентные пучки на X, один 
из которых плоский над Y, a si'pp BF Q supp &> собственно. Тогда 
существует локально по Y ограниченный справа комплекс М 
свободных конечно порожденных -.̂ .--модулей такой, что для 
любого морфизма g\Z-*Y суперпространств существует функто-
риальный по g изоморфизм <7г-модулей Ext' (/'-; &z, 3?z) н 
w(M®0yaz). 

Доказательство . Рассмотрим функтор L / # : = DyR/.,. 
RHora^(.,2'®./*{KK)) из D~ в DF. Из свойств двойствен­
ности следует, что он перестановочен с заменой базы g:Z~> 
{to}Y: Lg*L/#fi-L/-#.L£* и для любых ^'6D~ и N'GDy 
R/^RHom^ (3F\ &bf* (AO^RHonu- (Lf# (9"'), N). Поэтому 
в случае плоского S и N'' = 0Y получаем функториально по-
g-.Ext1 (fz; Fz, &z) - Extl (Li, Cz) = № (Mz), где L': = L / # (9), 
M*:-Homr(L', Oy). Используя покрытие Y штейновыми компак­
тами (см. 1,3 ДО), можно локально по Y заменить комплекс М 
с когерентными когомологиями комплексом свободных конечных. 
(ЗУ-модулей. • 

Глава 2 

ДЕФОРМАЦИИ 
В этой главе мы определим деформации различных струк­

тур «а комплексных супериространствах, таких как комплекс­
ная структура на супермногообразии, векторное расслоение на. 
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супермногообразии, росток суперпространства и т. д. Во всех 
перечисленных случаях (и во многих других) существует вер-
сальная деформация. Формулировки соответствующих ре­
зультатов без изменений переносятся с чисто четной ситуации, 
но их доказательства (которым посвящена глава 4) совсем 
иные. 

Здесь же доказывается важная для приложений теорема о 
существовании версальной деформации элемента группы 
Ext(X; F , 2?), а также рассматривается несколько примеров 
деформаций структур, не имеющих чисто четных аналогов. 

§ 2.1. ДЕФОРМАЦИИ КОМПЛЕКСНЫХ СТРУКТУР 

2.1.1. Деформации суперпространств. Следующее опреде-' 
ление принадлежит Гротендику. Пусть (Х,0х) —комплексное 
суперпространство, S — росток суперпространства с отмечен­
ной точкой s6S. Деформацией комплексного суперпростран­
ства X с базой 5 называется тройка (^, я, i), где n:S?-r>-S — 
ПЛОСКИЙ морфизм, a i : Х-+-3? — вложение, отождествляющее X 
со слоем яг'(5). Этот набор данных удобно изображать в виде 
декартова квадрата 

l 
Х " — Ж 

• I |л 
* --S,s 

Пусть (28, п, i) и (SB', п', i') —две деформации суперпро-
странства X с базами S и S' соответственно. Морфизм дефор­
маций—это пара морфизмов f:SS-^8Sr и ср: S{to}S' такая, что 
следующая диаграмма коммутативна 

{*} 
В дальнейшем, говоря о деформации, мы будем указывать 
только морфизм я. 

Деформация суперпространства X с базой S называется 
тривиальной, если она изоморфна деформации 

xc-*--x*S 
I 1 
*——-s 
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Пусть <р : S'->-S — морфизм ростков, I тогда проекция: 
л ' : ^XeS'-»-'-" является плоским морфизмом по 1.4, слой ко­
торого над s' совпадает со слоем я над .s, то есть с X. Таким. 
образом, мы получили деформацию суперпространства X над. 
ростком S'. Она называется деформацией, индуцированной иа 
деформации я при помощи морфизма ср и обозначается <р*я. 

Деформация я с базой S называется полной, если любая. 
другая деформация суперпространства X с базой S' изоморфна 
деформации, индуцированной из я при помощи некоторого^ 
отображения баз ф : S'{to}.S. Деформация я называется универ­
сальной, если морфизм ф единствен, и версальной, если все 
такие морфизмы имеют один и тот же дифференциал 
с$Ф: T0S'{to}ToS. 

Деформация с базой D, где D={*, C[x, •s]/(x",#!)} — «су-
первектор» (см. 1.2.7), называется инфинитезимальной. Пусть 
Def(D) —множество всех (с точностью до изоморфизма) ин-
финитезимальных деформаций X. Как мы увидим в главе 4, 
множество инфинитезимальных деформаций наделяется есте­
ственной структурой векторного суперпространства. Произ­
вольная деформация я над S задает отображение ks : ToS{to}' 
{to}Def (D), которое называется отображением Кодаиры—Спен­
сера. Отображение Кодаиры—Спенсера определяется следу­
ющим образом. Элемент ибТ05 можно, по 1.2.8, рассматривать 
как морфизм ростков D-bS. Индуцированная этим морфизмом 
йвфинитезимальная деформация v*n — это и есть образ v при 
отображении Кодаиры—Спенсера. 

Пусть X — росток комплексного суперпространства. Дефор­
мация X с базой 5 — это плоский над S морфизм ростков 
.̂ {to}S, слой которого над s0£S отождествлен с X. Все приведен­
ные выше определения дословно переносятся на случай рост­
ков. Вопрос о существовании версальных деформаций супер-
пространств и ростков решается следующей теоремой, доказа­
тельство которой приводится в главе 4. Напомним, что через 
Tjr обозначается касательный комплекс X. 

2.1.2. T ео р ем а. Пусть X — компактное комплексное су-
перпространство или росток комплексного суперпространства, 
для которого суперпространство Н1(1х) конечномерно. Тогда 

(i) суперпространство инфинитезимальных деформаций X 
изоморфно Н1 (Тх); 

(и) у X существует версальная деформация, база 5 кото­
рой имеет размерность a|b = dimH1(Ti); 

(Hi) если H2(Tx)=0, то 5 —росток супермногообразия 
Са1ь. 

Если X — компактное супермногообразие, то, по 1.4.2, де­
формация его в категории суперпространств является гладким 
морфизмом, а касательный комплекс Тх квазиизоморфен пуч­
ку векторных полей Тх- Получаем такой результат. 

С л е д с т в и е . Компактное супермногообразие X имеетвер-
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сальную деформацию, размерность базы S которой равна 
dim Я1 (X; F--). Если H2(X;Fx)=0, то S —росток супермно­
гообразия. 

2.1.3. Деформации подсуперпространств. Деформацией 
замкнутого подсуперпространства У комплексного суперпро­
странства X с базой S называется замкнутое подсуперпро-
странство -^cXX-S такое, что ограничение я проекции XX 
X<S{to}-S на °Ц плоско над 5 и слой --"-.(sJcrXxM совпадает с 
YX{s}. 

Морфизмом деформаций (У, •S){to}(-V,5/) подсуперпро­
странства YcrX называется пара морфизмов ; / : У-^Щ' и 
ер: S{to}.S' таких, что коммутативна диаграмма 

У 
У — 

XxS •-— X * S ' 
- is 

•У 

Индуцирование, полнота, версальность и отображение Ко-
даиры—Спенсера определяются аналогично деформациям су-
перпространств. 

Следующая теорема, доказываемая в гл. 4, является обоб­
щением на суперслучай теоремы Дуади [22]. 

2.1.4. Теор ема. Пусть У —компактное подсуперлростран-
ство комплексного суперпространства X, выделяемое пучком 
идеалов IczOx- Тогда 

(i) суперпространство инфинитезимальных ! деформаций У 
в X изоморфно Ноту (///-, Су); 

(и) существует универсальная деформация У в X, база 
которой имеет размерность а\Ь=Лт Ноту (I/P, Or)', 

(Hi) если Exty1 (///-, ^ — 0 , то S — росток супермногообра-
зия Са1Ь. 

В случае, когда X — супермногообразие, а У — компактное 
подсупер многообразие. Ноту (///-, О у) и Exty1 (///-, Or) 
можно заменить соответственно на Н°(У;Ыу/х) и Н1 (X; Ny/.-?), 
где Ny/x • =Fx|y/Fr—нормальный пучок У в X. 

2.1.5. Деформации пучков. Пусть X — комплексное супер-
пространство, S — росток комплексного суперпространства. 

Деформацией когерентного пучка F на X с базой S назы­
вается пара ( F a ) , где F — когерентный S-ПЛОСКИЙ пучок 
на XXS, а &— изоморфизм между F и слоем F s = i * F над S', 
s6S, i: X—XX.S —стандартное вложение X в качестве слоя 
над s. 

Морфизм (#", 5)-->(F, SO двух деформаций пучка F состоит 
из морфизма ростков ф:(5, s)->(S', s') и гомоморфизма /:•.?"-> 
{to}(id."'X9)*F пучков на XXS» согласованного с изоморфиз 
мами a :F - ; f . и a':F-^&S'-

-> 
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Деформация ( F , S) называется тривиальной, если она изо­
морфна деформации (p1*F, 5) , где pi : XXS->-X — проекция на 
первый сомножитель. Если (F, S)—деформация когерентного 
лучка E, а ф : S'{to}S — произвольный морфизм ростков, то пу­
чок F ' : •= (idxX-?) * F на XXS' является когерентным и пло­
ским над 5 ' (по 1.4.2), а его слой над s0

f совпадает с F. Та­
ким образом, F представляет собой деформацию пучка F с 
базой 5 ' , которую мы будем называть индуцированной с по­
мощью морфизма ф. Полнота, версальность и отображение Ко-
даиры—Спенсера определяются теперь стандартным образом. 

В главе 4 мы построим версальную деформацию, обобщив 
чисто четный результат Сиу и Траутманна [37]. 

2.1.6. Т е о р е м а . Пусть F — когерентный пучок с ком­
пактным носителем на комплексном суперпространстве X. 
Тогда 

(t) су.перпространство инфинитезимальных деформаций F 
изоморфно Ext J- ( F , F ) ; 

(ii) существует версальная деформация F на X, база S ко­
торой имеет размерность a|6==dim Ext ! ( F , F ) ; 

(ш) если Ext^ 2(F, F ) =0, то 5 — росток супермногообра­
зия Сс1ь. 

Если пучок 3-~ локально свободен, а X компактно, то близ­
кие к F слои любой его деформации тоже локально свободны. 
В этом случае Extjc ( F , F)-=Н{(Х; E n d F ) , и мы можем пе­
реписать теорему 2.1.6 для векторных расслоений. 

§ 2.2. ФУНКТОРНАЯ ТОЧКА ЗРЕНИЯ 

2.2.1. Пусть 5 — росток комплексного суперпространства. 
Обозначим через DSp(X,S) (соответственно DSup(y,S), 
Dsh (F,S)) множество классов изоморфных деформаций над 5 
комплексного супер пространств а X (соответственно подсупер-
пространства YczX, когерентного пучка F на X). Операция 
индуцирования позволяет рассматривать D'S.p(X, •)> 
DSub(F, •) и Dsh(f, •) как контравариантные функторы из 
категории An ростков комплексных суперпространств в кате­
горию множеств Ens. Категорный язык очень удобен при ра­
боте с различными типами деформаций. Дадим необходимые 
•определения. 

2.2.2. Пусть R — росток комплексного суперпространства. 
Пусть <& обозначает одну из четырех категорий An, An0, 
AnR) AnR°, где Ann — категория ростков комплексных супер-
пространств над R, a An0 и AnR°—подкатегории An и АпЛ) 
состоящие из четных суперпространств (то есть из ростков 
«обычных» комплексных пространств). Пусть Ф — контравари-
антный функтор из категории Ф в категорию Ens, для которого 
множество Ф(*) состоит из одного элемента. Функтор ф назы­
вается квазипредставимым, если существуют росток V из S и 
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элемент v множества <D(V) такие, что для любой пары S&W, 
>убф(.5) существует морфизм ф : S{to}V, для которого Ф(ф)(и) = 
= 7. В этом случае говорят, что пара (V, v) квазипредставля-
ет Ф. Как правило, на практике Ф (S) оказывается множеством 
деформаций над S какого-либо аналитического объекта; при 
этом пара (V, v) становится версальной деформацией. Мы 
иногда будем использовать эту терминологию и в общем слу­
чае, называя элементы множества Ф(5) деформациями (ин-
финитезимальными, если 5 = D), а квазипредставляющую пару 
(о, V) —. версальной деформацией и ее базой. Для морфизма 
f : S'-+S ростков из ^ и -убф (S) мы будем называть деформа­
цией, индуцированной из *f при помощи f, элемент f*^:~ 
: = Ф (/) (-f) еф(5 ' ) . Для любой деформации убф(5) индуциро­
вание определяет отображение Кодаиры—Спенсера ToS{to}®(D). 

Мы будем изучать квазипредставимость не только функто­
ров DSp, DSub и DSh, но и других. Некоторые из них (напри­
мер, функторы деформаций ростков или когомологических 
классов) аналогичны соответствующим функторам в чисто чет­
ной теории, другие же связаны со спецификой суперслучая. 
К числу последних относятся функторы DRd(X, •) и DGr(A", •) 
на категории An0, определяемые следующим образом. 

Пусть X — комплексное суперпространство 5бАп°. Поло­
жим 

DRd(X, S ) ' - { 5 7 e D S p ( X , S ) | ^ r d ^ X r d X - 5 } , 
DQr (X, S) = {.2?eDSp (X, 5) | Qr 30 =t Qr X X S}. 

Тогда DRd(X,S)—это множество классов изоморфных дефор­
маций X над ростком S, меняющих только суперструктуру, а 
DGr(.Y,S) содержит деформации X над S, не затрагивающие 
нормальный пучок Xrd в X. Квазипредставимость функторов 
DRd и DGr, устанавливаемая в главе 3, позволяет в принципе 
описывать все суперпространства X с данными Xrd или Gr X. 

§ 2.3. ДЕФОРМАЦИИ КОГОМОЛОГИЧЕСКИХ КЛАССОВ 

Различные аналитические объекты часто описываются в 
терминах элементов групп когомологий когерентных аналити­
ческих пучков или более общих групп Ext» (X; F, G). Для ре­
шения задач, связанных с продолжением или деформацией та­
ких объектов, бывает полезно уметь деформировать элементы 
этих групп. Цель этого параграфа — доказать существование 
версальной деформации элементов групп Н*{Х,Р) и 
Ext'(X; F, G) для когерентных аналитических пучков с ком­
пактными носителями на комплексном пространстве X. 

2.3.1. Пусть X — комплексное суперпространство, F, G — 
когерентные О'х-модули. Предположим еще, что задана дефор­
мация я : S8-+R. суперпространства X над ростком комплексного 
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суперпространства и деформации F и 2 пучков F и G на 95. 
Это означает, ЧТО F и ^ являются ^-плоскими (^-модулями 
с собственным над R носителем, ограничение которых на 
n-1(ro).c---X отождествлено, с F и G соответственно. Определим 
еще один функтор деформаций. 

2.3.2. Пусть суперпространство X, морфизм зх: 86-+R, пучки 
F, G,2F, SB — те же, что и в предыдущем пункте, а со — фикси­
рованный элемент векторного суперпространства Ext-r-(F, G). 
Деформацией со над ростком 5бАпд называется сечение 0S-
модуля Ext-(jts, F s , •S's), ограничение которого на X совпадает 
c со. 

Обозначим через DExt(to,.S) множество всех деформаций о 
над ростком SGATIR. Произвольный R-морфизм ростков h : S'{to} 
~>5 переводит множество DExt(co,5) в DExt(co,S') (см. 1.5.3), 
поэтому DExt((B, •) является контравариантным функтором из 
категории Апл в Ens. 

Частным случаем этого определения является деформация 
элемента суперпространства КОГОМОЛОГИИ когерентного пучка 
О на X, так как Етй1

0 (Х,0Х,О)=Н'(Х,О) и 
Ext' (п- 0%, .£?) — "'я.., (£_?). Ввиду важности этого частного 

случая, мы введем для него специальное обозначение DH (со, .). 
Выполнение естественных условий компактности оказывается 

достаточным для существования версальной деформации. 
2.3.3. Т е о р е м а . Пусть X — комплексное суперпространство, 

я:2С{to}/?—-его деформация, & и 2 — когерентные /^-плоские 
<-?#-модули с собственными над /? носителями, 
cogExt^ (X; i*&, i*3?), где i:X — SO — вложение X в качестве 

л 
слоя над rQjR. Тогда функтор DExt(co, •) квазипред ставим. 

С л е д с т в и е . Если ^—собственный над R плоский пучок 
на комплексном суперпространстве №, ®&Н£ (X, F), то функтор 
DH (и, •) квазипредставим. 

2.3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о . По 1.5.4 существует ограничен-
dl 

ный справа комплекс L ' = ( . . . {to}L'{to}L'+1-> . , . -*-Lp) свободных 
конечных ^-модулей такой, что для любого морфизма g:S->-R 
существует функториальных (по g) изоморфизм .*7.-модулей qy 
Ext^(.T.,s; £F$, Sfs) ---. Н ' (Ц) . Любой морфизм ff.S'^S ростков 
над /? определяет гомоморфизм модулей h.#:Hl (L's)-+Hl(L'S'). 
nycrb со —образ класса со при изоморфизме ср.-,:Ext,-» (X; F, G)==-
-а- Н- (L '{г}) = Н1 (L- ® 0RQ). Для (S, s)£knR положим <J> (S) = 
= J#~l (со), где у" :{r){to}.S:r{to}s. Так как соответствие A{to}A# 

функториально, то ф оказывается контравариантным функтором 
на категории An#. 
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2.3.5. Лемма. Функторы DExt(co, • ) и ф изоморфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть S6An# и tt5ePExt (со, S). Это 

означает, что asGH° (S, Ext' (%; Fs; S's)) и J* (as) =^ 
= coeExt^ (X, F, G). Тогда J* (<fs (<os)) -= Фг (/* (©-)) = Фг (со) =- a> 
и <Ps i®s)6Ф (S). Обратно, если ф5 (у)еф (S),yeH° (S, Ext'C?# (я.?; 
#"s, •-?«)), то Фг(о>)-= w = /#(9.s(y))-= <РгОщШ> откуда 
co — ./*(y), так как ф-изоморфизм, и ^DExt (со, 5).Q 

Из леммы следует, что вместо версальной деформации для 
функтора DExt (со, S) достаточно построить версальную дефор­
мацию для функтора Ф. Доказательство квазипредставимости 
функтора Ф мы проведем в несколько шагов. При этом, осно­
вываясь на 1.2, мы будем иногда рассматривать Ф как кова-
риаитный функтор на двойственной к Апн категории AlgA ло­
кальных аналитических супералгебр над A=CR. 

Пусть A — локальное суперкоммутативное кольцо, т. — его 
• максимальный идеал, k—поле вычетов. Для произвольного го­

моморфизма А-+В суперкоммутативных локальных колец и 
A-модуля М через Мв обозначим В-модуль М®АВ. В частности, 
Mk — это й-векторное суперпространство М/тМ. 

2.3.6. Лемма. Пусть D=(L1->L2{to}L3)— комплекс свободных 
конечных модулей над локальным суперкоммутативным кольцом 
А. Существует разложение L- —L'- (В L"' комплекса L- в прямую 
сумму двух подкомплексов свободных A-модулей таких, что 
дифференциалы комплекса Lk' = L'' ® Ak равны нулю, a Vй — 
расщепляемая точная последовательность Л-модулей. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала разложим комплекс £д=-
==(Ll{to}L|{to}Li) векторных суперпространств. Положим К} = 
•----Kerd1 и фиксируем дополнение М1 к суперпространству К1 в 
L\. В суперпространстве h\ рассмотрим подсуперпространства 
.V2--: дополнение _ к Kerd2, 72=-1rad1, Ш~Ъ 8 А/2 и К1 — 
дополнение к I2 в суперпространстве Kerd2. Наконец, пусть 
M3---Tmd2 и К3 есть дополнение к М3 в L3

k. В результате 
получаем, что Ц = Ю@ М, i=-l, 2, 3; d'|---.-=0 при i----1, 2 и 
I m f d ' ^ — Ker (d2|--2), то есть разложение Ь'к=К'®Мщ удов­
летворяет условию леммы. 
_ Выберем однородные базисы в суперпространствах М\ К\ 

-/V2, К2, К3 и поднимем их до элементов модулей L1, D. и L3. 
В результате мы получим свободные подмодули М1 и Кх в L\ 
N2 и К2 в L? и К3 в Ls. Ограничения дифференциалов dl\M' и 
d-|jv«—мономорфизмы, так как это верно для их редукций 
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d1]---, и d2J77,, поэтому ранги свободных подмодулей 12 — й1(М)с 
{subset}L2 и M3 = d2(N2){subset}!3 такие же, как и размерности суперпро­
странств Ih

2 = Р и Миъ=Мъ, После редукции по модулю m вклю­
чения МУ+ЮсЬ1, P-\-K2+NsczL2 и M3+K3{subset}L3 обращаются в 
равенства, а суммы становятся прямыми. Из леммы 
Накаямы следует теперь существование разложений L — 
= M W , L2 = P®K2®N2, Ь*=М*®К*. 

Пусть m i , . . . , ms — базис модуля М\ a n1, . . . ,n ' — базис 
модуля N2, тогда элементы d'( 'ni). • • • ,dl(ms) образуют базис 
/2, a d 2(ni) , . . .,d2(nt)—базис модуля -М3. Выбрав произволь­
ным образом базисы в модулях Я"1, К2 и Д3, приведем матрицы 
гомоморфизмов б> и d2 в этих базисах к блочному виду 

d1")KZHdZ= 

Компонента d1, соответствующая отображению Kl~>N2, равна 
нулю в силу условия d-d—0, так как d2\N»:N2Z,M3. точно 
так же d2j/. = 0 из-за того, что d -^ i iM 1 ^ / 2 . 

ЕСЛИ бы гомоморфизмы d1':/C1{to}/2 и d2':К2-*МЪ были нуле­
выми, мы бы уже получили требуемое разложение комплекса L. 
Этого можно добиться, изменяя подмодули К1 И К2- Пусть 

t 
ki, ...,kT — базис К2 и dr (£-•) = 2 ct>ijd2{tij)- Все коэффициенты 

/ - I _ 
a;/ матрицы d2' принадлежат m, так как d-|---,--=0. Положим 

t 

k'^ki — ^atjtij, тогка d2(k))eK3. Пусть ^ ' — подмодуль!2, 
j-i 

порожденный элементами kv . . . ,k^.. Так как k\s=ki modtuL2, 
получаем, что k'u ••-, кг — базис в К2. Еще раз применяя лемму 
Накаямы, убеждаемся в том, что по-прежнему существует раз­
ложение L2=I'i®K2'®N2. Теперь проделаем аналогичную про­
цедуру с модулем Кг. Пусть /1, . . . , 1Р—базис К1, a (bi}), 
i = l , ...... p, j ==1, . . . . s —-матрица гомоморфизма Я"1-*-/2—-
композиции d1|A-i:i<'1{to}L2 и проекции L2 = I2®K2'®N2->I2. Тогда, 
взяв подмодуль ./Г1', свободно порожденный элементами /) = 

----ii—"2 <-,i//ray м ы получим разложение L—ЛЯ-ФА!'1', для кото-

рого с?1 (ДГ1 JcniC . Поскольку d2(A"2')cA'3, окончательно нахо-
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дим подкомплексы L' = (K1' {to} AT2' {to}/<T3) и .//— (MJ{to}/2©JV-{to}M3)., 
обладающие требуемыми свойствами. П 

Теперь у нас все готово для заключительного шага в дока­
зательстве теоремы 2.3.3. 

2.3.7. Предложение . Пусть L' = (L1 {to} L2 {to} L3) — комплекс 
свободных конечных А-модулей, где Л —локальная аналитичес­
кая супералгебра, ю0бЯ (L'®AC)Q-—[Kerd-Vlmd1]--- — четный эле­
мент суперпространства когомологий. Тогда функтор Ф (В) = 
= {(обЯ (Г®дЬ')--| со=-и0} на категории AlgA квазипредставим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть L' — L''®L"' — разложение в сум­
му двух подкомплексов из леммы 2.3.6. Комплекс L"' имеет вид 
0{to}L1"->I1"©L3"{to}L3"{to}0, поэтому для любой А-алгебры В 
когомологий комплекса L"'®AB тривиальны и существует канони­
ческий изоморфизм В-модулей Я (L'®AB)~>H (L''®AB). Таким 
образом, мы можем считать в_ дальнейшем, что L' совпадает 
с L'\ то есть дифференциалы d1 и d2 комплекса 1'®дС равны 
нулю, 

Выберем однородные базисы щ,..., ит+„ и.у г , . . . ,о, свободных 
А-модулей L? и L3, где элементы щ, . . . , ит—четные, а 
«m+i> .--."--+"—нечетные, и пусть (аи), i = \,...,t; /==1, . . . 
. . . , т+п .— матрица гомоморфизма d2 в этих базисах, d2 Щ=* 

-= J^Viaij. Поскольку ^ = 0 и d--=0, суперпространство 

Я (1'®дС) можно отождествить_ с £2®ЛС и разложить сй06 
6Я (Г®дС)---по базису и1, ...,итп суперпространства £2®дС: 
Оо--'*1й1+"'+А»нА-+-< ^хбС, /., = 0 при i > m . 

Представим супералгебру А в виде фактора кольца 
С{х\ ..., хр, I1, ..., I4} пб идеалу с однородными образующими 
!/и . . . . /г и рассмотрим в алгебре С{^, . . . , хр, t\ ..., tm, 
I1, . . . , g ? , e1. ...,6"} сходящихся степенных рядов от р-\-т 
четных и q.+tt нечетных переменных идеал / , порожденный 

т п 
элементами /*, k — 1, . . . , г , и gi = 2ial](k]

Jrti)Jr J^at.j+mQ*' 
j-i j-i 

Образы элементов t>t / = 1, ...,m, и e'> i = l , . . . , n, в фактор-
алгебре R==C{x, t, I, Q}U будем обозначать теми же буквами. 

т п 
Рассмотрим элемент Й = 2 а) ftj+tJ) + 2 Щ+пЗ1 модуля L2®A#-

]=\ . / - 1 
Имеем 

т п 

d\ (Q)—2 d* W &)+**) + 2 d% <*-*•*•) 9 У = 
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т / t \ n / t \ 

= 2 2ВД; | (Ау + ̂  + 2 ' 2 ^ . / + « 0У = ' 

•-=2-1 2«у№+^+ 2 в/.у+я-в/Цо. 
Поэтому Q определяет некоторый класс UQH (L'®AR)Q-- При 
этом Q6CD (/•?), так как образ Q при редукции R~>C равен 
m 

'.£i Ujkjz= С00. 
i—1 

Покажем, что пара (R, Q) квазипредставляет функтор Ф. 
•Пусть-даны. A-алгебра В и класс ®6.Ф(В). Поднимем со до эле­
мента <BGKer(d!)g-, Для которого ю-=ю0б-^ (L® С)—£2®.4С. 
Тогда разложение со по базису и1®1, ...,ип+п®\ суперпростран­
ства Л2® дБ имеет вид a = Ui®(ki-i-bi)-\-. •. -\-u.m®(km+bm) + 
/+^i®ft+-.'.+a~n®P»iW{cdot}->i, ••• ' -\„—четные, a Pi, . . . , p „ -
нечетные элементы максимального идеала га.,-. Условие ©6Kerd?.5 

т я 
в координатах выглядит так ' ̂  al} (k} + bj) + 2 --• • /-i-/«Py- - О- Н3 

этого следует, •• что существует единственный Л-гомоморфизм 
аналитических супералгебр h:R^-B, переводящий И в bj и'8' 
в pt. При этом гомоморфизм модулей h#:ti (L'® AR)->-Н (V ® АВ) 
переводит Q в со. 

Осталось убедиться в версальности пары (R, Q), то есть 
в том, что гомоморфизм суперпространств dh :(jtt/?/Dt2- + ШлR)-+ 
->(т.з/т2

3-|-тл-5), индуцированный гомоморфизмом А,_ не зависит 
от произвола в определении h, связанного с неоднозначностью 
выбора представителя класса а>бН (L'®AB). Пусть ©^6{Kerd|)o— 
другой представитель класса со и 
.•a>'.----a1®(ft1 + b;) + . . . +ида®(Ат + ^ ) + и ^ 1 ® р ; + . . - +йт+к®р„ 
- е г о разложение по базису. Тогда, так как со-m'gflmdU-- и 
#>—0, получаем, что, Ь^ — Ь&ШАВ)^ и р}~-руе(юд-5)Г. Поэтому 
гомоморфизм h определен по модулю ш.АВ однозначно. • 

§ 2.4. ПОЛНОТА И ГЛАДКОСТЬ 

База версальной деформации для квазипредставимого функ­
тора, вообще говоря, имеет особенности. Тем не менее, в слу­
чае, когда все препятствия к продолжению обращаются в нуль, 
база является ростком комплексного супермногообразия. Это 
утверждение следует из аналога теоремы Артина [18] о раз-
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решимости систем аналитических уравнений. Из этой же тео­
ремы выводится и критерий полноты 4.6.3, утверждающий, что 
деформация, содержащая все инфинитезимальные деформации 
и имеющая гладкую базу, является полной. 

2.4.1. Теорема. Пусть fi(z,w), t=-l, 2, . . . . N, --сходя­
щиеся степенные ряды от переменных z6Cm]n, wQCPl'1 без свобод­
ных членов. ЕСЛИ для любого kGN существуют т четных и п 
нечетных многочленов -яК*) (2)6С[2] без свободных членов, для 
которых 

fi(z, wf) (z), ..., wW (z), w (fj. (z)...., wgh (z)) = 0 mod (z)", 
i — 1,2, ...,N, 

то существуют ряды Wj(z)QC{z}, удовлетворяющие системе 
уравнений ft (z, w(z))=0. Более того, если w} (z)&C[[z\], 
/==1,2, . . . , /? +<?, -формальное решение этой системы, то для 
любого kgN существует такое решение (w\ (z), ..., Wp+q (Z))& 
gC {Z}P\V системы, что wi (z) = w} (z) mod (z)k. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения Ui=Zi, 
i= 1, . . . , m, %i = zm+i, i — l,...,ti. Каждый сходящийся или 
формальнцй степенной ряд от 21, . . . , zm+n представляется тогда 
в виде А (г) = 2 •*/•(--) £'. Гд-е 7 = (ei, . . . ,8Л), егб{0,1}, | / = 

= |f»... £*". Вместо p + (7 неизвестных рядов щ{г) мы будем 
искать (p + <7){cdot}2* рядов vltI (и1, . . . , ит)бС{«} таких, что ряды 
•w, (и, £)•--= 2 -'./•.' (") £76С {«> 1} удовлетворяют системе f\ (г, -ау) = 0. 
Разложим ряды fiQC{z,w1,...,wp+q} по переменным ак, ' i)j,i, 
gi й соберем вместе члены при одинаковых степенях '!.. Получим 
ft (z, w) -=-2 •?'•-• & ч-) •£'. ГДе ff6C {и, о}. Условие / • (г, чю (г)) ==0, 
£=--1, . . . , iV, равносильно g / t/ (и, г)) = 0, •г = 1, . . . , JV, /6(0,1}". 
Таким образом, мы свели исходную систему к системе из N.2" 
уравнений относительно (р-\-ф-2п неизвестных функций TJ/./6 
€С{и}. Многочлены w("+'') (z) (соответственно, формальные ряды 
-Wj (г)), удовлетворяющие / у (г, •oi("+ft) (z)) = 0 mod {z)n+k (соот­
ветственно, fj (z, w (z))=0), j = 1, . . . , .V, дают решение 
я ^ (a) mod (и)* (соответственно формальное решение о/,-(и)) 
системы g,-, г («, У(«)) =0. Следовательно, по обычной теореме 

' об аналитических уравнениях 1[|39], существует решение этой 
системы в сходящихся рядах. Но тогда и исходная система 
имеет сходящиеся решения. • 

Теорема 2.4.1. имеет два важных приложения в теории де­
формаций. 

2.4.2. Предложение . Пусть ф - контравариантный ква-
зипредставимый функтор из категории An в Ens, для которого 

151 



все препятствия к продолжению деформаций равны нулю, то 
есть для любого роста SeAn y любой деформации £feG©(.Sfe) 
над k-й инфинитезимальной окрестностью точки *б5 существует 
продолжение |й+1бФ(5№+1)) на &+1-Ю окрестность. Тогда база 
нереальной деформации функтора Ф является ростком комп­
лексного супермногообразия. 

2.4.3. П р е д л о ж е н и е (Теорема версальности). Пусть база 
версальной деформации функтора Ф из 2.4.2 является ростком 
комплексного супермногообразия. Тогда деформация l<5©(s) 
над гладким ростком 5 полна тогда и только тогда, когда го­
моморфизм Кодаиры—Спенсера ks : TS{to}©(D) : Mor(D, S) -= 
-= fSBy >~>v* (|) 6Ф (D) является эпиморфизмом. 

Д о к а з а т е л ь с т в а . Предложения 2.4.2 и 2.4.3 выводятся 
из теоремы 2.4.1-точно так же, как и'при доказательстве в 
,[39] аналогичных результатов для чисто четного случая. • 

После того, как в главе 4 будет построена теория препятст­
вий для функторов DSp, DSub и DSh и доказана их квази-
представимость, предложение 2.4.2 даст утверждения (ш) тео­
рем 2.1.2, 2.1.4, 2.1.6. Из теоремы версальности следует также 
такой результат. 

2.4.4. С л е д с т в и е (теорема жесткости). Пусть для квази-
представимого функтора Ф пространство инфинитезимальных 
деформаций Ф (—') СОСТОИТ из одного элемента — тривиальной 
деформации. Тогда любая деформация |бф(5) тривиальна. 

В частности, компактное комплексное суперпространство X 
(соответственно, подсуперпространство YczX; когерентный пучок 
У на X) не имеет нетривиальных деформаций, если Н1 (Т'х) = 0: 

(соотв. Нот--(///-;<?/)== 0; Exty (#\ Я-=0) -

Глава 3 

ПРИМЕРЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ 

Здесь мы рассмотрим несколько примеров и следствий из 
теорем существования версальных деформаций, доказательству 
которых посвящена следующая глава. 

§ 3.1. МОДУЛИ СУПЕРМНОГООБРАЗИЙ 

Как известно (см., например, i[12]), любое ^"-супермного-
образие расщепимо, поэтому классификация <§"»-супермногооб­
разий М с данным подстилающим многообразием Мт& сводится 
к описанию расслоений на Мт&. В комплексно-аналитическом 
случае это перестает быть верным. Существуют семейства не­
изоморфных супермногообразий М с ОДНИМ И тем же GrM. 
В этом параграфе мы с помощью четноверсальной деформации 
супермногообразия М (она существует по теореме 4.3.1)' по-
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строим семейство, содержащее все супермногообразия с дан­
ным GrAf. Любое супермногообразие М можно получить, де­
формируя Qr M (предложение З.Ы), что дает возможность опи­
сать в принципе все супермногообразия с данным Gr M (а. не 
только близкие к нему), 

3.1.1. Теорем а. Пусть М — компактное комплексное су­
пермногообразие. Тогда функторы DRd (M, •) и DGr (M, .) 
(см. § 2.2) квазипредставимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть зт : J?{to}S — четноверсальная 
деформация супермногообразия М. Так как 5бАп°, редукция 
я-d '• ^rd-^Srd—S задает деформацию многообразия Мщ над 5. 
Рассмотрим версальную деформацию р : М-^-В многообразия 
Мг& с четной базой [В, bQ) бАп°, тогда существует морфизм 
f : S{to}5, индуцирующий rtrd из р. Пусть я 0 : ,#0{to}S0— ограниче­
ние деформации я на подпространство S°=f~1(bo). Тогда, как 
следует из диаграммы 

\М° -М 

деформация n?d :-€?„-*-5° многообразия Мгй индуцируется из Р 
отображением /./o:S-{to}{&0}c3. Поэтому деформация л% три­
виальна, TO ecTb Существует ИЗомЬрфИЗМ ^rd{to}MrdXS- И Я°б 

я?<- S 0 

PDRd (M, S°) Чуть позже мы увидим, что я0 является версальной 
деформацией для функтора DRd (М-). Рассмотрим теперь нор­
мальное расслоение N~NMtAm Мгй в М. Расслоение ПАТ 
не имеет нечетных образующих, поэтому пучок его сечений 
F=*U[0 -I03 - ) локально свободен и имеет версальную (чет­
ную) деформацию F- когерентный локально свободный пучок на 
МЛХЪ где (R,r0)ekn°. Пучок ^ 0 = Л ( ^ о , т / ° ^ о , т ) н а жч 
также локально свободен, а его ограничение на Мгй совпадает 
с F. Так как Ж% изоморфно Mf(iXS°, пучок З"0 является дефоо; 
мапией F сбазой S0 Пусть г:5°-/?-моРфизм, виду пирующий 
^ B ^ S i U ^ W h t F , R). РаССмотрим_ ограни­
чение Деформации яР:^Г°->-5- на росток S - g (ra)czb 
и диаграмму морфизмов деформаций 
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Тогда из того, что композиция g-j1 постоянна, получаем 

— WM^X JYF0=(idMriX (g-P))*P=p*F, 
где p :M r d XS1 {to}Mrd~каноническая проекция. Итак, деформация 
F пучка F тривиальна и возникает S1 — изоморфизм Gr-4f1= 
— (MrdXS1, A'-3rI){to}QrMXS0. Следовательно, деформация 
з&гЛС1-*-^1 индуцирует тривиальную деформацию супермногообра­
зия Gr М и определяет элемент из DQr (M, S1). 

Докажем, что деформации я0 и я1 квазипредставляют функ­
торы DRd(M, •) и DQr(M, .). 

Пусть S'eAn0 и n'-.M'^S' принадлежит DRd(M, S'), то есть 
я'-деформация Ж над ростком S', для которой существует 
S'-изоморфизм ^ . j . -^Mrt iXS' . Так как деформация n:J[,-*-S 
четиоверсальна, существует морфизм A:S'{to}S, индуцирующий 
Ж' из Л- Но тогда А индуцирует деформацию я'1й из ягй, 
которая, в свою очередь, индуцирована из p:M-->5 морфизмом 
/:S{to}fi. Следовательно, морфизм /°A:S'{to}5 индуцирует 
деформацию ar/d из р, но деформация р версальна, а я ^ - т р и ­
виальная, поэтому в силу следствия из леммы 3.1.2 морфизм 
/ . А отображает S' в b0QB. Вспомнив, что S0 = / _ 1 (&0), мы 
получим, что А пропускается через g0:5°—S и существует мор­
физм А°: S' {to} 5°, для которого А=-У°-А0. Отсюда я ' •= А* (я) = 
-= А0* • у'°* (я) == А0* (я0), то есть я ' индуцируется из я0. Если 
т | , = 0 , и морфизм A°:S'{to}S° индуцирует я ' из я0, то п'== 
— ^0*(я0).-=(У0А°)*(я). Из четноверсальноста я следует, что 
У°А°-=Л —у°А°. Но /° —вложение, поэтому А°----А° и деформация 
n°GDRd(M,S°) квазипредставляет функтор DRd (M, •). 

Предположим теперь еще, что и деформация gr я ' : Gr Л' {to} 
{to}S' тривиальна, то есть rc'gDGr (M, S'). Тогда морфизм 
g-h°:S'-^-R индуцирует из версальной деформации У пучка F 
на M тривиальную деформацию .JF--я (^Л',~1^Л',Т^ н а д *"*'• 
Еще раз применяя следствие 3.1.3, получаем, что g-h° отобра­
жает S< в точку /-06R и, следовательно, морфизм А0 пропускается 
через £- = .§--(г-)•-.--. Пусть А0-у1-А1, тогда я ' -= А0* (я0) = 
— А1*/1* (я0)--А1* (я1), то есть я ' индуцируется из я1 _морфиз-
мом А1. ЕСЛИ т | , = 0 И A1:S'{to}51 морфизм, такой что А1*^1)----
= я ' , то я ' = А1* (я1) = А1* • У1* (я0) -= А1*;1*/0* (я) = (у0;1-?1)*(я) •=-
= А*(я). Деформация я четиоверсальна, поэтому j°jlh}=* 
-=А-=у0.А0-=у°у1-А1 и А - А 1 , так как у'0 и у1--вложения. 
Итак, я1 квазипредставляет функтор DGr (М, .). • 

Нам осталось установить следующий результат. 
3.1.2. Л е м м а . Пусть Ф — кразипредатавимый функтор и 

(R, го) <-Ап— база версальной деформации |еф ($) . Пусть 
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'(S,s0)eAn и морфизмы fi и f2: S{to}# индуцируют изоморфные 
деформации над 5. Предположим, что fi и /2 отображают £-ю 
инфинитезимальную окрестность SM точки So-SS в ro&R. Тогда 
ограничения морфизмов /, и f2 на S№+1) совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Условие ft:S{k){to}{r0}, j — 1,2, озна 
чает, что соответствующий морфизму / г гомоморфизм локальных 
супералгебр 4I'.0R-+0S переводит тд в га*+1. Но тогда гомо­
морфизмы <pj*+- ):CR-*CSW> = С?5/т*+2, i==1, 2, пропускаются 
через канонический мономорфизм р: С [ш.̂ +1 / т.̂ +21 —• OS^k+x\ 
то есть существуют гомоморфизмы ^;0R~+A, i = l , 2 , где 
Л=С[т.|+1/т*+2] такие, что Ф<*+1) = р.фг. Деформации ф&+1) (-D 
и ф£*+1) © над С5(*+г) изоморфны по условию, поэтому дефор­
мации "Ф1* (|)' и •фгЛЕ) тоже изоморфны. Но так как т?А = 0, 
из версальности деформации | следует, что •% = i|)2, а тогда 
и ф(*+1)--=р.-|1--=р.-1},2----Ф -̂1-1). Итак, k + 1-струи морфизмов 
ростков / 1 и / 2 совпадают. • 

3.1.3. С л е д с т в и е . Пусть Ф, R, S, % — те же, что и в усло­
вии леммы. Предположим, что морфизм f : S-+R индуцирует 
из £ тривиальную деформацию. Тогда f — постоянный морфизм 
} , S-*{r0}-~ R. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Постоянный морфизм f0: S{to}{/"-} то­
же индуцирует на S тривиальную деформацию. Так как Ч вер-
сальна, ограничения f и fo на 5(1) совпадают. Теперь, из леммы 
индукцией по k получаем, что морфизм f отображает все ин-
финитезимальные окрестности S(h) точки.s06S в r0&R. Но тогда 
{ постоянен и на 5 . D 

Следующий простой факт позволяет использовать теоре­
му 3.1.1. для описания всех супермиогообразий М с фиксиро­
ванным G-r M. 

3.1.4. П р е д л о ж е н и е . Для любого супер многообразия М 
существует деформация я : М=(Mi}{to}C,0 супермногообразия 
•Gr М с одномерной гладкой базой такая, что M0=GrA[, 
Mi—М, jtGDCr (Mo, С). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (Ua) — атлас на супермного­
образии М. Структура комплексного супер многообразия на М 
задается набором функций перехода — голоморфных изомор­
физмов суперобластей g^a : .Уа->-£/в, удовлетворяющих условию 
gtfgta=gia_ Выберем системы координат (ха, 1а) в суперобла­
стях и запишем в них функции перехода 

xp=ёь а <-*<-) + 8§л (•*<-) &«&« + gf* (x<-) Ы*Ы« + • • •. 
i s - g f (x«) E. + g | e (JO ЫЛа+ . . . . 

У супермногообразия Gr M в этом случае будут такие функции 
перехода: xp-—g-oa(xa); Ер=^? а(^а) |а. Зададим теперь на се­
мействе суперобластей £ / а ХС с координатами (x„, | a , t) новый 
набор функций перехода g.-a: 
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Л р - - - . - g * (JCe) + * ' £ # » (Л"«) Sag. + t - g f » (x«) |а£а£а|а + . . • , 

£ p - g f (xa) go. + ^ f x a ) i a i a - | a + • . .. 

В результате мы получим супермногообразие - # и коррект­
но определенный морфизм л : Ж-*-С; (Xa, | a , t) »-»• t, являющий­
ся деформацией супериногообразия л,-1 (0) =—Gr -М. При t^O 
отображение (xa. la) ̂ (хЛ, т^-ч 'Представляет собой голо­
морфный изоморфизм супермрогообразий M=Mj.H .M4. • 

Для практических целей необходимо уметь ВЫЧИСЛЯТЬ раз­
мерность базы версальной деформации. Ответ на этот вопрос 
для функтора DGr содержится в следующем утверждении. 

3.1.5. Предложение . Пусть М—компактное комплексное 
многообразие, F — локально свободный С^и-модуль. Обозначим 
через MF расщепимое комплексное супермногообразие (М, /\'(F)).. 
Тогда размерность базы S1 деформации, версальной в классе 
деформаций Мр, не меняющих Gr (TO есть квазипредставляю-
щего объекта функтора DGr (MF, •)), равна «••--= dim H1 (M, Г2)> 
где T2==[A2-nMF]'o--TM^, а Л г — 2 Л ' (Р)сСМр-это <7л-мо-

дуль четных векторных полей на МР, обращающихся в нуль 
на первой инфанитезимальной окрестности М в MF. Если 
//-(M, Т-)=--0, то S1 — окрестность нуля в С". 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся конструкцией нереаль­
ного семейства, проведенной в ЗЛЛ. Пусть, как и прежде, 
5 — база четноверсальной деформации супермногообразия Af-.,. 
В — база версальной деформации многообразия М, a R — ба­
за версальной деформации пучка F на М, S0—- база версаль­
ной деформации для функтора DRd (MF, •), 5'-база версаль­
ной деформации для функтора bCv(MF, • ). Тогда S°—f~l(b0), 
Sl—g-l(r0), где f:S-+B и g : S°-+R. Наша задача найти 
dim 51, поэтому морфизмы и ростки комплексных пространств 
в диаграмме 

S—U--U 

\ 
можно заменить их дифференциалами и касательными про­
странствами. В результате для вычисления dimS1—dimTS1 мы:; 
получаем две точные последовательности 

о 

•TR 

те 
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Касательные пространства к В; S и JR — суть T-3----H1 (Ж, Т/И), 
•Т5--=Н-(.М, (TMF)F) и Т#»=-H-(M,F*®,F). Отображение Кодаи-
ры—-Спенсера df для морфизма / : S - > E — э т о гомоморфизм 

ОС;.. 

№(M, (TM^-pJ-^H1 (M, TM), индуцированный гомоморфизмом 
а 

ограничения (TM,-.)--->TM. Пусть Т1-=Кега—-пучок четных век­
торных полей на MF, равных нулю на М. В точной последова­
тельности КОГОМОЛОГИЙ 

TS.—---.—-ТВ 
а б "'I а* II 

Н-(ЛГ, (ТМр)¥)-*-И«(М, ТЛГ)->-Н-(.М, ТО-НЧЛ-. (ТМр)¥) + Н*(М, ТАГ) 

граничный гомоморфизм б нулевой, так как с помощью проек­
ции М—>М любое векторное поле на М можно продолжить до 
Еекторного поля на М$, то есть а — эпиморфизм. Но тогда 
TS°-=iKer df=Hl(M, Ti). Рассмотрим теперь гомоморфизм Ко-
даиры—Спенсера для морфизма g : S°-+-R. Он индуцируется 
эпиморфизмом р в точной последовательности (^—модулей: 

0->T2{to}T-{to}F*®E{to}0, 

и из точной последовательности 

Т5- — - Т / ? 

H°(M, Т-)--1но(М, F*®F)^H4M, T2){to}№(M, T1){to}H4M, E*®E) 

находим, что Ker d.g'—Ker р,-=Н1(М,Т2), так как граничный 
гомоморфизм б' равен нулю из-за существования проекции 
.М*^М(1>= (М, OMpfAz) (любое векторное поле на A.Y1' в этом 
случае можно продолжить на MF, а сечения F*®F — это чет­
ные поля, обращающиеся в нуль на М, поэтому они продол­
жаются до сечений Ti). Итак, T.SI-=H1(A1,T2). 

Проведя аналогичное рассмотрение для вторых групп ко-
гомологии, мы получим, что препятствия к продолжению де­
формаций Ж супер многообразия MF, не затрагивающих Gr, 
лежат в группе Н2(М,Т2). Поэтому, применяя теорему Ваври-
ка [39] (см. также 2.4.2), мы получим утверждение о гладко­
сти базы 51 в случае, когда H2(M, T2)=0. D 

§3.2. ДЕФОРМАЦИИ ПОДСУПЕРПРОСТРАНСТВ 

Докажем теорему 2.14 о существовании универсальной де­
формации компактного подсуперпространства У комплексного 
суперпространства X. 
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3.2.1. Замкнутое подсуперлространство YczX определяет 
когерентный пучок Р~Ог на X и эпиморфизм ф : C?j-{to}F. Об­
ратно, по эпиморфизму ф : Ox-^-F когерентных СР—модулей од­
нозначно восстанавливается подсуперпространство YczX, за­
даваемое идеалом /=.Кег ф. 

Подсуперпространство Y компактно, поэтому пучок F = Oy 
на X имеет компактный носитель и по теореме 2Л .6. у него 
существует версальная деформация SF с базой RgAn. Рассмот­
рим эпиморфизм Ф как сечение когерентного пучка 
Нот,? (Ox,F). Пучок Hom<-. n(OxxR, 3е) когерентен и R-
плоский, поэтому, по теореме 2.3.3, существует росток S над 
R, %:S<-+R и сечение qT пучка Hom^ (Cxxs^s), являющееся 
версальной деформацией элемента Ф6Я° (X; Нога (их, F)). Тен-
зорно умножив гомоморфизм y'.0xxs-*3rs на (?x=Oxxsl^s0xxs> 
мы получим эпиморфизм y.Ox-^F, поэтому по следствию из 
леммы Накаямы [1] Ф — тоже эпиморфизм, и его ядро, таким 
образом, задает подсуперпространство y-czXxS, являющееся 
деформацией YcX. 

' Докажем, что деформация УаХХ$ версальна. Пусть 
^'cXX-5'—деформация подсупёрпространства YczX над 
ростком S'GAn. Тогда пучок 0<y.i является деформацией над 
S' когерентного пучка F = Oy. В силу версальности деформа­
ции ."* над /?• существует морфизм ростков V:S'-^R такой, 
что (id*XУ)*&=0?у.1. Эпиморфизм y'-.Oxxs1 {to}<5>.y в таком 
случае является деформацией с базой S' элемента 
ФбУ7° (X, Horn Ox (Ox, F)) и, следовательно, существует морфизм 
j:S'-*S ростков над R, индуцирующий деформацию Ф' из 
версальной. Но тогда и ..%,-= (Id*ХХ'Г-^—О^Х &•/))*£ — 
^(iuxXJ)*(iuxXk)*F=(idxXjyPs, поэтому морфизм J 
индуцирует и деформацию у из у. 

Пусть j'\S'-*-S —-другой морфизм, индуцирующий У из % 
и го|'.-=0. Два морфизма А0/ и X-j'iS'^-jR индуцируют над 5 ' 
одну и ту же;деформацию &$,=*0у пучка E. Из версальности 
теперь следует, что морфизмы %• j и %• j ' совпадают и задают 
на S' одинаковые структуры ростка над R. Но в таком случае 
морфизмы j и j ' индуцируют один и тот же гомоморфизм 
4>'<Jxxs'-+(?<^' =&'s'' Из версальности Ф получаем, что / = / ' , 
то есть деформация 'У версальна. Ее универсальность и ут­
верждение о размерности базы мы выводим из следующего ре­
зультата. 

3.2.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть YczXXS — деформация 
компактного подсупёрпространства YaX, а 5'—S —инфините-
зимальное расширение ростков комплексных суперпространств, 
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y=Ker(A'{to}A), тл-У.-0, /0==Кег (С?х-^-?к), ' ! 

I = Кег (Oxxs -•> 0<у). 
Тогда, если существует продолжение деформации Щ до дефор­
мации Щ' над S', то на множестве всех таких продолжений (с 
точностью до эквивалентности) транзитивно и эффективно дей­
ствует группа Нот,--* (h/h2, 0>у®/)о~-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пучок Осу, является плоским .А'-моду­
лем, поэтому все члены точной последовательности 0 {to} У {to} 
-+Oxxs'->0<y,t-*-Q плоские А'-модули, Тензорно умножив ее 
над А' на точную последовательность 0{to}y{to}A'{to}A{to}0, 
соответствующую вложению ScS', мы, таким образом, полу­
чим коммутативную диаграмму с точными строчками и столбцами 

О 0 О 

0{to}/0 ® У -+Ох ® J-^Oy ® У .{to} О 
У У У • ' 

О {to}. / ' -{to} Oxxs' -*• - ^ V ' *"*"Q 
Ф -J. 4. 

0 {to} / .{to} Oxxs {to}- •.-.̂ V —>-0 
У • У У 

О О О 
Профакторизовав по /0®У, получаем, что задание продолжения 
У равносильно заданию четного гомоморфизма Oxxs1 -модулей 
ф:/->Oxxs'lIQ®J, делающего коммутативной диаграмму 

1С 

О —-0у® Д | ? —bXltSi/I09Ai ? ~* -Лх5 " * ° 

Разность двух таких гомоморфизмов — это элемент группы 
Нот/у , (I, Oy®A'J)o- И обратно, эта группа действует на мно-
жестве рассматриваемых гомоморфизмов. Утверждение предложе­
ния теперь следует из равенства 

UomOx^s,(I,Oy®A.J)u=Hom0x(Ia,Oy®J)w = 

~HamOr(Iolll,0r®J)t. D 
3.2.3. Окончание д о к а з а т е л ь с т в а теоремы. 
Пусть R — база, версальной деформации У—^R для функтора 

DSub(Y,-). Касательное пространство TR тогда совпадает 
с суперпространством инфинитезимальных деформаций D Sub (У, D), 
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где 0D = С [л:, £]/(x2> xl). Применив к инфинитезимальному рас­
ширению {*} —D предложение 3.2.2 и учитывая, что одно (три­
виальное) продолжение Р->(*} до деформации над D заведомо 
существует, мы получим, что D Sub(Y, D) = Hom^.., (/„//о, CV®m.D)--
и изоморфизм векторных суперпространств TR=Hom^ (/-//о. С?у). 
Осталось доказать, что версальная деформация является в 
действительности универсальной. Для этого достаточно про­
верить, что она формально универсальна. Это следует из та­
кой леммы. 

3.2.4. Л е м м а , Пусть SczS' — инфинитезимальное расши­
рение ростков комплексных сулерпространств, а'б 
..eDSub(У,5')— деформация У над 5', a^DSub(У,5)—огра­
ничение а' на 5. Рассмотрим ограничения f.k+it-DSub(y, Rk+i) 
и Pfe6DSub(y,Rft) версальной деформации peDSub(F, /?) на 
k+l-ю и k-ю инфинитезимальные окрестности точки * в R. 
Пусть морфизм f: S^Rk такой, что f*($k)=a. Тогда суще­
ствует не более одного морфизма f : S'^-Rk+i такого, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим супералгебры A = us, 
Ar = <yS', Вк*=Оцк, Bk+i = CRk^ и гомоморфизм q>:Bk-+A, 
отвечающий морфизму /:S->-/?/,. Пусть Ф', ф/:5А+1->.А' — два 
гомоморфизма супералгебр, для которых коммутативна диаграмма 

I | 
Вк—-+А 

Ф 

и таких, что ф*фА+1)-= Ф* (pfru) — а/. Разность Д=--ф"—-ф' ото­
бражает Bk+i в ./ = Кег (А'-у А), и c учетом структуры -А-модуля 
в .7 получаем, что 

• A (hh) = ф" фф2) - ф' (ЬМ= Ф" (*i) Ф" ф2) - ф' (Ьг) Ф' ф2) = 
= (ф' (ftj) + Д (£•)) (Ф' (62) + Д (&-)) - Ф ' (&0 ф' ф2) =-= 

= Ф' (&1) А ф2) + А (&-) ф' ф2) - Ф 01) А ф2) + ( - 1 ) М - Ф ф2) А (ЙО, 
то есть Д является четным дифференцированием супералгебры 

I B/i+x со значениями в ./ и, следовательно, принадлежит прост­
ранству [(ma/m|)*®/]----[T/?®./]--, 

Мы построили действие группы [Т/?®./]--- на множестве про­
должений ф до гомоморфизма супералгебр .5й+1-н>-.А', согласован­
ное с ее действием на множестве продолжений деформации a 
до деформации над А'. Пусть А—-элемент этой группы, для 
которого Дф' = ф-*. Тогда А (а') = А (Ф; (ft^)) = (Аф') *Фш) = 
= Ф*(Р*.ц)—об', то есть «' — неподвижная точка для Д и, по 
предложению 3.2,2, элемент А тривиален. Поэтому ф"--Дф'=ф' 
и лемма доказана. • 
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Если f: S{to}R морфизм, индуцирующий деформацию 
a6DSub(F,-S) из версальной деформации [}, то ' его единствен­
ность можно теперь установить, рассматривая поочередно пары 
инфинитезимальных окрестностей SkCzSh+i. Действительно, 
f(Sh)czRh, а единственность морфизма fh=f\ak, индуцирующего 
•щ из рь, следует из леммы по индукции. Теорема доказана. • 

3.2.5. З а м е ч а н и я . 1) Предложение 3.2.2 — это не что иное, 
как фрагмент теории препятствий (см. § 4.2) для функтора 
DSub. Такая теория действительно существует, но нам она не по­
надобится, поэтому мы этого не доказываем. 

2) Доказательство леммы 3.2.4 представляет собой по су­
ществу вариант рассуждений Шлезингера [36], проведенных при 
несколько более слабых предположениях о функторе. 

3) При доказательстве квазипредставимости функтора 
DSub(y, .) не использовался аналогичный чисто четный резуль­
тат. Таким образом, мы получили новое доказательство теоремы 
Дуади [22], не основанное на теории банаховых аналитических 
пространств. 

§ 3.3. ПРИМЕРЫ 

3.3.1. Модули супермногообразий (см. § 3.1). 
(1) Пусть r k F = l , тогда первая инфинитезимальная окрест­

ность многообразия М в супер многообразии МР совпадает с М,-
Поэтому Т2==0 и любое т\ 1-мерное супермногообразие расщепи-
МО. 

(2) Пусть rkjF =2, тогда T2---A2F®TM, и мы получаем извест­
ный результат о том, что супермногообразия Ж с Gr М=М$ 
описываются элементами группы Hl(M; /\2F®TM) (см. [10], 
[15]). Если Ж-=Р т , а F=0(a)®0(b), то, как следует из тео­
ремы Серра, W(M, T2){ne}0 только при т=\, a+b{le}—4. В этом 
случае базой версальной деформации служит С~а-Ь~3, а нерас-
щепимые супермногообразия Ж, для которых G r l = M - , пара­
метризуются точками многообразия Р~а~ь~*=Р{Н1(М,Т2)). 

(3) Если rk 7—3, то для вычисления ~2 имеем следующую 
точную последовательность пучков См-модулей: 

0{to}A3F®F*->Tr^A2F®TM{to}0. 
Точная когомологическая последовательность в этом случае 

показывает, что при Н2 (М, A3F®F*) =0 dim H1 (-M, ~2) = 
= dimH1(-M,A2F®TAf)+dimH1(M,A3.P®F*)— г, где г—раз­
мерность пространства векторных полей на второй инфините-
зимальной окрестности М в супермногообразии MF, которые 
равны нулю на первой инфинитезимальной окрестности М и не 
продолжаются на все MF. Проводя вычисления для M = Pm, F = 
=O(a)®0(b)@(7(c) с использованием теоремы Серра, полу­
чаем, что Я1 (М, Т2) ф 0 только при т = 1 . В этом случае 
Яг(АГ,Т2)=0 и dimHl(M,T2)=d(a+b,c)-\-d(b+c,a)-\-dic-\-
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,+fl, b), где d(x,i/) = —2x—4 при x{le}—4, d{x,y) -=1 при x= —3 
или (x, y) = (—2,0) и d(x, y ) = 0 в остальных случаях. 

3.3.2. Деформации супермногообразий. (1) Пусть М = 
== Pm l n == Р (V) — проективное суперпространство (см. [12]). 
Тогда, применяя для вычисления ТМ точную последователь­
ность CV-модулей, 0{to}tf{to}t>®<?,(1){to}7PTOl"{to}0 (см. [12]), по­
лучаем следующий результат, 

Супермногообразие Р т | " при т>2 или при n < 3 является 
жестким (то есть любая его деформация тривиальна). База вер-
сальной деформации супермногообразия Р1 /л , n > 4 , изоморфна 
окрестности нуля в суперпространстве Sn-3(V)®V7S"-- (V), раз­
мерность которого равна f2ге~2 (п? — Ъп — 6) -)- ---—- + 2п+(—• 1)" X 
Х " , - ^ + 3J2--(/-2-3№—6) + - ^ ± - + 2« - ( - 1 ) " " ' - 4« + 3 ^ 

В частности, Р1 '4 имеет 1 11 8-мерную версальную деформацию. 
(2) Пусть X— компактная риманова поверхность рода g, 

a F— обратимый пучок на X степени 0. Супермногообразие 
^ХР= (X, /\'F) при g = 0 жесткое. Так как X одномерно 
H2(X, Т ^ ) = 0 , для вычисления Hl(X; TXF) используем 
теорему Римана-—Роха. Тогда при g=l база версальной дефор­
мации 2|2-мерна, если F—Ox, и 2|0-мерна, если пучок F нетри­
виален. При g^-2 и F ^Ох база В версальной деформации име­
ет размерность 4g—3\4g—4. В этом случае В можно рассмат­
ривать как расслоение над 3g—3-мерным многообразием моду­
лей $tlg компактных римановых поверхностей рода g. Слой S(x) 
расслоения B-*3Rg над ТОЧКОЙ x&Sfilg — это g \ 4g—4-мерное су­
пермногообразие, для которого подстилка 5(л:)Га — это якобие-
во многообразие поверхности, соответствующей точке х. Если 
же F=Ox, то база В версальной деформации 4g—3\4g—3-
мерна. 

3.3.3. Деформации подсупермногообразий. (1) Пусть Х = 
- - P ^ - - P ( V ) , r -=P f l | 6 = P(W) и вложение FczX индуцировано 
вложением векторных суперпрострацств V<-W. Тогда нормаль­
ный пучок NYIX изоморфен VjW®0Y{\) и Н° (У; NYix)=Vm® 
®V/W. В этом случае / / - (У; NYIX) = 0, поэтому универсальная 
деформация подсупермногообразия Y в X имеет гладкую базу 
размерности (а-+1) (т—a)+b(n—b) \ (а+1) (п—Ь)+6(т—а). 
Отображение Кодаиры—Спенсера для деформации Y с базой 
Gr(-a+l|&, m + l | n ) —моноформизм, поэтому она является уни­
версальной,. как и в чисто четном случае. 

(2) Пусть теперь X=C0 ln , У=С0|Ь и" YczX — вложение век­
торных суперпространств. Тогда сечения NT/X — это элементы 
факторпространств №(0|я.)/Щ0|й), где Щ0|k) —суперпро­
странство векторных полей на супермногообразии С01". Размер­
ность суперпространства E.°(Y;NX/Y) равна (n—Ь)2п~Ц 
| {n—b)2n~l и искривленный суперграссманиан, рассмотренный 
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в [8] (однородное пространство супергруппы W(Q\k), являет­
ся базой универсальной деформации подсупермногообразия. 
С01Ь в С01". 

§ 3.4. СОВМЕСТНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ 
И SUSY-СТРУКТУРЫ 

В § 3.2 мы, занимаясь построением версальной деформации 
подсуперпространства, деформировали два разных аналитичес­
ких объекта — пучок и сечение другого когерентного пучка.. 
Аналогичным образом в § 4.3 строится четноверсальная дефор­
мация суперпространства, которое рассматривается как состав-^ 
ной объект, состоящий из комплексного пространства, когерент­
ного пучка и сечения другого пучка. Сейчас мы рассмотрим 
несколько задач об одновременной деформации нескольких 
структур, которые представляют самостоятельный интерес 
(в том числе и с точки зрения применений в физике). 

3.4.1. Совместные деформации суперпространства и пучка.. 
Пусть X — комплексное суперпространство, F —когерентный Ох-
модуль. Деформацией пары (X, F) над ростком суперпространст-. 
ва S называется набор, состоящий из деформации n:3?-^*S 
суперпространства X над S, когерентного S-плоского С^-мо-
дуля 3е" и изоморфизма i:F->&"\n-t(*). Морфизмы деформаций 
и индуцирование определяются стандартным образом. Дефор­
мацию, индуцированную из (e._?,F) при помощи отображения 
7{to}S, мы будем обозначать (86?, F r ) . Следующая теорема яв­
ляется аналогом соответствующего четного результата Сиу и 
Траутманна [37]. 

Т е о р е м а . Если X—компактное комплексное суперпро­
странство, a F—когерентный Сл-модуль, то у пары (X,F) су­
ществует версальная деформация. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть % : ĉ {to}S — версальная дефор­
мация суперпространства X; рассмотрим когерентный пучок 
F0: = UF на 96', где i: Х=П~1(*)С^ЗУ. Носитель F0 компактен, 
поэтому у F0 существует версальная деформация — когерент­
ный пучок F на суперпространстве ШХ.Т. Выбрав теперь мор-
физм ростков / : R-^-TxS, универсальный относительно требо­
вания плоскости над R пучка 3TR на суперпространстве 
(&XT)R (см. 1A.2.3), мы получим деформацию {{SSXT)R, F H ) 
пары (X, F) с базой R. Эта деформация версальна, что доказы­
вается точно так же как в <[|37] ила в 4.3.2. • 

3.4.2. Совместные деформации супер пространства и подсу­
перпространства. Пусть X—комплексное суперпространство, 
У — его подсуперпространство. Их совместной деформацией 
над ростком суперпространства S называется набор, СОСТОЯЩИЙ 
ИЗ двух деформаций S6-+S и -̂{to}S и 5 — вложения Щ^-Ш, 
которое над точкой *б5 совпадает с вложением У— X. Опреде­
ления морфизма деформаций и индуцирования стандартны. 
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Теорема. У компактного комплексного суперпространства 
X и компактного подсуперпространства Y существует совмест­
ная версальная деформация. 

Прежде, чем, приступить к доказательству, рассмотрим не­
сколько более общую ситуацию. 

3.4.3. Естественные пучки. Пусть X—комплексное супер-
пространство, 2>—-категория всех деформаций X, а 9> — 
категория пар (я, .У), где я:30->S—-деформация X, а £—• 
когерентный S-плоскйй пучок на 30. Морфизм объекта 
(Щ&) в (я', &') в категории & — это пара (/* i), где 
/6МОГ (я,«'), a i — изоморфизм i: £"--5./*."•'. Естественный пучок 
на X — это функтор из 3) в &, переводящий я в пару (я, F(n)). 
Иными словами, естественный пучок на X—это согласованное 
относительно индуцирования семейство когерентных плоских 
пучков на деформациях X. • Стандартный пример естественного 
пучка —это пучок вертикальных векторных полей. Пусть теперь 
F — естественный пучок на X, a F:=F (X-У *) —когерентный 
пучок на X, соответствующий тривиальной деформации. Зафик­
сируем когерентный пучок Она I и гомоморфизм <_?х-модулей 
/ :G->E и рассмотрим функтор Ф на категории s4-n ростков 
суперпространств, для которого Q)(S) — это множество троек 
(30,%, F), где {30,%)- деформация пары (X, G), a J-.SB-*-
{to}F (30)— гомоморфизм, совпадающий над * с / , с ТОЧНОСТЬЮ 
до изоморфизма. 

Теорема. Если X—компактное суперпространство, то 
функтор Ф квазипредставим. 

Доказательство . Пусть 5 —база нереальной реформации 
(30, &) парил-(X, G), существующая по теореме ЗАЛ. Рассмат­
ривая / как сечение пучка Hom(G,E), найдем по теореме 2.3.3 
росток R над 3 и сечение / пучка Hora(S>^, Р(30в)), являю­
щееся версальной деформацией / . Легко видеть, что тройка 
(30 R, &R, /) квазипредставляет функтор Ф. • 

3.4.4. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.4.2. Она немедленно 
следует из 3.4.3 в случае, когда Р(90)—О^, а С —пучок 
идеалов, задающий подсуперпространство YcX, так как дефор­
мация мономорфизма f:Q<^ux, в силу свойств плоских модулей, 
тоже является мономорфизмом. • 

3.4.5. SUSY-семейства. Пусть S —комплексное суперпрост­
ранство. Гладкий морфизм суперпространств S0-+S относитель­
ной размерности 111 вместе с локально свободным локально 
прямым подпучком Ф~л ранга 011 пучка вертикальных векторных 
полей ST.^/s называется SUSY-семейством с базой 5, если ком­
позиция скобки Пуассона—Фробениуса [ , ]:F1®2->-F#7S' и про­
екции F^>/s->F<^/.s/£-r,i является изоморфизмом. SUSY-семейство 
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над точкой называется SUSY-криюй [13]. Деформация SUSY 
кривой-—это SUSY-семейство над ростком S, слой которого 
над отмеченной точкой совпадает с этой SUSY-кривой. Дефор­
мации SUSY —кривых— это еще один пример применения теоре­
мы 3.4.3. 

Теорема. Пусть X — компактное 111 -мерное супермного-
образие, .J*iC^^~SUSY-cTpyKTypa на X. Тогда SQSY-кривая 
(X, £Г1) имеет универсальную деформацию с гладкой базой 
размерности 3g—-3[2g—- 2, где g — род комплексной кривой 
Xrd, g>2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существование версальной деформа­
ции следует из 3.4.3 для случая F (.2J) = f ' ^ / s , G = F i , / : 
:.^"ic-Sr^/s, так как гомоморфизм плоских С^-модулей, являю­
щийся мономорфизмом над отмеченной точкой *б5, мономор-
фен и над 5, и то же самое верно для изоморфизмов. Утверж­
дение об универсальности следует из формальной теории дефор­
маций, о гладкости базы — из 2.4.2 и отсутствия препятствий 
(они все лежат в нулевых группах когомологий), а утверждение 
о размерности базы следует из явного вычисления пространст­
ва инфииитезимальных деформаций (см., например, работу 
[13]). • 

Глава 4 

СУЩЕСТВОВАНИЕ ВЕРСАЛЬНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ 

В этой главе доказываются основные результаты работы — 
теоремы о существовании версальных деформаций для комп­
лексных суперпространств и когерентных аналитических пуч­
ков. Техника конструкции версальных деформаций в обоих 
случаях по существу одна и та же. Пусть т\п — размерность 
суперпространства инфииитезимальных деформаций. Сначала 
строится четноверсальная деформация | 0 (версальная в клас­
се деформаций с четными базами), база Ва которой является 
подсуперпространством ростка (Ст, 0). Деформацию £о всегда 
можно продолжить до деформации над В, где Л0сВ<=Вьа', 
(j30<s> — q-я инфинитезимальная окрестность ростка -В0 в Cmln). 
Выбрав из всех таких продолжений «максимальное», мы полу­
чим 1-версальную деформацию |i с базой Вг.зВ0- Продолжить 
деформацию |i до деформации с базой ВсВо® можно уже не 
всегда. Для этого необходимо и достаточно, чтобы было равно 
нулю препятствие, которое в каждом из наших случаев лежит ' 
в группе когомологий некоторого комплекса. Условие равенства 
препятствия нулю выделяет в ростке B0

t2) подсуперпространство 
В2— базу 2-версальной деформации, Так, шаг за шагом, мы по­
строим g-версальную деформацию !.- с базой Bq. Остается 
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заметить, что последовательность £., 1г, • •. стабилизируется, 
•если суперпространство инфинитезимальных деформаций ко­
нечномерно, и при <7_>п деформации %д ЯВЛЯЮТСЯ версальными. 

Описанная схема, как показано в §§4-1 и 4.2, применима и 
к другим задачам теории деформаций при условии, что сущест­
вуют четноверсальная деформация и удовлетворяющая некото­
рым естественным требованиям техника продолжений и препят­
ствий. 

Индивидуальные особенности наших задач — деформаций 
•суперпространств и пучков — проявляются при построении чет-
новерсальных деформаций и теории препятствий. Четаоверсаль-
ные деформации строятся в § 4.3 для суперпространств, а в 
§ 4.6 для пучков. В § 4.4 приводится конструкция касательного 
комплекса суперпространства, которая в § 4.5 используется для 
построения теории препятствий для суперпространств. В § 4.7 
строится теория препятствий для деформаций пучков. 

§ 4.1. ДЕФОРМАЦИИ <7-ВЕРСАЛЬНЫЕ И ^-ПОЛНЫЕ 

Здесь мы вводим удобные в техническом отношении понятия 
9-версальности и ^-полноты и устанавливаем условия, выпол­
нение которых гарантирует существование формальной ^-вер-
сальной деформации. Условия эти алгебраические, поэтому вся 
работа будет вестись в категории локальных аналитических 
супералгебр Alg, двойственной категории ростков комплексных 
суперпространств. 

4.1.1. Введем обозначения для подкатегорий категории Alg, 
с которыми мы сейчас будем работать. Пусть ,А = A--®-4--6Alg. 
Через Шл и п.л обозначим соответственно максимальный идеал 
супералгебры А и идеал, порожденный нечетными элементами. 
Обозначим через Сд и Cq,k полные подкатегории категории Alg, 
состоящие из тех супералгебр А, для которых соответственно 
tt^+1 = 0 и П-5.+ — т*.+1лл = 0. По 1.2.4 идеал tu имеет конечное 
число нечетных образующих аи ...,ап, поэтому n/J+1==0. Таким 
образом, любая аналитическая супералгебра принадлежит Cq 
при некотором q и фильтрация C0cCt(^C2c: ... с С - с .-.. 
категории С является полной. 

4.1.2. Определение . Эпиморфизм р:А'~*А локальных 
аналитических супералгебр называется инфшштезимальным не­
четным расширением супералгебры А, если Kerp.n^ —0 
и (Кег/?)2-0. 

Иногда мы будем опускать слово нечетный и называть ин­
фшштезимальным расширением саму алгебру A'. 

Заметим, что - идеал Кег р может состоять из одних только 
четных элементов. Термин нечетный означает лишь, что он ан­
нулируется нечетными элементами (но не любым х из тА ' )• 
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4.1.3. Лемма . Пусть р : A'{to}A иифинитезимальное расшире­
ние, / = Ker р и Ao=A/iiA- Тогда / наделяется естественной 
структурой Ло-модуля и если A&Wq-u то A'&&t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть jQj, a£AQ — образ элемента 
aQA при проекции А->А/Пд = А0, a'Qp~l{a). Положим aj = a'j_ 
и покажем, что это определение корректно. Пусть а.бА ai-= a 
и &"Qp~l(ai). Тогда, так как а-.—-абпд и p:xiA'-+ n-д — эпиморфизм 
(идеал п.А порождается нечетными образующими, прообразы 
которых в А' лежат в ПА1),' МЫ можем найти элемент абПд' 
такой, что p(a" + a ) = p(a')—a. Отсюда a" + a —a '= P(V 
и a"j—« (a' + P — a)j=a'j. 

Пусть теперь A6<S-_i и ЛГ=/ПЛд'. Тогда из равенства 
р (п.л') —Гсд следует точность последовательности 0{to}.K"-> 
->-nA'-{to}n.A{to}0, откуда п^1==п.д'.пд,-=Лд--^1(лу=:=-''4','Л'==0-
Поэтому А 6 ^ . D 

4.1.4. Пусть AgAlg и М—конечнопорожденный А-модуль. 
Обозначим через А[М\ супералгебру АФМ с умножением 
(а+пъ) (а'-\-т')==аа' + (ат'~\-(-~1)а''п-а'т). Проекция A[M]{to} 
->-А задает иифинитезимальное расширение супералгебры А, 
если n-A-M—0. 

Категория 9!?о — это не что иное, как категория всех локаль­
ных аналитических алгебр Algo. Нам понадобится также сле­
дующая характеризация подкатегории ^ ь 

4.1.5. Лемма. Пусть &0— категория пар (A, M), где A б 
<Шо — локальная аналитическая алгебра, М — конечнопорож­
денный А-модуль с нечетными образующими, морфизмами в ко­
торой являются пары согласованных гомоморфизмов a: A{to}A',' 
{J : М-у-М'. Тогда соответствие (AtM)^A[M] задает эквива­
лентность категорий 3PQ И <g?l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сопоставляя супералгебре 5 = Eg"® 
®Br&S пару (Eg-, ВТ)е&0, мы получаем функтор F:'g{to}^,

0, 
ограничение которого на $1 является обратным к (А, М)^А[М\. 
Действительно, если В&!>и то умножение E-®Ej-{to}Eo" нулевое 
и B^BQ-{BY\- Обратно, для A&g0 расширение А[М] принад­
лежит % по 4.1.3, при этом A[M]--.=-A, А\М]Г=М. П 

4.1.6. Обобщая предыдущую конструкцию, рассмотрим кате­
горию 9й

 q (соответственно !Р) пар {А,1), где AG'S3.- (соответст­
венно '5') локальная аналитическая супералгебра, / — идеал в 
А такой, что /-.---О, iiA/-=0. Морфизм пар (A,/){to}(A',F) —это 
гомоморфизм супералгебр, переводящий / в Г. 

Соответствие A.-*(A,ttA9) позволяет рассматривать Ч?я как 
полную подкатегорию категории 53-. 

С каждой парой (А,1)£&> связано инфинитезимальное рас­
ширение р : А-*-А/1. Это соответствие задает эквивалентность 
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категории всех инфинитезимальных нечетных расширений (с 
очевидными морфизмами) и категории 0>, 

Пополнением пары (A, I)Q^ будем называть пару (Л, / ) , 
где A: -=1im А1ж\1, /:----11т//т.л/, категорию полных пар 

(А, I) обозначим Ф. Пара (А, I) называется артиновой, если 
тЙ/==0 для некоторого k. Если (Л, /)•— артинова пара, то 
(А, I) — (А, I). Пополнением локальной аналитической еуперал-
гебры А будем называть супералгебру Л: = lim Л/тл^л,. где 

k 

<7-=тт{/г| Лб^„}. Если Л 6$0> т о Л— это обычное пополнение 
локальной алгебры. Категорию пополненных алгебр обозначим 
через %. Аналогично определяются подкатегории $q(z$ и 
WqCrS. 

4.1.7. Лемма. Пусть pf:A'^-A, р":Л"{to}Л —-инфинитези-
мальные расширения локальной аналитической супералгебры Л. 
Супералгебра Л'ХдА''={(«', a") la'eA', а"бЛ", р'(а')=~р"(а")} 
является локальной аналитической супералгеброй, а проекция 
А'ХАА"-+А — инфинитезимальным расширением. Если А" = А' 
и / = Кегр' ,то Л'ХлЛ'я- .Л'^] . 

Доказательство . Выберем эпиморфизм я0: С {xi, ...,хJ{to} 
{to} Л, и поднимем его до эпиморфизмов п':С{хг, .. ,,х1г 
Ун •••.y-"}->A/ и .rc'̂ Cfxi, . . . .x/ , Zi. • . . , 2..}{to} Л" таких, что 

я1 я" 

диаграммы С{х,у}->А' и С {л, z}~>A" коммутативны 
С{х)—>А С {х}—у А 

и n'(yt)QKetp', n"(Z;)eKerp", i«=»l, . . . , / » , / = 1, •...,». 
В таком случае мы получим коммутативную диаграмму 

С{х,у,г} 
* 1 > 

С{х,у) \si €{x,z} 
А>хАА" j « " 

и пунктирную стрелку я : C{x, y;z}-+A'Y^AA". В силу выбора 
л' и я " гомоморфизм я является эпиморфизмом, поэтому 
A'X-AA"—• локальная аналитическая супералгебра. 

Ядро К проекции А'ХАА"-+А состоит из пар (i',i"), где 
i'GKerp', t"6K.erp", откуда Д"2=0 и пК=0, так как А' и А" — 
инфинитезимальные расширения. Поэтому и А'У,АА"->-А — 
тоже инфинитезимальное расширение. 
168 



Наконец, если А"=АГ и /----Кегр', то соответствие., 
(а',а")^ {а', а"—а') задает изоморфизм А'ХАА' И А'[1]. П'" 

4.1.8. Опр едел ение. Пусть Ф : <g7{to}Ens— ковариантный 
функтор. Элементы множества Ф (Д). для A ^ мы будем назы­
вать деформациями над А. Если / : А-+-В — морфизм локаль­
ных супералгебр и абф('А), то деформацию р=Ф(^(а) над В 
мы будем иногда обозначать fta. Морфизм деформаций a{to}|3— 
это такой морфизм f : A{to}f?, что f,a=i(3. Функтор Ф называется 
д-квазипредставимым, если его ограничение Фд на подкатего­
рию ^ - квазипредставимо. Если AOffq,. аШ(А) —пара, квази-
представляющая Фд, то деформацию а с базой A будем назы­
вать q-версальной. Если функтор О-квазипредставим, то его 
О-версальная деформация называется также четное ер сальной. 

4.1.9. Определение . Пусть (А, /уез^. Деформация 
абФ(А) называется q-полной, если 

(i) деформация п*авФ(А/1) является q—1-версальной 
(здесь я : A{to}A/7 каноническая проекция) и 

(»)i пусть (Л',/') е^д и сь'бФ^7). Тогда для любого мор-
фдема f : Ajl-^A'll', для которого f» (n.a) —я/а', существует 
накрывающий его морфизм f:A{to}A', для которого f*a---a/. 

4.1.10. Определения формальной .7-версальности и формаль­
ной .7-полноты получаются из определений, 4.1.8 и 4.1.9 заменой 
категорий Чоч, и SPq соответственно на %>д и ^ - , 

4.1.11. Лемма. Пусть A6^+i — база <7 + 1-версадыюй де­
формации а для функтора Ф. Тогда пара (Aq, п^а), где Aq: = 
= АIп«+- и я: А {to} Aq — каноническая проекция, q — квазипред-
ставляет Ф. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть B&oq, {56Ф(6). тогда из «7+1—-
версальности деформации а следует, что существует морфизм 
/ : A {to}В, для которого /,,.«.—0. Поскольку / (и^1)-1-!4"1' су­
ществует морфизм / 9 , делающий коммутативной диаграмму 

. - — • в . 

\ / ' * н 
В таком случае /<-*•--,., (а) = (/-• я)^а--=/,,.•--=Р. 

При <7>1 гомоморфизм га,л/Ш-^-*--^л<?/01Ад, является изоморфиз­
мом, а при q=0,- эпиморфизмом суперпространств, поэтому 
единственность индуцирующего морфизма f„:Aq^-B на уровне 
касательных пространств следует из справедливости этого для 
морфизма fxA-^B. • 

4.1.12. Лемма. Пусть у функтора ф существуют ^-фор­
мально, полная_ деформация «6Ф(А) и ? - формально верса льна я. 
деформация реФЛ-в), (А, Т)%Фа, B~Q$q. Тогда существует 
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конечнопорожденный /30-модуль М такой, что супералгебра А 
изоморфна В [М\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу ."-полноты а и q-версальности р 
существуют морфизмы / : 5 - > А и q:A-+B такие, что /.,$-=-а, 
£*«==]- И g?_i:A//--5-jS-_1 —изоморфизм. Но jorfla <£/)*р —Р> и 
из <~-версальности р получаем, что g / : В -->•£•— изоморфизм. 
Пусть A----(g/)_1, тогда морфизм q = f0k:B-+ А является сече­
нием морфизма g, превращающим А в .5-алгебру.^ Пусть 
M=-Kerg\ тогда n.---M=0, поэтому изоморфизм Б-модулей 
В[М]^-А, ф, т) м- ф ф).+ /и. является гомоморфизмом аналитичес­
ких супералгебр. Отображение Ф-1 : A {to} 5 [M] является искомым 
изоморфизмом. • 

4.1.13. Сформулируем аналоги условий Шлессингера [36], 
которые влекут за собой существование формальной ^-версаль-
ной деформации для функтора Ф. Для любой пары инфините-
зимальных расширений р': А'-+-А и р" : А"-*-А определено 
отображение ф : Ф(А'ХАА")-+Ф{А) ХФ(А)ФИ") :а^-(ргиаг 
рг2*а). Нас будут интересовать следующие условия на Ф. 

(51) Если А, А', А"&&, то ф—сюръекция. 
(52) Если А = С , А' — С[М], где М—конечномерное век­

торное суперпространство, А"%Ф; то Ф— биекция. 
Условие (S1) означает, что пару деформаций а'бФ(Л') и 

а"£Ф(А"), согласованных над A (т. е. р / а — р.".х"-Зф(А)) 
можно продолжить до деформации аеф^А'Х-.-И")- Условие 
(52) утверждает, что в случае, когда АГ=С[М], такое продол­
жение единственно. 

4.1.14. Мы будем использовать следующую интерпретацию 
Р 

этих условий. Пусть 0{to}-/-{to}A'~>-A{to}0 — инфинитезимальное рас­
ширение, для которого ttiA-"=0. В таком случае / — конечномер­
ное векторное пространство над С. Гомоморфизм А'ХАА'-+ 
~*~A'U]> (аь а-) ^-а\-\-{й2—(3i) является изоморфизмом анали­
тических супералгебр. Применим теперь условия (S1) и (52) 
к декартовым квадратам. • 

pry \ргг Ргу \я 
А' ^А' и X1 till. 

\ / 

Обозначим через ч>/ 
V6Q/. По условию (52) 

Ф/ множество ф (C[/J) и выберем а'бФ(А'), 
(52), Ф(А'ХАА')^Ф1(А'[1])^Ф(А')ХФ.П 
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иоэтому существует единственный элемент абФ (A'XU-A')> 
продолжающий а' и у. Полагая у (а') = рг2*а£Ф (А'), мы полу­
чим отображение Ф/Х Ф(А')-+ф(А'). По (S1) любые два про­
должения : деформации абФ(Л) до деформаций «1, а2бФ_(-А')-
•определяют деформацию абФ(Л'Хл-Л'). Если у = п%(а), то 
Y(.ai)=a2. Поэтому отображение Ф1У,Ф(А')-^Ф(АГ) сюръек-
-тивно на слоях морфизма Ф(Л')-э-Ф(Л). Если вместо расшире-
(иия.р рассмотреть 0{to}/{to}C[./T{to}C{to}0, то на Ф- возникнет би­
нарная операция, превращающая Ф- в коммутативную группу, 
транзитивно действующую на множестве продолжений дефор­
мации абФ(Л) до деформации а/еф(Л'). Гомоморфизм 
.lit: С[/]->•€[/], a-\-i <~+a+ti, t6C, индуцирует на Ф- умножение 
[it,, превращая Фг в векторное пространство над С. 13 простран­
стве Ф(Е>) (где D = C[j.-,i|]/(x2, х|)) введем градуировку, инду­
цированную разложением Ф (D) =Ф (Q[x]/ (Jic2) XC[.~]>) — 
с--Ф(0[л;}/(х2))ХФ(С[|])> которая наделяет ©(D)-структурой 
векторного суперпространства. Это суперпространство мы бу­
дем называть касательным суперпространством функтора Ф, 
обозначать его через £ф. Пусть теперь идеал / как векторное 
суперпространство над С изоморфен Сга|п, а Мцо и 

..М0|| обозначают соответственно суперпространства С110 и 
С011. Тогда из (52)' 'и равенства 
'С[/] = С[.М1|0]Хс . .. XcCIMnokXCIMoulXc. XcC[Mo|1] 

m 
.следует, что Ф/ = Фдг1|0 X . . . X Ф.иц0Х Фж0)1 X . . . X Флг0|1ет 

4.1.15. Предложение . Пусть q^2 и предположим, что 
функтор Ф имеет q—4 версальную деформацию и выполнены 
условия (51) и (S2). Тогда Ф формально д-квазипредставим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 57_i6^-_i —база q — 1-версаль-
ной деформации р0бФ(Б?_1). Пусть dimttis _,/m| —m\n. Пред­
ставим £.-_! в виде факторалгебры супералгебры Л==С{л1,... 
...,xm,li,...,ln}lJ. Тогда JCB2

A. Мы построим по индукции 
последовательность идеалов IkcA и деформаций рАбФ (A / Ik) 
таких, что ./--= / р / р / 2 э . . . , ш д / А С / / . + 1 и я/г^+1--=Рй, где 
nft:.A///!+1{to} Allk — каноническая проекция, а {!=--.limp* является 
формальной <?-версальной деформацией функтора Ф. Пусть /ft и 
рАбФ(А//А) построены. Рассмотрим множество идеалов I, для 
которых / ^ З / З Ш А / А И РА продолжается до деформации р над 
А/1. Докажем, что в этом множестве есть минимальный эле­
мент. Так как dim/ft/ui4 Ik< оо, достаточно показать, что пере­
сечение двух идеалов I' и I" из нашего множества принадле­
жит этому множеству. Пусть элементы iu..., tr{in}//. порождают 
векторное суперпространство /*/(/ ' + /") над С. .Множество 
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7 ' - = / ' + C i 1 + . . . +C i f является идеалом, так как Ш£1'. При 
этом Р0 продолжается до деформации (3 над АЦ и I'f]I"=* 
=— I'pil". Поэтому мы можем считать, что / ' + / " = Ih- В таком 
случае отображение А\1'^\1" -^ А\Г Xм/^А/Г'-.атойГ f]I">-* 
•--•(a mod 7/, a mod/") является изоморфизмом. Но согласно (S\), 
существует элемент р-ЗФ (А/ / ' XЛ/Л-А/7"), продолжающий Р' и, 
fi", поэтому рй можно продолжить до деформации над 
A/Ir[\I". Следовательно, в рассматриваемом множестве 
идеалов существует минимальный элемент. Пусть это и будет 
идеал 7ft+i, а в качестве $и+\ возьмем произвольное продолже­
ние деформации $к на A/h+i. 

Осталось доказать, что получающаяся в результате формаль­
ная деформация p — limjiu является формально ^-версальной.. 
Пусть C----1imCr6$,~, Cr&!}q, C06$?_i и ялР° К инфинитезималь-
ного расширения Сг+г-+Сг порождено над С одним элементом. 
Пусть Y = 1imУгбФ (С0), где уг6Ф(С.). Морфизм деформаций 
<p:p{to}y, — 3To согласованное семейство морфизмов фй:Р-->7*. 
Мы построим его индукцией по к. При к = 0 супералгебра 
C<06q_\, поэтому существование морфизма Po^yo следует из 
q—- 1-версальности деформации ро6Ф(80). Пусть мы уже построили 

ФА 
морфизм p{to}PA->y*. Прежде всего покажем, что существует-
гомоморфизм локальных супералгебр tp,: -A//A+1{to}C,,+1, накрыва­
ющий гомоморфизм фА: A //„{to}'С к, то есть 

111 

Allk+r+Ck+i 
I Ч | 

Действительно, по условию (51) существует деформация 
660(A//ftXCaGft+i)> продолжающая деформации pfe и yh+i. 
Поднимем эпиморфизм А->-А/1к до горизонтальной стрелки 
коммутативного треугольника 

\ / . . 

Тогда идеал M = K e r n порожден над С одним элементом и. 
либо A/IbXcbCtH-iczAlIkl-M], либо р.— эпиморфизм. В первом 
случае композиция эпиморфизма .Л{to}Л//А с вложением Л//Ас.,, 
<~А(1к\М] и проекцией рг2: A/fkXckCk+i-^Ck+l дает требуемый 
гомоморфизм oj), а во втором мы получаем изоморфизм 
AlJkX.chCk+\c*Al~J, где /А=э,Узщ/4 и деформация 66Ф(А//) 
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продолжает (3-.. Из свойства минимальности идеала Ih+i полу­
чим, что ./m/fe+i и гомоморфизм p пропускается через проек­
цию A-*-A/Ih+u откуда находим требуемый морфизм: 

А ~АМ*АЯ**сСм . 

Теперь нам осталось подправить гомоморфизм \|з так, чтобы 
получить морфизм деформаций 9ft+i:pft+i{to}Yft+i. Пусть Y'-=,'Ф*РА+1-
6Ф(С;г+1). В силу условий (51) и (S2) два продолжения у' и yft+1 
деформации ук с Ck на Cft+i переводятся друг в друга под дей­
ствием некоторого элемента g&[t<b®Ko-]. Но деформация $q_x 
является «7—1 -нереальной и <7>2, поэтому t® канонически 
отождествляется с ш- /ш| -=-гоД/.иЛ. Но группа [тл/тл]б-— 
--=[тл//А+,/.иА/у. ] - транзитивно действует на множестве продол-
гкений гомоморфизма Л/Д + 1 ->С й до гомоморфизма А11ы-*-
{to}Cft+i. Эти два действия согласованны, поэтому гомоморфизм 
<Pfc+i = g'ty дает искомый морфизм деформаций рА+1 -»- Ys+i- Ита1-» 
деформация р является ^-полной. Ее <7-версальность следует из 
того, что эпиморфизм AlIk-^AjIQ=Bq_i индуцирует изомор­
физм ra.A///,/mA/7 ^MB^JMS (так как /Ас:/0с.ш.д), а поэтому 
деформация я„,ръ где п:Л/7,.^(А//<.)/.гл / . =^В', является 
а — 1-полной, и т. к. Шв'/ш.д, —Мв /иг2-, , «у—--.-нереальной. 

4.1.16. 3 а м е ч а ни е. Повторяя эти рассуждения в чисто 
формальном случае, мы получим, что условия (S1) и (52) 
позволяют построить формальную д-версальную деформацию, 
если существует формальная q—1-версальная деформация, 
q^l. Отсюда следует, что при выполнении этих условий из 
конечномерности векторного суперпространства • /Ф вытекает 
формальная квазипредставимость функтора Ф. 

§ 4.2. ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ КВАЗИПРЕДСТАВИМОСтИ 

В этом параграфе мы докажем, что при наличии хорошей 
теории препятствий для функтора Ф из существования четно-
версальной деформации следует квазипредставимость Ф. 

4.2.1. Будем говорить, что у функтора Ф существует теория 
препятствий для инфинитезимальных расширений, если выпол­
нены следующие условия: 

(01) Для любой A&g существует комплекс конечно порожден­
ных свободных /10--=Л/ПА-модулей L' = (L1-*L2{to}L3) такой, что 
для любого инфинитезимального расширения 0-*-/->-.9/-->5->-0 
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морфизма y:A-+B и деформации «бФ;(Л) существует класс 
ю-- (а)6Н2 (L'®/)0, функториально зависящий от л, обращение 
в нуль которого необходимо и достаточно для существования 
деформации р'бф(В'), продолжающей р = ср,а. 

(02) Для АвФ существует комплекс конечнопорожденных 
свободных Ao-модулей L— (L°{to}LI{to}L2) такой, что группа 
HI(L"®/)0 транзитивно и функториально по я действует на 
множестве продолжений деформации $='хр*сь&1} [В) до дефор­
мации р.'еф(5'). 

(03) В ситуации условия S2, если B£WQ, то множество 
продолжений деформации $ до деформации над В'=В[1] яв­
ляется главным однородным пространством группы H'(L'® 
®/)0. 

4.2.2. Предложение . Если у функтора Ф существует 
теория препятствий для инфинитезимальных расширений, то Ф 
удовлетворяет условиям (51) и (52) из 4.1.13. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A'{to}A и A"{to}A инфинитези-
малыше расширения супералгебры А&8, а а'бФ(Л'). 
а"&Ф(А") —продолжения деформации a06©(A). 

Рассмотрим коммутативную диаграмму инфинитезимальных 
расширений 

я'/ 
л1 

А'*А" 
А 

А п 

и применим (01) к расширениям я" и л". Пусть /==Кeгл''•---• 
-=Кerя" и co~„ (a')6H2(L'®А<7)_— препятствие к продолжению о! 
до деформации над А'ХАА". Тогда я* (со-. («')) = со-.» («„) —О, 
так как.а продолжается на А", а поэтому и со~„ (а/)==0, так кас 
«;: Н- (L- ® Кег к") =i № (L ® Кег я") — изоморфизм. 

Таким образом, а/ можно продолжить до деформации 
аеф (-V X АА"). Пусть а' — л; (а)бФ, (А"). Тогда л", (а') == п%я£ (а) ---. 
== (л" • я')... (а) = (я'. я'О „, (а) = я Х &) = К («') — а0 = я; (а"), следо­
вательно, в силу (02) продолжение а" деформации а0 молено 
получить из а, действуя элементом ^бН1 (_"ОТ") —. Пусть у — 
образ у при вложении H!(L"®/)-р--•№ (L.®Ker л), тогда, еще раз 
применяя (02), получаем деформацию a = y (а)6ф (А'Хд-Л") 
такую, что n.t(a)=a!' и n.J(a)==.a'. Это дает (51). Пусть теперь 
•AĜ o и РбФ(-4'ХлЛ") — еще одно продолжение деформаций а' 
и а". Тогда p—y (а) для некоторого ygH1 (/."®Кегя). Пусть y' 
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и у"—-образы y в Н1 (L*®Kerя/)--- и H-(L"®Ker->-")o" соответствен­
но. Тогда v' • я" (Р) = уа' — я" (а) == а' и y" • К (Р) = у"а" = а7', от­
куда по (03) получаем, что у ' = 0 и у" = 0. Но Кег я — Кег я'Ф-
ФКегя", откуда y — О и p-=y.a—a. Тем самым (S2) тоже 
выполнено. П 

4.2.3. Теорема . Пусть функтор Ф удовлетворяет условиям 
01—03 и имеет'четноверсальную деформацию. Тогда Ф ква-
зипредставим. 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в несколько шагов. Сначала 
будет доказано существование 1-версальной деформации (лем­
ма 4.2.4). Затем мы покажем, что из ^-квазипредставимости 
функтора Ф при <7 -̂1 следует, что у него существует q + 1-аол-
ная деформация (4.2.7) — (4.2.12). Наконец, в 4.2.13 мы выве­
дем отсюда и из существования формальной q-\- 1-версальной 
деформации (она существует в силу 4.2.2 и 4.1.15), что у Ф' 
существует g+1-версальная деформация. 

Таким образом, функтор Ф является -̂квазипредставимым для 
любого q. Покажем, что отсюда следует квазипредставимопъ Ф. 
Действительно, пусть Б,- —база <7-версальной деформации 
р9бФ,(Вд). Пусть dim.5i-=dira(niB,/m.|i)=--m/n. Покажем, что 
деформация р„ над Вп является ^-версальной для любого q. 
Поскольку 4g= U ^q, отсюда будет следовать, что деформация р„ 
версальна. По лемме 4.1.11, при q>\ ограничение деформации 
Р? на Bq^—Bqlx^B является 1-версальной деформацией. Поэтому 
существует морфизм /:.31->5у ) локальных супералгебр, инду­
цирующий изоморфизм суперпространств га.в,/ш.| ->-т.ф/т2

п — 
-—гав /nVg • Отсюда dimE9-=dimJBi--=m./n и ЧИСЛО образующих 
идеала п.д равно ШтП(пд /п.в,.-ю.в )—п. В таком случае 1г̂ +1=---0 
и Bq&>n. Но деформация (3,. является д-версальной, поэтому суще­
ствует морфизм fq:Bn-^~Bq, для которого fg$$n = $q, что 
и доказывает q-версальность деформации Р„. П 

4.2.4. Лемма. У функтора Ф, существует 1-версальная 
деформация. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (В0, Р0) — четноверсальная дефор­
мация. Для супералгебры А&§1 идеал пд совпадает с А--, по­
этому существует вложение i:А-=- А/ПА-УА. Следовательно, 
для морфизма /:E0{to}A0 и инфинитезимального расширения 
.ji;A{to}A0 существует каноническое продолжение деформации 
/*io с Ao н а -̂ - ЭТ0 означает, что во множестве всех продол­
жений /^Р- с А0 на.А имеется выделенный элемент ^/„.ро, 
условие (03) из 4.2.1 означает теперь, что это множество можно 
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отождествить с пространством №(1*®^.^)---. Ограничение функ 
тора Ф на категорию супералгебр над В0, принадлежащих $1, 
эквивалентно функтору F:A{to}H1(L'®B„n---)-r, и для построения 
.1-версальной деформации достаточно найти пару (A, v), vgE (А), 
квазипредставляющую F. Действительно, пусть (3—продолжение 
деформации р0 с Л--= Л/лА на Л, соответствующее по (03) 
элементу 7бН1(--.,®й(,Пл)(Г. Пусть C&Su яс:С->С0—С/йс> 
ygcj) (С) — произвольная деформация. Тогда у0=пст (у)бФ!(С0) 
и в силу четноверсальности пары (В0, р0) существует морфизм 
/:В0-+С0 такой, что /*i0—y0 . Но тогда у оказывается продол­
жением /J^ с С0 на С, соответствующим по (03) некоторому 
элементу 66Н1 (L®B,nc)o-. Из версальности v следует существо­
вание .30-морфизма g'-A0-+C0 и накрывающего его морфизма 
g:A->C, переводящего v в 6. Еще раз применяя (03) получаем, 
что g*p =-.-/. Пусть теперь супералгебра CG^i такова, что т2 = 0 
и g':A^-C — eui,e один морфизм, для которого g$=y. Поскольку 
gf (ПА) Сtic, определен морфизм .§•' в коммутативной диаграмме 

A{to}C . 
Ml j * c 

Тогда g*Po—Чо> поэтому из версальности р0 следует, что g'==g 
и морфизмы g и g' задают в ric одну и ту же структуру 
^--модуля. Отсюда 5=(lUL®g') (v)< (idi®f) (v) и £ = £' в силу 
версальности v. 

Осталось доказать следующее утверждение. 
4.2.5. Лемма. Функтор F на категории % к?азипредставим. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 4.1.5, для этого доста­

точно построить нечетный £--модуль V и элемент 
v6#°(L. ®вУ)д- такие, что для любой .^--алгебры Л0, нечетного 
Л0-модуля и элемента 8QH(L- ®ВаМ)^- существует гомоморфизм 
.90-модулей y.V^rM (единственный, если .iiB0.M=0), переводя­
щий v в б. 

В силу 2.3.6, мы можем считать, что дифференциалы d° ® idc 
и d> ® idc комплекса D ® Во С -+L1 ® Я„С {to}L2 ® Bfi равны нулю. 
Пусть д., ; = 1 , . . . , s , и Vj, / -= l, . . . , t, — базисы 50-модулей 
IY И L~, (Ьч)—матрица гомоморфизма d1 в этих базисах. 
Рассмотрим .50-модуль N = НотВо (L1. -б-)-- и элемент P----0-J.6 

€End(L*-)----(L2®-V)<r. 
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Если и*, i = 1, . . . , . ? , —базис N, дуальный к базису {и;}» то 

v = 2Щ ® и*. Обозначим через / подмодуль N, порожденный 
i-=1 

-
элементами 2- 'у и * и положим V—NII. Пусть v —образ 

элемента у при эпиморфизме L2 ® /./{to}!2 ® V. Тогда 
vgKer (d2 ® idv), так как 

i S t 

(d2 ® idv) (v) == 2 r f 2 w) ® "*=2 2 V / ®«" — 
i - l i - 1 У - 1 

t s 

-2u.'®26<.'"/==0-
Обозначим через v класс элемента v в H'(L'®V). Докажем, 

что пара (V, v) квазипредставляет F. Пусть Л0 — локальная 
аналитическая /?0-алгебра, M—конечнопорожденный нечетный 
Л0-модуль и 66H(L®B„M). Пусть ббКег (d2 ® iuM) — представитель 
класса б, тогда б однозначно представляется в виде суммы 

J 

6=^щ® mh tntQM. Пусть Ф:N{to}M—гомоморфизм Б0-моду-

лей ф:иг|-->/и4. Тогда idU» ®Ф переводит veL2 ®Др N в 66L-®seM. 
Из равенства 

(d2® id^)(6j--=21 2 V / J ® •»*---2°у ® 2 - V 7 - / I s 0 

следует, что 2^г/я-г = Ф 2 Й ^ Й * Н3^' т о е с т ь -/-Кегф. 
_ i - i \£-1 / 

Поэтому <p:N-*-M пропускается через эпиморфизм N {to} К. 
Таким образом, мы построили гомоморфизм ф-.У^Ж такой, что 
Ф («*) = яг.. Тогда (idi, ® Ф) (v) =="6, а потому Ф переводит 
геЯ (L- ® ВаV) в ббН (L- ® я, M). 

Дифференциал d2®idc комплекса L- ®в0 (-B0/rasJ равен нулю, 
поэтому неединственность, гомоморфизма, переводящего v в б, 
связана с неоднозначностью подъема класса б в L2 ® s„M. Если 
6'eKerd2® id.M—другой представитель б, то 6'—6 = 
= 2rflW®OTft61m(d1®-dM). где «*6£-. Но d1 (wft)6ttts..L2, 

* __ _ . 
так как d1® idc = 0, то есть б'=б mod юВ-. (L2®M). В случае, 
когда m,B0M—0, получаем поэтому, что гомоморфизм y:V-yM, 
переводящий v в б, единствен. П 
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4.2.6. Замечание. По построению база -Si 1-версальной 
деформации является факторалгеброй супералгебры С{хь ...,хт, 
£1, ...,•;„}, где m.-=dim.50, a «--=dimH(L- ® С)--. 

4.2.7. Лемма. Пусть функтор Ф имеет д-версальную дефор­
мацию р<- с базой Bq, q>\. Тогда у Ф, существует полная 
деформация. 

Доказательство . Вначале с произвольной супералгеброй 
Аф>ц свяжем некоторое инфинитезимальное расширение 
.A {to}.4. {to} 0. Рассмотрим эпиморфизм локальных аналитических 
супералгебр p:C{x-, . . . , Хщ, £1, . . . , 1„}-+А, где т / и=dim A. 
Пусть ti— nc{Xi|j, /=Кегр , тогда п9 + 1с/, так как А&зч. 
Рассмотрим идеал J', порожденный множеством J\nq+1 и поло­
жим / = .// + iV7+2, A — C{x, 1)11. Тогда Аб&.-ад и, так как IaJ 
и .///== (7пп)/(/Пп), мы получаем инфинитезимальное расши-

-.7+1 — О 

рение 0->ti.P" {to}A{to}A{to}0, Расширение максимально в классе 
всех расширений у:С->A{to}0, для которых Кег^ — u?+1. Сфор­
мулируем это в следующем виде, 

4.2.8. Лемма. Пусть А£Ч$д, о':А{to}Л — инфинитезимальное 
расширение супералгебры А, построенное в 4.2.7. 

(г) Для любого инфинитезимального расширения 0->п.в'--> 
->-.3'{to}.8{to}0 такого, что B^Sg, и мономорфизма j:A->B ана­
литических супералгебр существует морфнзм J':A->B', накры­
вающий J. 

(и) Если 

0 ^ Я в И .— . , « , 

т! ;в 
8' 0—-ия. - - В ' * ^ ' 

морфизм инфинитезимальных расширений _ супералгебры В&@д, и 

А3-+В' 

A{to}£? 

—-коммутативная диаграмма, то существует морфизм j":A-+B" 
такой, что %-j"—j'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о (i). Гомоморфизм супералгебры C{x, £} 
в локальную аналитическую супералгебру однозначно опреде­
ляется образами элементов x i , . . . , x m , %\, ...,%„• Пусть 
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р' 
С {У, Т)}->.8' — ЭПИМОрфИЗМ, ограничение Которого С {у, Ц}1Ш%,у^~^ 

{to}5'/m|, является изоморфизмом. Зададим гомоморфизм / 
в коммутативной диаграмме 

€{*,$} —~*{у,ч} 
f\ у W 

Л — В' 

А - — — — В • 

положив / (и)== M'6(p'~1o''_1/ofp) (")> где "—x* или £,. 
Существование стрелки у. будет доказано, если мы покажем,. 

что Кегр'./эКегр-(Ker(CT.p)\ti?+I)'-C{x,ij + r i^ . По 4.1.3 
В'е^+и следовательнй, р'»/(n?+2)cti^t2-=0. Чтобы доказать, 
что абКег (a-p)\n'?+1 лежит в Кегрд/, заметим,1 что / — вложе­
ние, так как гомоморфизм if: А/п..2-->В/ш| инъективен. Поэтому 
/(a)$n«+1 и /(a)6Kera'p'\n'7+1, так как c r y / (a)=-сгр(а)=0. 
Но Кегр'ХКего'р'са^1, следовательно,/,(а)бКегр'и р'/(а) = 0 . 

В случае (и) проходит то же самое рассуждение, так как 
Kerrccn^t1. • 

4.2.9. Продолжение д о к а з а т е л ь с т в а леммы 4.2.7. 
_ а 

Пусть Bq — база «у-версальной деформации Р-, 0->7{to}B{to}B(-{to}0--
расширение, построенное в 4.2.7. В силу условия (01) пре­
пятствием к продолжению р? до деформации ]56Ф (В) служит 
некоторый класс ©а (P«-)GH2 (L'®BJ), где B0=Blxij. Поднимем 
сор ф-,) до элемента шбКег (d-.siid/)--- и разложим его в сумму 

.-.• 

2-»./®^» ai&' гДе {йу}-базис .б„-модуля I2, 
Пусть Wk, k = 1, ..., t, — базис модуля L1 и d1 (wk) ==• 

-=^]сУйи;, Cy/i6Eo" Рассмотрим в 50-модуле /•Ф(Г1.80)- подмодуль 

/<Г, порожденный элементами a;-- _̂ _ с^ек, ek = (0,...., О, 1,...,0)6 
ft=i 

6(Ш30)< и _положим М=1®(ПВ0)11К. Гомоморфизм а:1-*М 
переводит (£>QD®SJ в 

J S t . 

12* 179 



—{sum} 2 -?yA«/® =̂-.{sum} d1 (да*)®еА>='(сР®1(.1и) {sum} Wk®ek , 

поэтому образ класса юа фд) в H"(L*cs>B()M) равен нулю. 
Модуль М в некотором смысле версален относительно 

этого свойства. 
4.2.10. Лемма . Пусть ф:/->Лг-гомоморфизм 50-модулей» 

переводящий класс соаф?)бН'(£'®Во/) в 0. Тогда Ф пропускается 
через гомоморфизм а:1-+М. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть (1Й£«®ф) (ш) = (d-®idyv) (Y). где 
t 

4$L1®BQN. Представив у в B-We Y-2-- ,.-® /г<-' получаем 
*-=1 

s t s t 
{sum}«/®9(a/)---={sum}{sum}Cy^®nft, откуда Ф Щ = {sum} c]knk. Поэтому, 

положив ф(а)=ф(а) для аб/> Ф (ек) =-nb мы получим корректно 
определенный гомоморфизм q:M-*N такой, что фоб-ф. • 

4.2.11. Построим теперь инфинитезимальное расширение 
E^>Bq->0 и морфизм расширений 

- f * в . - в 
* \ / 

в1 

такой, что Кегс?.—M и ограничение гомоморфизма / на /-=-Кегст 
совпадает с гомоморфизмом .©.--модулей f:I-+M из 4.2.9. 

В силу конструкции расширения В-+Вд (см. 4.2.7) суперал­
гебра В является фактором C{x, g}/n<7+2 ш идеалу J, образую­
щие которого лежат в m\tt?+1- Поэтому B=Bq®I и расширение 
от задается некоторым классом [a]6H2 (Вд, I) (см., например, [7]). 
Его образ / # ([а]) в № (Вд, М) задает требуемое расширение 
0->M{to}5->E<-{to}0. Препятствие к продолжению гомомор­
физма /-J-+M до морфизма расширений равно нулю, 
так как расширение а индуцировано с ПОМОЩЬЮ / . Но это 
и означает, что существует гомоморфизм /:В->В над Bq, сов­
падающий с / на / . 

Деформацию (5~еФ (-3.-) можно продолжить до деформации р 
над В. Действительно, препятствие к продолжению функтори-
ально, поэтому из 4.2.9 со,- (рв)=-=/# (®а ф ?))=0. 
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4.2.12. Докажем теперь, что деформация рбФ (5) является 
•7+1-полной. Пусть Atfgg+i, «бф(А), —некоторая ? + 1-дефор-
мация. Рассмотрим ограничение а - = ^ а на Л, = А/п^-1, где 
р:А •-> Ад —-каноническая проекция. Покажем, что существует 
морфизм расширений 

ВХА 
I А 4 р . 
Вд-^Ад 

Поскольку Ад&ёд, из -̂нереальности деформации р<,бФ(5?) сле­
дует, что найдется морфизм j:Bg->AQ, переводящий р? в а , . 
Рассмотрим локальную аналитическую супералгебру . В А — 
==-5.7 X л А6 .̂7+1. Если бы ядро проекции на первый множитель 
Kerpi совпадало с пр-\ то можно было бы, применив 4.2,8 
получить морфизм В-+ВА- В общем случае надо сначала про­
должить деформацию р,- с Вч на 5.4. Для этого .вычислим пре­
пятствие к продолжению. При проекции px;BA-+Bq в 0 пере­
ходят только пары (0, a)6-S.4, где a6Kerp=ft^+1. Поэтому 
Ker pi—tt^+1 и условие (о1) теперь дает оор, (Вд)=0, так как 
./#сор, (|J-)=(up («-)== 0, так как деформация а.-бФ(.А--) продол­
жается до деформации над А. Пусть рлбФ(-Вд)—продолжение fig 
на ВА. Рассмотрим проекцию п:Вл->ВА,д, где ВА.Я — ВА!^* 
и деформацию Рл>~ — я.,,(р.4) на E.4,.7. Проекцию рх-Вл-^Вд про­
пускается через Вл.д, так как BQtfgq и, следовательно, Kerp13 
zw|+1. В итоге мы получаем морфизм p':BA,Q-^Bg, для которого 
Рх=р'.п и p;(pA,»)==p;-H!lc(pA)=pli-i(pA)—P?. НО -.8д,,е#», 
а деформация (Bq, Р-) является .у-версальной. Поэтому суще­
ствует морфизм В:ВЯ-+ВА,Ч такой, что Ф(р)(Р?)-Рл,?. Но тогда 
(Р'-9)М^Р*фА.д)=^ то есть р'-р:Вд->Вд-автоморфизм, 
а р-мономорфизм. Применяя лемму 4.2.8, получаем морфизм 
(J;B-+BA, накрывающий р. Теперь из диаграммы 

Г Р, 

получаем, что морфизмы A = / .p ' -p и k==p2-p. задают морфизм 
расширений 
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I л U-
Bq~*Aq 

Если бы случилось так, что Л*ф)=а, то все было бы доказано. 
В общем случае это не выполнено, поэтому нам придется 
чуть-чуть подправить морфизм h. 

Рассмотрим локальную аналитическую супералгебру 
.А-=-ЛХл А и пусть рг- и рг2—проекции на первый и второй 
множители! Пусть J=n"A+\ тогда АЯ = АЦ и отображение 
(ai,a2)^(ai,a2—ai) задает изоморфизм А'^А [I]. По_ 4.2.2, 
существует деформация 1 над А, такая, что pXi* (i)—=^* (Р) и 

ргг* СО =>-1- Рассмотрим декартов квадрат 
л 
А . 

и деформацию or—' Ро.(С)еФ(ЛоМ). Супералгебра Ad/] при­
надлежит категории f i , a деформация рдеФ(В9) --• ^-версаль-
на. Поэтому существует .морфизм h! : -В ->-Ad[/], накрывающий 
ho: Bg->-Ao и переводящий деформацию рд в а'. Положим 
h j -a -h ' . В диаграмме 

л 
g x f __.* All] 

У\ • ГУ 

левый и правый квадраты декартовы, поэтому определен гомо­
морфизм к:ВХв В-+А[1]. Продолжим деформацию 0еФ(-9) до 
реФ(Ях.5,/-3) и положим 1' = ^ф). Тогда рГ2*(|0 — (рг2-А)*(Р)— 
- Н Л - я ^ ^ - ^ ф . - а и /?0!(!(Г) = (/'о-А)*(Р)=-(А/-я2)*(Р) — 
= \h'- a)# ф)=АЛ^)=-а'- Но Для деформации 1 также имеем 
p-2*(£) — a и А,*©-3-*'» поэтому применяя (03) получаем, что 
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£-=£ — й...(р). Определим гомоморфизм Л':5->А как компози­
цию вложения В ->В X в В, гомоморфизма к и проекции рг2. 
Тогда из коммутативности диаграммы 

g x g П ^А 

в -—\-—-л 
8 q. "~А% 

следует, что % (р) = (А' • я2)* (р) = (рг2• Л)# (р) — pr2 (g) --=-«. Итак, 
р_. ( ?+1 -полная деформация. П 

4.2.13. Лемма. Пусть у функтора Ф существуют 1-7 + 1-пол­
ная деформация авФ.(А) иj? + 1-формально версальная деформа­
ция реФ(-5)> {A, I)e&q+u Beftq+u <?>!• Тогда у ф существует 
и q -j-1 -версальная деформация. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Деформация а определяет формально 
<7+1 -полную деформацию а над пополнением (А,1)Ъ&ч+и где 
A-=lim-4/m^7, /-=-lim//Bi^7. По лемме 4Л.12, существует 
изоморфизм А ̂ В [Ж], где M —конечнопорожденный В0-модуль. 
Пусть М—• конечнопорожденный Б0-подмодуль в I, пополнение 
которого изоморфно М. Тогда М является идеалом -в А, так 
как /2==п.д/== 0. Положим B = AjM, Р == п^ (а), где п:А-^-В — 
каноническая проекция. Докажем, что деформация {J является 
д + Ьверсальной. Ее ограничение на ВЧ = АЦ совпадает с огра­
ничением а и, следовательно, является ^-версальной. Поэтому 
достаточно доказать полноту деформации р. Для этого мы 
установим существование гомоморфизма g:B-*-A, g*^)----». 
Покажем сначала, что А^В[М]. Действительно, переходя 
к пополнениям получаем изоморфизм А^В [М]—Ъ [М], откуда 
следует, что эпиморфизм л:А-+В имеет формальное сечение. 
Применяя следствие (см. [39]) из теоремы об аналитических 
уравнениях, получаем, что существует гомоморфизм /\В-уЛ, 
для которого n-f = idB- Тогда отображение В[М]->А, Ь-{-т^-
>-->/ (6) + т--изоморфизм супералгебр, так как Ж 2 =0и tisM==0. 
Деформации а и а' — /.!-(Р) являются продолжениями деформа­
ции Р на А = В[М\. По условию (02) деформация а может 
быть получена из а/ с помощью некоторого элемента 
4&\X(L'®BM)-Q- Но L'®BM = L'®B^M, поэтому у представляет 
некоторую деформацию |6O(E0[M]). Но В0[М\о,^, а ограниче­
ние Р1 деформации р на E,--=B/u| 1-версально. Поэтому су­
ществует. морфизм \|)1:51->-J50[M], для которого %*Pi =-s. 
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Обозначим через_1[) композицию E{to}51{to}E0[M], тогда ^l^)--* 
=•6+6(6), где Ь — образ элемента #6-6 при проекции В->В0, 
а б: J5 {to} М—дифференцирование. Рассмотрим гомоморфизм 
g-:E{to}^=--A[M], &{to}/(&)-f-S(6) и деформацию а'— g.,.(p)e<E>(..-l). 
По построению редукция g по модулю п2

в переводит деформа­
цию р0 в g, то есть ри (&")--£, но p2*(a)-p2*(Ya')=-
=-Л. (Y/. (P)) = Y(/o*--i* (P)) = Y (Л* (Р0))—-g=-p2* К ) (морфизмы 
А» Л» я и / о обозначены на диаграмме). Кроме того, pu.(a) = 
~-А*(а")=Р' Применяя теперь условие (03) к диаграмме 

„ ^ в0ГМЛ 

получаем, ЧТО а —а'— рг*(Р). Эт0 означает, что деформация (5 
является .7+1 -полной. Таким образом, доказательство леммы 
4.2.13, а вместе с ней и теоремы 4.2.3, закончено. D 

§ 4.3. ЧЕТНОВЕРСАЛЬНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
КОМПЛЕКСНОГО СУПЕРПРОСТРАНСТВА 

4.3.1. Теорема. Компактное комплексное суперпространст­
во имеет четноверсальную деформацию. 

4.3.2. Д о к а з а т е л ь с т в о . Разберем, следуя предложе­
нию 1.4, суперпространство (М, См) на составляющие его 
«четные» элементы: компактное комплексное пространство Mo= 
= (Д &Mi-f), когерентный аналитический пучок F = OM~ на М^-
и элемент \х&\°(М, Sup (E)), задающий структуру суперкомму-
тативной алгебры в 0М_-^®Р. Четноверсальную деформацию М 
мы построим, продеформировав поочередно М0, F и ц. 

Рассмотрим версальную деформацию щ'.Ж\{to}Si пространства 
(M, С---), существование которой доказывается в [14], [24], 
[26], [29]. 

( • M i , *, 
Аналитический пучок Fi = iuF на Jt\ когерентен и имеет ком­
пактный носитель, поэтому по теореме 1 работы [37] существу­
ет версальная деформация (F, S2) пучка Fi на пространстве 
Ji\, все элементы которой изображены на диаграмме 
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Пучок .-, рассматриваемый как ^,х.у.-модуль, может не ока­
заться плоским. Для того, чтобы обойти эту трудность, мы 
воспользуемся следующим результатом Фриша. 

Пусть X{to}R —морфизм комплексных пространств, F — ко­
герентный аналитический пучок на X, Для произвольной замены 
базы S{to}_-? обозначим через Xs пространство XXi?S, а через 
Fs пучок pr* (E), где pr:Xs->X — проекция на первый сомно­
житель. Фриш доказал в [27], что существует морфизм U->R, 
для которого пучок Fa является плоским над U и который 
универсален относительно этого свойства, то есть любая замена 
базы 5{to}Г, для которой пучок Fs является 5-плоским, одно 
значио пропускается через U-+T\S >U. Любой пучок являет 

ся плоским над точкой, поэтому все точки пространства R при­
надлежат образу универсального, морфизма U-+-R, и мы можем 
применять теорему Фриша в случаях, когда база является 
ростком комплексного пространства. 

Возвращаясь к рассматриваемой ситуации, применим этот 
результат к морфизму niXid : JfiXS2-{to}5iX{cdot}S2 и пучку F . Ком­
позиция универсального морфизма U-+-SiXS2 и проекции 
Si®S2{to}.S1 превращает U в росток над 3., причем U— прост­
ранство {M\XSi)u={^\)v — является деформацией над U: , 

М-.)и 
Ч^ I Ч 

{#>--»(s;,4i)-—-- iwh^ffi 

Из диаграммы следует, что когерентный пучок SFu на (Ж\)и 
является плоским над-U, а его ограничение на слой M0 X {•«}<--
^{Ж\)и изоморфно F: 

-= i\i\ {&) - 1 \ (F1) - l\h*F — F. 
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По этой причине i*(SuP(-^.-'))=SuP('3(^.-'))==SuP(j:7)- Следова­
тельно,-к набору (M\)u-*U, Sup(.~V), fx06H° (M; Sup (F)) приме­
нима теорема 2.3.3 о деформациях когомологических классов, 
и мы можем найти росток (R, г0) над U и элемент |хбН° ((Ждя, 
Sup (&~R)), являющийся версальной деформацией сечения [}0. 

Набор данных (JC\)R, ^ и ц определяет, согласно 1Л.4 
комплексное суперпространство Ж. Гак как пучок &л= 
— (0^)дФ*Тл является ^-модулем, мы имеем морфизм супер-
пространств n:M-+R. Покажем, что я—-деформация суперпро­
странства (М, См)- Действительно, ограничение пучка О^ 
на MX{r0) изоморфно О,yr„®F' = 0ж» а сечение fi над MX{r0} 
совпадает с |Хо. Плоскость морфизма я следует из того, что се­
мейство Ж плоско над 51,' пучок F u является плоским над U 
и плоскость сохраняется при замене базы, 

Все этапы построения деформации я : M-+-R видны из сле­
дующей диаграммы пространств и пучков 

?-•>-

4.3.3. Докажем теперь, что деформация я : Jf{to}fl является 
четноверсальиой деформацией суперпространства М. Пусть 
я ' : j?'{to}S —; произвольная деформация М с четной базой S. 
Мы определим один за другим недостающие морфизмы в диаг­
рамме (пунктирные стрелки) 

А „ 0 - д ' — - ~ J i 

Пусть комплексное пространство Ж'о={М',0^,~^, когерентный 
Ож —модуль &' = Oj,,-x и сечение р'еЩМ', Sup(F))— состав­
ные части суперструктуры суперпространства Ж'. В кольце Os 
нет нечетных элементов, поэтому определен плоский морфизм 
комплексных пространств п5:Ж'0-+8 и пучок 3F' является плос-
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ким над S. Изоморфизм 0^®0 С^<?л—=0д,-©E показывает 
поэтому, что Ж'й является деформацией пространства M0, а огра­
ничение пучка' &' на М0с.ЛС'0 изоморфно F. Но -Tt1:JrJ{to}Si — 
нереальная деформация M0, поэтому существует пара морфиз-
мов, образующих вместе с я1 и ns декартов квадрат 

А 

ns\ J, I я ' ' 
S-{to}51 

Для того, чтобы получить морфизм у а, рассмотрим коммутатив­
ную диаграмму пространств и пучков 

F F T' 

где f — hXns, и покажем, что пучок ^1-—/ . , . . - " ' на .JiTiXS 
является деформацией пучка E- —i-*.." на .Jf1. Прежде всего, 
/—вложение, таккак М\=Ж Xs.S, поэтому / ' ^ i - - - / * / * ^ ' - -
г---̂ "'. Пересечение слоя l ^ f - S } с / М^ в JtxxS совпадает 
с / (nj1 is)) = i4 (Mo) X {S}, поэтому i1 (M0) •— i-- (f (Jt'J) . г д е 
i5:J?1 — .#1x5—вложение JC\ в качестве .Jf1X {•-•}• Следова­
тельно, носитель пучка f^Fx лежит в i1 (Ж0), и ii***i*^1.= .i*£"1. 
Учитывая, что i*.?" —F, получаем требуемый изоморфизм 

W « - - * i » W i - -1* (У0* ̂ i - / i , (/•-•.)* ^ i -

Наконец, плоскость F i над 5 следует из плоскости F ' и ком­
мутативности диаграммы 

* s \ • / S 

Итак, мы получили деформацию пучка F\. Ho пучок F на про­
странстве M\XS2 является версальной деформацией F1, поэто­
му существует морфизм ростков /г: 5{to}-S2 такой, что p*F = F u 
где p - i d ^ X/2. 
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Рассмотрим теперь S как росток над SiXS2{cdot} Квадрат 

jr;—-*^r1xS2 
я 4 |Я 'ХМ, где g=*hX(hXns), 

декартов, так как является композицией двух декартовых 
квадратов 

jt'Q^TSjtiXS ^ 1 x S — " ^ # i X S 2 

S—-> S1XS2 S 1 X S " - S 1 X S 2 

Отсюда получаем, что (.JTiX^s—.-^V и пучок g*SF= 
-=(p-f)*F=/*p*F~/*F1=flt!/*F - F ' является ПЛОСКИМ над 
S. Из свойства универсальности морфизма U{to}.SiXS2 следует, 
что /iX/2 пропускается через него, то есть, что существует един­
ственный морфизм /3:S{to}U, индуцирующий пару (Ли, SF) из 
(Жи,&~и). 

Рассмотрим теперь сечение |/<3#° (M', Sup F)> задающее 
суперструктуру на С ,*---) ©F ' . Поскольку \Жи)а—Ло и 
(Ft7)s- F ' , элемент {mu}' является деформацией щ£ 
€Н° (М, Sup (F)) над 5. Поэтому существует морфизм ростков 
j4: S{to}R, переводящий версальную деформацию р,6 
<SH°(,#R, Sup(FB)) в р/. В итоге мы получили морфизм 
/4: S-+-R, индуцирующий деформацию M'-^-S суперпространст­
ва М из деформации JC~*-R. Таким образом, я : M-+R — пол­
ная деформация. 

4.3.4. Осталось доказать, что все морфизмы X: S{to}R, инду­
цирующие деформацию Ji"{to}.S, имеют один и тот же дифферент 
циал. Другими словами, это означает, что для ростков S, у ко­
торых itis - 0, такой морфизм I ровно один. 

Пусть ats2-0 и X : S-+R—рассматриваемый морфизм. 
В диаграмме 

"st ф 1 у у"1 

S—>•#—>• и—>SX X S2 -*• Si 

все квадраты декартовы, а потому является декартовым и квадрат 

Я8Ыйг 
являющийся их композицией. В таком случае морфизмы Х\ и }\ 
индуцируют из Я1: v#i-{to}S1 изоморфные деформации над рост­
ком S. Но деформация Я\ версальна, a ms — 0, поэтому Xi •=-/.. 
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Теперь покажем, что композиция ^ морфизмов Ss-R^-U-*-
{to}SiXS2-^S2 совпадает c /2:5-->S2. Для этого рассмотрим на 
JtiXS когерентные аналитические пучки 5F- =•/.,..""' — 
-"(•-•jriXjs)*-* и ^ — ( i d ^ X ^ ) * ^ . ПУчоК ^ является 
деформацией пучка E-.— i-.-.F, значит, .^1 и ^—деформации F1 
над 5, Морфизм ростков X индуцирует деформацию Ж' супер-
пространства Ж, следовательно, #" — (^ ) s . Из коммутативной 
диаграммы 

JC'J+MxXS 
* * с 

.«Г 1 —••- -Ж1 X •-.' 2 
получаем, что /*£"2— •£*" и, так как /*/*#\—.У1, и потому 
f*f*&"2—&u а /:^o{to}J?iXS —вложение, то существует 
эпиморфизм Чг:^"2-^-У1 плоских 5-модулей на J t iX-J. являю­
щийся изоморфизмом над точкой sgS. В силу известных свойств 
плоских модулей, ядро |Кег¥ —тоже плоский 5-модуль, равный 
нулю на j?iX{S}, то есть Ker̂ F—O и•¥— изоморфизм. Из нер­
еальности деформации £ пучка F над ростком S2 получаем 
теперь, что idj^.X /2===-d^ ХА2, поэтому морфизмы /2 и ̂ :S{to}S2 
и морфизмы j\Xj2 и ^iX^2:-->-->SiXS2 совпадают. Далее, 
композиция Х3 морфизмов X-.S-^Д H<-p:R->U делает коммута­
тивной диаграмму 

Но морфизм j\:S-+U тоже обладает этим свойством, поэтому 
из универсальности морфизма L/{to}SiXS2 получаем совпадение 
S-> и S->U как ростков над U. Это означает, что морфизмы % 
и ji'.S-^R являются морфизмами в категории Any и индуцируют 
сечения ц'бН0 (JC'Q, Sup (£"')) и 1~6Н0(.#я, Sup (.£»). Так как 
р —версальная деформация элемента ц0 и т . |= О, морфизмы /4 
и .V совпадают. Это завершает доказательство теоремы 4.3.1. • 

§ 4.4. КАСАТЕЛЬНЫЙ КОМПЛЕКС 
КОМПЛЕКСНОГО СУПЕРПРОСТРАНСТВА 

4.4.1. Касательное расслоение комплексного супермногооб-
разия М содержит разнообразную информацию о его структу­
ре. Так, сечения касательного пучка —- векторные поля — отве­
чают за автоморфизмы супермногообразия, а его высшие кого-
мологии связаны с деформациями комплексной структуры на 
М, У произвольного суперпространства X тоже можно рас-
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смотреть касательный пучок (пучок дифференцирований струк­
турного пучка Ох), но он от гладкого случая отличается не 
только тем, что перестает быть локально свободным, но и тем, 
что теряет информацию о деформациях. Причина этого кроет­
ся в том, что суперпространства, в отличие от супермногооб­
разий, могут иметь сложную локальную структуру, допускаю­
щую нетривиальные деформации. Правильным аналогом каса­
тельного пучка является для суперпространств касательный 
комплекс, рассматриваемый, как объект производной категории 
когерентных пучков на X. Для обычных комплексных про­
странств касательный комплекс определил В. П. Паламодов 
[14], основываясь на идеях Г. Н. Тюриной. Мы воспроизведем 
конструкцию работы :['14] с необходимыми для суперслучая 
модификациями. 

4.4.2. Резольвента Тюриной ростка. Пусть X----F—мор-
физм ростков комплексных суперпространств, В {to} А—двойствен­
ный ему гомоморфизм аналитических супералгебр. Резольвентой 
Тюриной ростка X над Y (или резольвентой аналитической -5-су-
лер'алгебры А) называется Z-градуированная коммутативная 
-в-супералгебра R— Ф Ri вместе с нечетным дифференцирова-
нием д степени 1, эпиморфизмом 5-супералгебр p:RQ-*-A и 
выделенной системой однородных элементов E—U E*> EtczRt 

такая, что 
(s) супералгебра /?0-регулярна над В, т. е. изоморфна су­

пералгебре -5{x,l} СХОДЯЩИХСЯ рядов от нескольких перемен­
ных с коэффициентами из В; 

(it) все множества E. конечны и супералгебра R свободно 
порождается над RQ множеством образующих E; 

д д д р 
(Ш) последовательность . . . {to}i?_2{to}/?_i{to}-^0{to}-4 точна. 
Для любого морфизма ростков существует резольвента Тю­

риной. Действительно, если росток X регулярен над Y, то 
можно положить R=RQ=A, d==0, p=Md и Е — 0- Если это 
не так, выберем произвольный эпиморфизм супералгебр над 
Вр:В{х, 1}^А. Положим RQ = B{x, |) . Согласно 1.2.4, супер­
алгебра /?0 нетерова и идеал / = Kerp порождается конечным 
числом однородных образующих ru...,rp+f, r2-—0 при i= -1 , . . . 
. . . ,p , г — 1, при i=—p + 1,...,p-f.?. 

В качестве первого приближения к R возьмем градуированную 
супералгебру Rl = R0[Ei], где множество Е\ состоит из нечет­
ных образующих е\,...,е1

р и q четных el
p+v...,ex

p+q, a диффе­
ренцирование d:Rl~^Rl задается на образующих формулой 
d(e]) = Ci. Покажем, что д-=0. Действительно, дифференциро­
вание <?i нечетно, поэтому d- = -j[d, д] тоже является дифферен-
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цированием, переводящим в нуль все образующие и, следова-
'тельно, равным нулю. Таким образом, мы имеем комплекс 

д д р 
. . . ->i-?_i{to}Rq{to}A. В члене R0 он точен по построению. Ядро 
<?:/?Li->/?- конечно порождено над R0, поэтому можно добиться 
точности в члене RLb добавив к E_i конечное множество E_2 
образующих степени —2, доопределив для них значения диф­
ференциала д так, чтобы д (E_2) и д (_RL2) вместе порождали 
Кет(RLi->-JRa). В результате мы получим супералгебру R2: = 
=/?o[E-iUE-2] с дифференцированием д, для которого по-преж­
нему д-=0 (так как d(E2)czКехд) и нулевой когомологией 
Н""1 (R2). Затем мы точно так же добиваемся точности в члене 
R\ (добавляя, если нужно, конечное число образующих степе-

3 д Ч д 

ни —3), получая комплекс (R*, д), в котором часть R-.2-+R-1-+ 
д 

-+R0 такая же, как и у комплекса (R2, д). Продолжая шаг за 
•шагом этот процесс, мы в итоге пблучим требуемую резольвенту 
# — #ol:£.UE2UE3U...I. 

Построенная резольвента аналитической супер алгебры А, 
конечно же, не единственна. Достаточно было на каком-нибудь 
шаге по-другому выбрать образующие, и мы получили бы но­
вую резольвенту. Тем не менее, из условий (i) и (и) в опреде­

лении легко следует, что любые две резольвенты гомотопны 
(в категории градуированных дифференциальных суперал-
гебр). 

4.4.3. Касательный комплекс ростка.. Пусть X-+-Y — морфизм 
ростков суперпространств, А=Ох, B=0Y и (R, д) -какая-ли­
бо его резольвента. Дифференцирования супералгебры R над 
Б образуют градуированную супералгебру Ли Der (/?)•= 

со 

= ©Der.CR). По определению резольвенты dGDer•.(£,), а из тож-
DO 

дества Якоби следует, что оператор d:-=add=- [•, <Э] является 
дифференциалом: 

d*(a)-[[a, д\,д} = ^(\[а, д], d] + [[a, д], д]) = [а, [д, -3]1—0. 

Если R'— другая резольвента, то комплекс Der(i?') гомотопен 
комплексу Der(R), следовательно, мы получаем объект 
Der(X/Y) гомотопической категории комплексов A-модулей, 
который называется касательным комплексом ростка X над Y 
(или аналитической Б-супералгебры A). Из точности резоль­
венты R следует, что Hh(Der(X/Y))=0 пРи k<0. Обозначим 
№(Der(X/y)) через T^(X/Y). Градуированный -й-модуль 
T*(X/Y) = Ф Tb(X/Y) .наследует из Der(X/F) структуру гра-

..дуированной супералгебры Ли. Ясно, что T°(X/Y) =-=Der(A/5), 
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а для вычисления Т1 можно воспользоваться точной последова­
тельностью 

0{to}7°(X/F)----Der(#0){to}Hom.,c,(/, A)-+Tl(X/Y)^Q, 
где I — ядро эпиморфизма р : Rtr+A, и d:t*-*p-i\i. 

Для морфизма X-+Y двух модельных суперпространств (см. 
1.1.2) определения резольвенты и касательного комплекса по­
лучаются из определений для ростков, если вместо локальных 

• аналитических супералгебр взять супералгебры глобальных се-
чений структурных пучков Ох и От-

4.4.4. Пусть /:X{to}Y—-морфизм произвольных комплексных 
суперпространств. Рассмотрим покрытие Y модельными супер-
пространствами Va и согласованное с ним покрытие X модель­
ными суперпространствами Ua>l. Для каждого из ограничений 
fa.i'Ua.i^-Va рассмотрим относительный касательный комплекс 
Dera,i модулей над Ох{Цал)- На пересечении U=Ua,i П Ue,... 
возникает в таком случае два комплекса Dera,i\u и Derp,/|<y, 
каждый из которых является касательным комплексом ограниче­
ния f\u. Поэтому комплексы Оега.г|-- и Detgj\u гомотопны, 
а их когомологии совпадают. Но это означает, что при каждом р 
модули H-D(Dera,l!) согласованы на пересечениях и задают коге­
рентный пучок -^.---модулей. ЭТОТ пучок называется p-ым каса­
тельным пучком морфизма / : X{to}Y и обозначается Т-Р (f) или 
0rP{X/Y). При p < 0 £TP(X/Y) =0, при р = 0 — это пучок верти­
кальных векторных полей на XJY, пучки 2TP{X/Y) при р=1,2 
содержат информацию о деформациях локальной структуры 
суперпространства X над Y. Но за глобальные деформации 
комплексной структуры отвечают более сложные объекты, ко­
торые можно построить, научившись склеивать сами комплексы 
Dera, и а не только их когомологии. 

Добиться согласования всех гомотопий, связывающих комп­
лексы Derci на пересечениях суперпространств Ua,{, чтобы по­
лучить в результате элемент гомотопической категории комп­
лексов когерентных пучков на X, можно не всегда. Тем не ме­
нее, в производной категории D Солл- существует объект — ка­
сательный комплекс — T(X/Y), ограничения которого на Ua,i 
совпадают в DCoht;2i. с комплексами Dera,i. Его можно по­
строить с помощью теоремы о локальном задании объектов 
производной категории пучков [20] доказав отсутствие локаль­
ных отрицательных Ext-ов, но нам будет удобнее использовать 
подход, основанный на глобализации первичного понятия — ре­
зольвенты. 

4.4.5. Резольвента комплексного суперпространства. Пусть 
f : X-+-Y—морфизм комплексных суперпространств. Назовем 
относительным полиэдром Р в X над У подпространство в X 
вида q>~l(DxY), где D = {|xi| < 1 |г = 1,.. ., р}—полидиск в су­
перпространстве О'з , а ф : [/-vC-P^XP — барьерное отображе­
ние — морфизм над У штейновой окрестности {/-замыкания Р. 
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Пусть %----{UtJag/ — покрытие комплексного суперпростран-
ства X относительными полиэдрами. Пусть N »={Ас/ | 
nUa-7^0} —нерв покрытия %. Для каждого симплекса AQM 
пересечение UA— П Ua - является относительным полиэдром 

а£А 
над Y с барьерным отображением фА=-(фс.о> ...» Фа-). Фа^а->-
н-DaXY, ^A-UA-^DAXY, Da-полидиск в С"»"", ОА-ПОЛИ-
диск в СРА1?Л, pA=-{sum}pa, -7A = 2<.'*' Резольвента морфизма 

А 
/:X{to}Y комплексных суперпространств на покрытии %--это 

(i) набор пучков дифференциальных градуированных супер-
коммутативных алгебр 3?А, на СРл1?дХК> A6-V, с выделенными 
множествами сечений ЕА такой, что для любой точки х&Х слой 
9L'AlX является резольвентой морфизма ростков Xx-*-Yf(X), и 

(ii) набор морфи змов ограничения (p^, г^) для каждой пары 
симплексов А с В , + д е PA

B:DBXY-+DAXY~проекция относи­
тельных полидисков, а г ^ - гомоморфизм над р% пучков диф­
ференциальных градуированных супералгебр ГА:[РА)*&'А-*"&'В, 
переводящий ЕА • В £ - и совпадающий на членах степени 
нуль с вложением Щ*0[С^в xY)-+0{CPAUA XY), такой, 
что для любой тройки AczBcC выполнено rc

B-rB
A—rc

A. 
У любого морфизма f : J{to}Y комплексных суперпространств 

для любого покрытия X относительными полиэдрами над У 
существует относительная резольвента. Доказательство непос­
редственно переносится из [14]. 

4.4.6. Резольвенты и деформации. Пусть (X, 0х) — ком­
плексное суперпространство, (52", d) — его резольвента на не­
котором покрытии °11. Рассмотрим росток комплексного супер-
пространства S и произвольный С в — линейный дифференциал 
ds в супералгебре R®0s, продолжающий й. Тогда факторал-
гебры ОА.:~ЗФ®0В1Ъ&&, A&N(°U) склеиваются в пучок, за­
дающий на XX-S структуру комплексного суперпространства 
над S. Следующее предложение показывает, что любую дефор­
мацию можно получить таким способом [14]. 

Предложение . Пусть п:3£->S-деформация комплексно­
го суперпространства X, Ш - относительная резольвента мор­
физма я для некоторого покрытия % а Г-подросток ростка о. 
Тогда комплекс М'®0 0Т является относительной резольвентой 
суперпространства £-•: --= $ X яТ наД Т для покрытия %ПЗ£г. 

Обратно, пусть Жт — относительная .резольвента суперпро­
странства Жт над Т для покрытия %•• Тогда для любого 
натурального п. существуют покрытия суперпростр^нства % 
относительными полиэдрами над 5 и относительная резольвента 
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52" на нем, такие, что %r=%ПЖг, а резольвента Ж®От совпа­
дает с Ж в членах степени > — л. • 

4.4.7. Касательный комплекс. Пусть /:X{to}Y—морфизм 
комплексных суперпространств, 52—его резольвента на некото­
ром покрытии % с нервом N. Назовем дифференцированием &' 
степени к набор дифференцирований степени k супералгебр 
МА, AQN, degKA — k, согласованных с морфизмами ограничения 
rjj. Все дифференцирования резольвенты М образуют градуиро­
ванную супералгебру Ли Der (52). Дифференциал д=(дА) 
резольвенты 91 принадлежит Der1 (52) по определению, поэтому 
оператор d:-=[., д] тоже имеет степень 1 и превращает супер-
алгебру Ли Der (.52) в комплекс Ограничивая этот комплекс на 
модельное подсуперпространство Ua&L, мы получим касатель -
ный комплекс Der (f\ua) морфизма модельных суперпространств, 
который при замене резольвенты заменяется на гомотопный 
комплекс. Поэтому образ комплекса Der (52)' в производной 
категории не зависит от выбора резольвенты. Он называется 
относительным касательным комплексом X над У и обозначает­
ся Der(X/Y). Введем обозначение Tn(X/Y) для когомологий 
комплекса Der (X/Y). Они сосредоточены в положительных сте­
пенях и связаны с касательными пучками ЗГ{Х\1) стандартной 
спектральной последовательностью сО вторым членом Е^ — 
—№(X; 3~i(X/Y)). Отсюда получаем точную последователь­
ность для вычисления T1: 
0{to}№(X; F°(X/y)){to}T'(X/y){to}H°(X; F-(X/y)-»-Hs(X; ёГ0{Х/ 
/У))—>-..., которая вместе сточной последовательностью из 
п. 4.4.3 показывает, что T1 (X/У) определяется членами 52-t и .92а 
резольвенты морфизма f. 

§ 4.5. ТЕОРИЯ ПРЕПЯТСТВИЙ ДЛЯ СУПЕРПРОСТРАНСТВ 
В этом параграфе завершается доказательство теоре­

мы 2.1.2 о существовании нереальных деформаций суперпро-
странств и ростков. В условиях теоремы наличие четноверсаль-
иых деформаций следует из § 4.3, а поэтому все, что осталось 
сделать для того, чтобы можно было применить критерий ква-
зипредставимости 4.2.3. — это построить теорию препятствий. 
Мы сделаем это с помощью касательного комплекса по анало­
гии с чисто четным случаем, подробно рассмотренным в [32] 
для малых расширений, 

4.5.1. Предложение . У функтора DSp (X, •), где X — 
компактное комплексное суперпространство или росток, суще­
ствует теория препятствий. 

4.5.2. Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего мы построим 
препятствие к продолжению деформаций для инфинитезималь-
ных расширений со значением в когомологиях касательного 
комплекса, а затем объясним, как от касательного комплекса 
перейти к комплексу свободных конечнопорожденных модулей 
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Н а д базой деформации. Основная идея здесь, как и в случае 
-Малых расширений, состоит в том, что задавать деформации X 
Н а д 5 можно, варьируя дифференциал резольвенты тривиаль­
н о й деформации XXS-+-S (см. 4.4.6). Зафиксируем резольвен­
т у ($>. д) суперпространства X на полиэдральном покрытии °U 
и для произвольного ростка S обозначим через 52s— градуиро­
ванную судералгебру &®0S. Тогда по 4.4.6 и 4.4.7 деформации-. 
-Х" над 5 соответствуют дифференцированиям deDer^-^s) T a" 
Ким, что d2 = 0 d®id=-d. 

4.5.3. Лемма. Пусть 0{to}/{to}A/{to}A->0— инфинитезималь-
н о е расширение, соответствующее вложению ростков S—S', 
а. росток S0 соответствует аналитической супералгебре Ао= 
= Л/п.д. Тогда существует отображение Ob: DSp(A", S)-> 
-->-H2(Der'(5?S(i)®J40/)-r такое, что ОЬ(я)-=0 тогда и только 
тогда, когда деформация я может быть продолжена до дефор­
мации -я' над S'. На множестве всех продолжений я до дефор­
мации над S' транзитивно действует группа Н1 (Der" (52.s0)®д.,/)---, 
Это действие свободно, если А = А0, Отображение Ob и дейст­
вие группы H^Der'^s.)®/)--- функториальны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть'деформации л;:3£->5 и л; —-я|..?, 
задаются дифференциалами d и d0 в супералгебрах Ms и &Sa-
Поднимем d£[DeTl{ffls)}- До дифференцирования d-"6[Der1(.%s')lr 
и рассмотрим дифференцирование степени 2 ©=-,i/2 = ----[d', d']Q 
6Der2 (.-%s')o"' И3 Т0Г0 ' что d'®idA — d и nu-i—O, следует, что 
-е[Оег-(.Я.5,)®-л./]Г и [d0, w] — d 0 d ' 2 - d ' 2 d 0 - d ' 3 - d / 3 = 0, то есть 
со-2-коцикл в, комплексе Der" (.52.-0)®/. Положим ОЬ(я): = 
--=[co]eH2[Der(SZ5„)®/]o" и покажем, что Ob (я) является пре­

пятствием к продолжению деформации я до деформации над Sr. 
Пусть ОЬ(я)=О, то есть (o=-[d0, г] для некоторого 
г б р е г 1 ^ , ) ® / ] - - Тогда дифференцирование d" — d'— г тоже 
продолжает d и d'/2==0, TO есть d" задает деформацию, про­
должающую п. Обратно, пусть я'-деформация, продолжающая 
.л, a d" — задающий ее дифференциал. Тогда d"®A'idA~d 
и r:=d' — d"e[Der1(S?50)®-r]r- H o [ d 0 . - i - d ' — » , откуда [со] —0. 
Независимость препятствия Ob (я) от выбора резольвенты и его 
функториальность доказываются так же, как и в работе [32]. 
Пусть теперь Ob (я)—О и я' и я" —два продолжения деформа­
ции я на Sr, задаваемые дифференциалами d' и d". Тогда 
r:-=.d'--- d"&eil(^So)®I и [d0, r] = d"r + rd'=Q, так как 
d/2 = d"2 = 0 и /2--=0. Значит г является 1-коциклом 
Der1 (.-%,<,0)®/. Обратно, если [d0, г] — 0 и d—какое-нибудь про­
должение дифференциала d, то (d' + rf = d' +[d',/"] + r2-=0 
и d' + r тоже задает деформацию, продолжающую я. Если 
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заменить г когомологичным ему коциклом r' = r + [d0, p], где 
p6(Der°(5?So)®/)-r, то деформации, задаваемые дифференциалами 
d' + r и d' + r ' будут изоморфны относительно изоморфизма 
i d + p резольвенты 2R,S', переводящего d'-J-r' в d'-\-r. Функто-
риальность действия следует из [32].. Наконец, если A==A0, то 
А'=*А@1, и любой автоморфизм супералгебры Ms продолжает­
ся до автоморфизма супералгебры 325-. Поэтому, если дефор­
мации, определяемые дифференциалами d' + r и d' изоморфны, 
то [г] =-= 0 и действие группы H^Der'^^j®/)--- на множестве 
продолжений не имеет неподвижных точек. • 

4.5.4. Окончание дока зательства предложе­
ния 4.5.1 и теоремы 2.1.2. Все, что осталось—это построить 
правильную теорию препятствий, то есть показать, что можно 
заменить комплекс Der" (&So) комплексом &' конечнопорожден-
ных свободных .А0-модулей, таким что №(S?'®/)=-№(Der'®7). 
Предложение 1.5.3. утверждает, что это можно сделать для 
каждого из касательных пучков ^"p(?EalSQ), тогда существование 
2 — для касательного комплекса следует из спектральной 
последовательности 4.4.7. (см. также [19}). О 

§ 4.6. ЧЕТНОВЕРСАЛЬНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
КОГЕРЕНТНОГО АНАЛИТИЧЕСКОГО ПУЧКА 

4.6.1. Теорема. Пусть (М,0М)—комплексное суперпро­
странство, F — когерентный пучок См-модулей с компактным 
носителем. Тогда F имеет четноверсальную деформацию. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в случае суперпространств, мы 
будем строить четноверсальную деформацию пучка F, дефор­
мируя различные четные объекты. Прежде всего, выясним, как 
устроены когерентные пучки на суперпространствах с чисто 
четной точки зрения. 

4.6.2. Лемма. Пусть (М, Ом) — комплексное суперпростран-
ство, i:(M, 0М)-*(М, OQ)— проекция, соответствующая вложе­
нию О^-^-Ом- Для каждого когерентного -£?--модуля Я==-
= Eg-©-£--. определены фушсториальные по E когерентные 
Оъ-модули Ж{Е), 3?(Е), морфизм ув'Ж. (E)->~ (E) и сечение 
ИябН0 (M, 3? (Е)) такие, что когерентные пучки <?лсмодулей F, 
для которых ii/.F=E, находятся в естественном взаимно одно­
значном соответствии с множеством {y6H° (M> Ж (Е) \ ц>Е (У) = РЕ}-

Доказательство . Пусть F—когерентный пучок на 
суперпространстве Щ, 0М). Структура ^-модуля на 
/ — E- r©Fi определяется заданием структур -̂---модуля в E---
и EJ- и умножения на нечетные элементы, то есть четного £?--• 
гомоморфизма v:0-®0_E{to}nE. С другой стороны, для того, 
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чтобы такой гомоморфизм мог превратить ^----модуль E в Ом-
модуль, необходимо, чтобы он был согласован с умножением 
[А:С?Г® 0К-0\—*"--V в структурном пучке. Это равносильно 

требованию коммутативности диаграммы <?-~модулей 

eT®e--®E "- ©Т® пЕ 

j,.® - 2 _ _ _ Е 

Теперь ясно, как построить пучок X (E). 
Пусть v2 обозначает композицию гомоморфизмов id,?-. ® v и 

Ш. Соответствие VM-V2 определяет гомоморфизм 0-р-модулей 
Рв:Нот(<-?-®£, nE){to}Hom(<.?r®<?r®E\ •£)» причем множество 
структур ^-модуля в E совпадает с подмножеством р""1 (ц ® idE) 
в №(M, Hom(C? r®E,nE)). ПОЛОЖИВ теперь Ж (Е) — 
----Hom(6?r®E, rtE), S'(E)-=-Hom(-? r®.C i ' r®E,E) и [д,я= 
= [х® id.s6H0(M. i?(E)), мы получим все, что требовалось.П 

4.6.3. Пусть теперь на комплексном суперпространстве 
(М, Ом) задан когерентный пучок F ==• F-- © F - с компактным 
носителем. Мы построим его деформацию, продсформировав 
сначала Р как пучок • на комплексном пространстве (М, CQ) = M0, 
а затем элемент л>бН° (М,Ж (Е)), отвечающий за структуру 
0м~мокупя в F. 

По теореме 1 работы [37] существует версальная деформа­
ция (&s, S) пучка F на (M, Ow) с базой (S, s0). Пучок J? (F s) 
является когерентным и 5-пло£Ким .-^^„х^-модулем, поэтому к 
элементу v применима теорема 2.3.1. В результате мы получим 
S-росток X-.T-+S, плоский над Г пучок F r = (id^.X%)*&s и 
сечение v--6H0(MX7\ Ж (FT)), являющееся версальной дефор­
мацией класса v. Но, вообще говоря, vT не задает в FT струк­
туры .^уихг-модуля, так как не принадлежит р^-1(н.^- ). Чтобы 
исправить положение, сузим росток Г. 

Пучок 3? ({Fs) является 5-плоским и когерентным на M X S. 
Поэтому существует S-росток p:U->-S и сечение 
lxy6H°(MXU> (id.wXp)*^ (•--->))> являющееся версальной дефор­
мацией элемента p.6H°(M, 9? (E)). Гомоморфизм §дгт'-Ж (&т)-+ 
-+2? (FT) переводит vr в сечение ЦгбН0 (МХТ, -* ¥?т)), являю­
щееся деформацией ц. Пусть ф;Т->-,£/•— морфизм ростков над 
S, индуцирующий [1т из Щ/. Сечение р,— пучка .S' (Fs) тоже 
является деформацией \ь, а поэтому существует сечение j:S->-U 
морфизма р, индуцирующее его из ц.у< 
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Рассмотрим теперь росток/?---= ф"1 (/(S)) и индуцированные 
вложением i:R-+T деформации £FR = (-UwXi)*.^:- и v^ = i#vTQ: 
6Н0 (М ХЯ,Ж (PR)). Сечение p~^ (v*) пучка & (&R) = i*Z (FT) 
является деформацией ц,, индуцированной из \IT\R- НО IXT\R = -
= li.gr в силу выбора R, поэтому (3- (VR) —in.grи пучок •"> 
снабжен структурой модуля над супералгеброй OMXR- ПО 1A.2 
он когерентен и является деформацией пучка F. 

4.6.4. Докажем теперь, что (&R, R) является четноверсаль-
ной деформацией пучка F. 

Пусть У — деформация F над ростком комплексного прост­
ранства (S',s'0). Разложение У •= &"- © &т в сумму OM.XS-
подмодулей задает деформации С^-модулей E-- и F- с базой 
5 ' . Так как деформация F - версальна, существует морфием 
ростков jx'.Sl-+S, для которого # V = (id.M0X Ji)*^~s^ и .-^r"-
— ( - d ^ X / i ) * ^ . Пусть v'№Q{MxS', Ж (&'w@&'-))-элемент, 
задающий структуру 0Mxs'-~модуля в ^®&Г~- Ограничение 
3F' на слой MX{s'0} изоморфно F, поэтому v' при этом изомор­
физме переходит в v6№(M, Ж (F--®E--)), следовательно, v' 
является деформацией класса v над ростком S'. Но чт& 
6 H ° ( M x r , Ж (^"г))-нереальная деформация элемента v, поэтому 
существует морфизм ростков j2:S'->T над 5 , индуцирующий 
v' над S'. 

Рассмотрим теперь элемент р.' = | V ' ('v')6H<'(MXS'> 
2? (!Fs,-0®iFs,-J). Элемент У определяет структуру OMXS1-
модуля на 3PS,-Q © ̂ s'l' п о э т°му, по лемме 4.4.2, 

l~'-Psr5 , = (id.«X Л)#Рг-= (id^ X Т1Э)**А<У, 

где г|з~-композиция морфизмов 9 и ;'• в диаграмме 

R —--— т - _ - - и . 

s 

Пусть ф -• /-.\-/2> тогда (id.MX^Vu-l-gr-,..;,"-'!-'» т а к к а к 

( id .M X У)*{mu}£- = = Р - - s • Морфизмы «ф и я|/ индуцируют над 5 ' одну 
и ту же деформацию сечения {mu}. Мы, таким образом, оказались 
в области применимости предложения 3.1.2, из которого следует, 
что морфизмы т|) и i|/ совпадают. Поэтому Imi|.clmy и, следо­
вательно, I m / 2 c l m i . Пучки (id.MX/2)*^*.? и F изоморфны как 
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модули над (?--, и кроме ТОГО, (id.MX/2)*,v.-=- v', поэтому они 
изоморфны и как С^ихя'-модули. 

Осталось установить единственность производной индуцирую­
щего морфизма j2:S'~+R. 

Пусть т?,,----0 и морфизм h :S' {to} ̂ обладает тем же свойст­
вом, что и /з, то есть СMXS'-моду ля (idMXh)*@'R и F изо­
морфны. Тогда они изоморфны и как (У Mtxs'-модуля, то есть 
композиции Л• i• у'з и X-i-h индуцируют из деформации &s над S 
эквивалентные деформации пучка F-Q$F—> Но деформация Fy 
версальна, a-nt|. = 0, поэтому ..Л-1-Л = %• i-h а морфизм h не 
изменяет структурного морфизма S'-+S. Следовательно, эле­
менты (id/wX(t,h))*vr и (\йм X (i. 1З))#УГ

 ПРИ •^о~изомоРФизмах 

(idMX (i-hjf&r^P' и (id.w X (г •/з))% переходят в v'6. 
eH°(M.XS'> &')> и из версальности деформации vT получаем, что 
композиции i-h и г./3 тоже совпадают. Совпадение морфизмов к 
и /з следует теперь из того, что 'i:R-+ T — вложение. 

§ 4.7. ТЕОРИЯ ПРЕПЯТСТВИЙ ДЛЯ ПУЧКОВ 

В этом параграфе завершается доказательство существова­
ния версальной деформации когерентного аналитического пуч­
ка с компактным носителем. Все, что нам ; осталось — это 
построить теорию препятствий. Мы сделаем это, модифициро­
вав конструкцию Сиу—Траутманна [37]. 

4.7.1. Теорема. Пусть X — комплексное суперпространство, 
F — когерентный аналитический пучок на X с компактным носи­
телем. Тогда у F существует версальная деформация, размер­
ность базы которой равна dim Ext].-. (A'; F, F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Четноверсальная деформация у F су­
ществует в силу 4.6.1. Пусть 0{to}/{to}A'{to} A{to}0—инфинитези-
мальное расширение аналитических супералгебр, соответствующее 
вложению ростков суперпространств У^У'. Как будет доказано 
в 4.7.4, препятствием к продолжению деформации F пучка F 
с базой У до деформации над У служит сечение со [#"] пучка 
E x t ^ (.*;£"„, -Tog-V' ГДе А=А1пА = &г0, ^„ — ограничение F 
на .ATXYo> а " :^Х- / , ->^-про.-Щия, а когда со[#"] = 0, то 
на множестве всех продолжений .У до деформации пучка F над 
У транзитивно (и точно в случае, когда AQC0, А' = А[1]) дей­
ствует группа Ext^ (.те; 3FQ, ..""о®/)*-. По 1.5.3, существует комп-
леке L' конечиопорожденных свободных А0-модулей такой, что 
Н--(Г®л„/)—Ext̂ . (я;' #"0, &Q®I), i = 1;2. Таким образом, уело-
вия теоремы выполнены и у пучка F существует версальная 
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деформация. Утверждение о размерности базы версальной де­
формации следует тогда из замечания 4.2.6. • 

4.7.2. Определение . Пусть <M==(U'i).6/—открытое по­
крытие комплексного суперпространства X. Пусть N — нерв по­
крытия %. Для а=={i0, ii,...,ig}bM обозначим через Ua = Ui0C\ 
П Ui. П • • • П U\q и 0о.=0х\иа- Симплициаль ной системой 
пучков над % называется семейство i?--={.-? a}«g-v пучков С?я-мо-
дулей вместе с семейством {рр0}, сор, связывающих (четных) гомо­
морфизмов рра:.2;'а-->_'0| Uа, таКИХ, ЧТО paa==id И (pYp \uj ppa = 
--=pYa для apP3y. 

Морфизм симплициальных систем cp:S'{to}.2'/ над %—-это се­
мейство гомоморфизмов ф0: •-?£-->-.2̂ » согласованных с связываю­
щими гомоморфизмами. Мы, таким образом, получаем абелеву 
категорию. С произвольным С̂ лг-модулем & связана симплициаль-
над система Ф\<ц, у которой Ф\<^а. = '5Г\иа и Pp„ = -d. Если 
£"—когерентный пучок, а покрытие % выбрано достаточно мел­
ким и суперпространство X конечномерно, то у вГ\% сущест­
вует резольвента 31 '-{cdot}-,-ĵ  из симплициальных систем .32*, у ко­
торых 5?"а—свободный конечнопорожденный (?а-модуль. Тогда 
комплекс 9? симплициальных систем S"~"= © йр

а, где через 
|«|+Р-=<7+1 

Мр
а обозначена симплициальная система, в которой (.-%£) р— 

-=-$!£Ц, если acf- и 0, если a<-tf$, также является резольвентой 
&\оц. Кроме того, для произвольного когерентного пучка ® 
на X имеем изоморфизм ExtJ- (X; •"", S) ==- № (Нот (^; @|<̂ ). 

Пусть f : X-y-S — произвольный морфизм комплексных су­
перпространств, ЗГ и & когерентные С'̂ -модули. Пучки 
Ext9(f;F, @) на S можно вычислять при помощи симплициаль-
ной резольвенты SB' {to}F|<$^.. для штейнова локально конечно­
го покрытия °il суперпространства X, так как для штейнового 
открытого подмножества VcS когомологии комплекса 
С (V) : ••-Нот (.2" I/-1 (V) flU, 9 \]~х (У) [\Ш) изоморфны с 
Ext (f-1 (V; F , Щ. 

4.7.3. Пусть теперь 0{to}/{to}A'{to}A{to}0— инфинитезимальное 
расширение локальных аналитических супералгебр, A'==0s'i 
A—Cs, где SczSr вложение ростков комплексных суперпро­
странств. Пусть X комплексное суперпространство и F-— 
когерентный (3xx.s-модуль, ПЛОСКИЙ над 5. Обозначим через F 
ограничение F на XX{.s0}, а через F 0 — на XX-So, где подпро­
странство S0c:S определяется идеалом пАаА. Построим эле­
мент coj[F]6Ext Д/„Д (п; Fo, 3T0®AI)Q- препятствующий продол­
жению деформации F пучка F до деформации с базой S'. 

Выберем локально конечное штейново покрытие Щ супер-
пространства X. Рассмотрим первые несколько членов резоль­
венты &nA->&"\qixs из 4.7.2 для а:зр 
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и ее ограничения на XX So- Bee -̂ .х свободные -£?п-модули, 
поэтому гомоморфизмы Д£ и ppa можно задавать матрицами. 
При этом должны быть выполнены условия 

. Д*.Д«+,-=0, pI«A'a+1-Ag+1pg+1 — O;.,p?Bpg«-p?«.-O. (•) ' 
Продолжим наборы Д« и pjja произвольным образом до матриц 
Д„ и рРа с коэффициентами из А'. Если уравнения (*) по-преж­
нему будут выполнены, то мы получим симплициальные системы 
пучков &п и 3?/0 и гомоморфизм (&):.««->-Я.0, (где #«*----
= -?хх^' е с л и -3?«'==t-?xx59), для Которого фактор 32'°/ImAd-
это система вида &'\ou-x.s', где ."''-когерентный S'-плоский пучок 
С?хх5'-модулей, такой, что &'\xxs—&- В общем случае, под­
ставляя Да и ppa в (*), мы получим в правых частях не нули, 
а матрицы с коэффициентами из 0XXS<,®AJ- Введем обозначения 

Д а . Д а -----V» РраДа - Д р Рри —Ув«> ° О р , 
- - - (**) 
Р?р-Рва-р?«-=Т?Ва, а-эр-Dy; <7 + | а ] < 4 , 

и определим c их помощью четные элементы агбНот (С/г; -Я2» 
F®A/); &^eHom(U;y;52i,^-®A/); с^еНот (Ui;.A; $°, Fs.4/), по-
ЛОЖЩ? а,--Д?-Р1; ^-A?-Q5,u-A?-Q?.*/; 

Сць~Ы\Гt.ij.ijk—f i,ik,i]k)-\-kj \Tj,)k,i)k—T],i),i)k)-\-
-\-kk[Tk,ik.№ — Tk,}k,ilk)- (•**) 

Рассмотрим четные элементы ,а=(й,), b = (b!}), с==(с,уй), 
Л0-модуля 

С2==©Horn (£/,; .Я?. ^о®А./)©ёНот (U4\<&\j, F0®AJ)® 

®®Нот(и1]к;^°ш,У0®АйГ) 
(мы заменили .-"®л/ на ,£F0®AJ В силу того, что п.д/.=-0) и по­
кажем, что элемент со==а+й + с задает искомое препятствие 
к продолжению деформации 3-\ 

4.7.4. Предложение . 
(i) Элемент со лежит в ядре дифференциала d2:C2->C3. 

• (it) Класс [со]е^2(С.^) = Ех^х .5-(я; F0, &0®AJ)$ н е зависит 
от произвола в выборе продолжений Д£ и р|«. 
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(Ш) Деформацию & пучка E над 5 можно продолжить до 
деформации F над S' тогда и только тогда, когда [coj—0. 

(iv) Если [ш]-=0, то множество продолжений & является 
однородным пространством группы ^г(С^)-—Ext^ (л; fF0, 

•Л Хоо 
F0®A./). В случае, когда А' = А[1] и Пл—О, эта группа 
действует точно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выпишем явно несколько первых членов 
комплекса С , рассматривая его как двойной комплекс 

• 1 L -1 X 
«. '• м К э1 Ч 
-1 ' э1 -Л -I ^х 81 \ 

с полным дифференциалом d — 8+(—1)?+1(?, где дифференциале 
д-7+l Д. 

происходит из резольвенты -32?+1—,-№->.,.—>-32°, а б--коцепной 
дифференциал Чеха: 

7+1 

. <вА)..1,...^-2 <-•-)**«....v..^pf, 
А=0 •7+1 ' • • • • - * • - • - ' , - + • ' ' • • • • ' ? + 1 

Вычислив значения дифференциалов d и б на ^элементах а, 
6, с, пользуясь (**), (***) тем, что А.Д, Др —р.А и рур-рра — 
— pYa~=0mod/ и что /- = 0, получим 

'(afl)j=-—А?(5!-Д?)А?.-0; 
(5а)^=--Д?д]Д?рЬ./+А°уД}д5рЬ/; <ЭД/У--<-•),.; 

(Щ ijk - [ (ДА рА,/,е - Ay py,yft) рул.гуй + (A? p°,ik -'As P*,ift) PiA,.i/ft + 
+ (Д°Р;1г;- А?р?,гу)р?у,гуй]А1уй; 

(dc)iJk=(8b)ijk', (6c)iy/s-=0. 
Это дает (t). 

(ii) Пусть теперь Aa, pap-другой набор матрац над Л', про­
должающих А« и pap, и о) — а+& +с-соответствующий элемент 
из Kerd2. Положим 

Ф£=-.-А?(А)-А1)еНот(|7/; < ^ 0 ® А . / ) ; 

^y-=-A5(pby-p?, /y) + A?(p?,iy-p^/)eHom(Uiy; < , ^0®л„/). 
Тогда, пользуясь тем же, что и выше, получим, что 
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(а--а).--=<?Ф-; (Ь — <%• — (— <fy + 6q>)z;; (c~c)i]k=*(8q)ljk. 
Таким образом, rf(9+i|)) = (a + 6 + c) —(a+.f+e), то есть класс 
[®]G2e2[C'o-) н е зависит от произвола в выборе гомоморфизмов 
Аа и "ряр и функториален по отношению к расширению A' -{to} A. 

(tii) Пусть теперь деформация F продолжается до дефор­
мации пучка F над Sr. Покажем, что [©]—0. Пусть F—-плоский 
-А'-модуль такой, что SF'QA'A^SF. Выберем, пользуясь плос­
костью F и штейновостью покрытия %, для каждого Ua 

•7+1 Ч 
Д, Д ' Д ' 

<* _ _ « _ , « « с . | о | < 2 резольвенту . . . {to}#'*+1—--Я'»-^,. . Х ' * ^ * ' из сво­
бодных С?а®А'-модулей, где &г"а®А, А —-й£, и гомоморфизмы 
р'ра:-32'а-^—'р, Рса, | а | + .7<4 таковы, что диаграмма 

A - ' Л / 1 Л - 0 

{to}.«'£ .- ь.№\ у&Га 

• г,'* I .V0 

- > ^ 1 k { t o } . . . { t o } ^ ° p k { t o } ^ W a 

коммутативна и A'i и р' |а индуцируют гомоморфизмы Д£ и р| а 

соответственно. 
По (it) класс когомологий [©[6.Ж-(С") не зависит от выбора 

продолжающих гомоморфизмов, поэтому можно в определяющих 
о> формулах (**) и (***), заменить А и р на А' и р'. Но тогда 
а —0 и &=0, так как РЪ=0 и Qg,—.0, в силу выбора А'« 
и Р'а|3. ГоМОМОрфИЗМ Т-уРа = P'vPP'pa~P'va ИНдуцИруеТ Нулевые 

гомоморфизмы *̂а {to} Fy \иа и ..йд-->• 02° |Уа, поэтому он представ­
ляется в виде Д1../^.-, где fGHom{&°a, &\\ua®Al\ Но тогда 
А.}Т°р«=--ДуДу/7ра==0 и, как следует из (***), с = 0. 

.Обратно, пусть теперь [со]=-0. Построим деформацию &' 
над 5' , продолжающую ."", склеивая пучок &' из пучков на 
i / a X 5 ' , определяемых локальными резольвентами. Для того, 
чтобы осуществить склейку, мы определим гомоморфизмы 

ЬЪ:Я'1-+Я'1-*®А.1 и г$а:Ж'1!
а-+Щ®А,1 

для д=0, 1,2, | a | < 3 , 1P|<2 так, чтобы диаграмма 

А "а д а 

~,2 ~ , i 1 - ,а 
Р pa P pa P ра 

г2 I г1 
i f * Ар т 

' | { t o } .9Z^ {to}.^'^ 
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С ПоДпраВлеННЫМи гОМоМорфИЗмаМи Д а — Д а + - Л £ и рра — Рра + Гра. 
при любых сор, | а | < 3 , |Р |<2 , была бы коммутативной а 
имела точные строки. Кроме того, мы построим гомоморфизмы 
/ч»а. <{to}<®.4'/, y c p c a , | а | - 3 такие, что ^ • ^ а - р ^ а -

Иными словами, мы хотим, пользуясь когомологичностыо 
элемента ю нулю, так скорректировать гомоморфизмы 

Т1 Т2 "д1 л"2 X1 Л2 "̂ ° '71 ~ 0 ~ - - 1 - -
А£, й г , Ягу, t\tj, IXijk, V4jki Pi.ijt Pl,lji Pi.ljfo Pij.ljki Pi.ljfo Plj.ijki 

чтобы они no-прежнему продолжали соответствующие дифферен-
циалы и связывающие гомоморфизмы в резольвенте симплициаль-
ных систем fl2-{to}^Z1->5Z°{to}Sc"](2<{ и для всех i, J, к были выпол­
нены, соотношения 

(а) Р ] = А Ж = 0 ; 
(б) РЬ = лЬд1—=0; 

(с) p]jk=A]jkA2
iJk=>0; 

(d) QU^ujAu-^lij^O; 
(б) Qi,ljk — pl,l]k&ijli — 'kipl.l]b*='0', 

(f) Qtj,ijk*=:pij,ijk&ijk—<kijPi],i}ii=0', 
, „ • , T-,0 ~0 - 0 - 0 A l 
W J t;lJ,lJk=>Pl,tjPtj,i]k'~Pl,ijk='&lfl,lj,tJk' 

Мы будем изменять А« и рра, добиваясь последовательно 
выполнения равенств (a), (d), (g), (b), (e), (/), (с) так, чтобы при 
очередном измерении не портить уже достигнутого. 

Пусть co=-d(q> + i|))) где Ф, уеС\ q>,eHom (£/„•#', SF0®AJ)* 
y^{f&{om (Utj, 9l\p !F0®AJ)- Последовательность 

точна при всех а, поэтому существуют гомоморфизмы %\: Ш\ -> 
-+0L\%AJ и г\Л)'Мц-^Щ®А,1 такие, что ф/-=А°Х] и -ф̂ —-
=-Д°г° ..--Щгй

иц (в последнем случае можно, например, поло­
жить г°^ = 0 и найти г° . ; , пользуясь сюръективностыо А°)-

Подставляя Ф£ и ipy в равенства 
а* = дфг; 6^=--(бф)|/- .:?г|),/, сг/л--=(бг1))г/ъ 

получим по определению a., б/у, сг/* (и так как / 2 =0) 
А!(А1 + Я))А?=0;' 

А5[Гр$,у + г°,,г;)А1у — (А} + ^ ) р } , г Л -
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-А?[(Р?,г7 + г^ )АЬ- (А]+Я])р ! . г / ] -0 
и 

А о г /—о . ,0 ^-о (-о , о̂ \-о 1 

—^°j[{p%ij+r°j,tj)pb.u>'—{pj,jkJrr0j,j!t)p%,ijk] + 
+ <--ft [(pk.lk-\-rk,lk)pib,l]h — { Pk,]k~\-fk,jli)Pjk,ljk\—Q-

Это означает, что, заменив теперь А{ и р°и соответственно на 
AJ + hj и ~р°и + г°и, мы добьемся выполнения равенств 

A?pj-=0; Д&;,г,-Д?<2?,*—=0; 

Ьч\Тi,i},i)k—Ti.ik.ijb)— &] [Tj,ii,ijk—Tj,jh,ijk)-\-
-\-Ak\Tk,ik,i]k—Tk,]k,ijk)=Q-

Второе и третье из этих равенств позволяют выбрать такие 
гомоморфизмы К\]:&]]-*&г°и®А01 и Гы#:.Ж?/й^.$.2?®.4,/, что 

А 0 О 0 А 0 л1 „ А-Т1 - • А 0 " - 0 А С 0 Л - - ° 

для всех i, / , k. Заменив д|- на д); + Я,]у, а р?,;^ на р?,.7А + 
+ rlijk, мы получим A?Q?,(/=-0 И /S°jT0j,u,ijk—ДгТ?,гу,гу* — 0-
Отсюда, из равенства Ajpl-—0 и из точности последователь-
ности (#•) следует, что существуют гомоморфизмы $:&]-> 
- > ^ ! ® л / , г1,«/:ЯЬ->Я1®А./ и. r<tJ,ljk:u!ijk-*-rftj<*AtI т а к и е » 
что 

Р ;= . —- ДА*; Qi.tj — ̂ -tfi.ij'i kiTi,i],ijk=—kjTj,i],ijk. 

В такой случае_0=-=Р! + А^г-=-Д1(А?+^), _0=_Q?,iy--AVb/ — 
—f м ^ Ь — Ai (,pl.y + г|.../) « 0—А?( p°i,LjP%,i]it - р?, «•-•*+ 
+ р1цг°11,ць)~=ь}{р1и (Pjj.tjk+rli.ij^-pim)- _ Поэтому после 
замены А?' на Д?+^-?. р\,и н а Рыу + г Ь ; и p?/li/& на р°и,т+ 
+ i"1jrijk, мы придем к Р ' — О, Q°i,ij = Q (то есть будут выполнены 
условия (а) и (d), и кЧтЧ.и.иь^О, что позволяет с помощью по­
следовательности (#) добиться выполнения [g), то есть найти 
fl,iJ,ljk'®ljk-+&l®Aj, ДЛЯ КОТОРОГО T0

tlij,i]k=A\-fi,ij,iJk. 
Теперь уничтожим Р)у. Из равенств (a), (d) и / - = 0 следует, 

что А°иРх
и = 0, поэтому (#) дает гомоморфизм. :\,?/:&?;-* .Я)у®Л(1/ 

такой, __ что Plj=—A}j-X2ij. Равенство _ 0 = р[ /+Д 1 ( Г ^ = 
'• = '&]](А*]+К2Ц) показывает, что заменив А?у на Д.У+Я?/, мы. 
добьемся выполнения условия (6). 

Для того, чтобы получить (е) и (/), проверим, что A^QM/*.— 
= A0ijQ0tj,ijk' Действительно, из (d), (g), определения Qap. То& 
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Ио / 2<Г0 с л е д у е т ' ч т о AOijQb,ijb = h°iQluif Пропустим гомоморфизм 
&uQu.tjk'&m -*• ^и^лЛц- '— &ijk®AtI через эпиморфизм 
&ijk®Aj'->9r

ijk®Al и получим гомоморфизм л1у-А такой, что 

&iQi,ijlt = AljQij,ijk = —kl/k'fajlr 
Отсюда 

И 

0—Аг/Р;/>^/г + Аг/Д1
/д----Д°Д^°л^ + р°/1Г.уд]/й) — 

=- &и [ 9u.Uk [&hk + A-l/ft) — ДЬ pi/,г/л], 
поэтому после замены A'yfi на &]„+%}» получаем A?Q"iy*.—О 
к AijQij,ijk=Q. Но тогда последовательность (#) дает гомомор-
фйзмы r°l,i]k'M\]k-+gPi®AtI и r4,i]k-M\]-^^ijk®Aj, для которых 
Q?,^-—Д]г1,г/А и Qb.ijk=*b\jr)j,ijk. Отсюда 

Q—Ql,ijk—'^•ifl,iJh = pl,llk^Uk — ^i \ РЫ/f t+ ''*.«./*) 
И 

Q==Q.ii,l]k — k.i]>"lj,llh — 9lj,l]k£4Jk — k-lJ [ Ptj.Uk + fU.iJIt) 

и, заменяя ~p]liJk на p ! , p + r ! l W , a pjj.tjk на ply-i^+rly,^, мы 
добьемся выполнения (е) и (/). 

Наконец, применяя (а) и (е), получаем 

&tJkPljk = &iik&ljk&U!i = Д( Pl,ijkki]kb-ljk — 

==д?д. рЬ^*--д?д!д?р?,у*+(.--/Д1) Qbyfc-o, 
откуда (и из (#)) находим h\]k'9%]k->jR\jk®Aj такой, что P)jk= 
= —^1)к^цк- Это означает, что д1у/г (A.-/ft + ^2/ft).-= 0, то естьпосле 
замены Д^А на Д?;* + ^ * (с) тоже будет выполнено. _ _ 

Итак, пусть у нас есть набор гомоморфизмов Д£, раз, для 
которого условия (а) — (g) выполнены. Покажем, как построить 
продолжение пучка F на XXS до пучка F на XXS'- В силу 
(а), ф), (с) пучки .F a на Ua,xS', определенные равенствами 
^ - - . ^ " / I m A l i , ЯВЛЯЮТСЯ когерентными А'-плоскими С?а®Аг-
модулями, продолжающими деформации F-, на U-X->- Условия 
(d), (e), (/) показывают, что связывающие гомоморфизмы р^а 
•опускаются до гомоморфизмов g"ap:Fa ~+&"p\uaxs', индуцирующих 
тождественное отображение на Fx = ^\uaxs и потому являю­
щихся изоморфизмами. Наконец, условие (g) дает gypgpa—gya.-
Определив теперь изоморфизмы aij-^r'J\uu-^^"i\ui,. как сг-у = 

206 

9u.Uk


—gi'ii-gj]^, получим oi}-ajk = aik. Поэтому после склеивания 
лучков ЗГ{ на U. с помощью отображений о.,- мы получим ко­
герентный, плоский над S' пучок F ' на XXSV который яв­
ляется продолжением деформации F . 

(ш) Предположим теперь, что препятствие [со.] к продол­
жению деформации F с S на S' равно нулю, и будем сравни­
вать различные продолжения между собой. 

Пусть F и F ' —два продолжения деформации !У когерент­
ного (ЗУмодуля F до деформации с базой 5 ' . Как и при дока­
зательстве первой части (Ш) выберем семейства гомоморфизмов 
Да :52а - > - % а ~ ; р$а'.&а ->&$, ПрОДОЛЖаЮщИХ АаИрра. | а | + ? < 4 
•такие, что диаграмма 

11 
91'\—*~+91>\-

Рра 

\ 

Р(3а 

t "Ч\ • 

А- Д° 
— - . # > ° — > # • „ 

"^ 

ЯК 'Ч &i\ua->w\\ua-*®i\u^n\ua 
жоммутэтивна и имеет точные строки. 

Пусть Аа и рра — аналогичные семейства гомоморфизмов для 
шучка ,&". Гомоморфизмы \l=hl—A« и Гра — рра —рр« равны 
нулю mod/, поэтому мы получаем гомоморфизмы 
%i'Ml-+&V®Aj, ?==1,2 и /&:#<;-*«g®.4./, -7=0,1,2. 

Положим cP/=--A?MeHom(U£; &\,Fi®AJ) и ^=-A ;V/,j, — А?г?.4/6 
•'6Hom(U,,; •&?,, &~U®AJ)- ИЗ свойств гомоморфизмов А, р и ра-

л л—— -i л •П~~() ^ 0~~"0 

венства /-—0 следует, что срг----— Д;Д.; %- —Дгры/ —--/Р-М-Ь 
'откуда 

(<?Ф). =-- - Д°д] Д* = - А?Д]А" == 0; 
(6ф)|у - Д?А|р1, и.- A/°AJp̂ y = ДЖрыг- АЖр}.!./---
={д? р?,г,• - A5py°,i;) АЬ - (А?р?,гу - ffl.„)АЬ - ( А Й Ч ? 

(вгЙуА--= (Afp?,iу — А"~$,и)~р°ц,ць— (А?Ры*—• А*Рм*) Pi*.u*+ 
+ (Д°р°, jk — A^l,Jk)~p%, г/л — А? ( Pu/p/му* - 9i,ik~9ikAjk) — ' 

- А / ( р°,г;"р?/.г/й—"p/.̂ P7A.O-ft) + A°( pl.ii^.ijk—Ph.jkPjn.m)^ 

Jr&.°'Kl{fk,lk,ijk—fk,jk,lJk)=Q> 
-то есть ф+л])--коцикл в С1. 

Если деформации #"' и .""" — эквивалентные продолжения 
.деформации F , то существуют Л'-изоморфизмы Sa ' . ^^F . , , 
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индуцирующие тождественный автоморфизм на £Fa. Изоморфизмы; 
5 а включаются в последовательность изоморфизмов sl'M'l^.9l'lt. 
для которых диаграммы 

Э/.7 _ 
д" р% 

- ^ r 1 #'2->-Я'- •Я'а^З'а 

•I Л а 1 + рра4-
л л Н а 

а + 
Я ' ^ я т 1 ЯЧ-+Щ &'0а~>р'а 

коммутативны. Образ гомоморфизма х* — 5/А? — А?: -®'? -*•-*"" I у. 
лежит в / F ' | j / . , так как s.A? и Д? индуцируют один и тот же-
гомоморфизм 5B'e{to}Fa. Поэтому %6G°. Тогда 

dx,-WA?)A!-(s,A?-A?)S—АИ-Ф, 
и 

(6x) v - («А°-_л5) р?., г - № - А?) р?,„ == 5;-д?, - дЭД.1} -
— sAij-j-AiPi,ij — hiPt,ij — AOjp0j,ij = ^ij. 

Таким образом, для эквивалентных деформаций Ф+-|)=й?х» сле­
довательно, для двух продолжений деформации F корректно 
определен их разностный класс—элемент {&' — &"\с$ё} (С). 

Покажем, что группа Н1 (cj-) транзитивно действует на:. 
множестве продолжений деформации У. Пусть пучок 2F' 
на X X S' как и выше задается набором гомоморфизмов Да и р« 
и пусть коцепь cp + a^C1, ФбНага-т (Ut; Ш'\, ̂ t®Al), %$ 
6Hom---(U(;-; М'°и, &и®А1) представляет элемент а= [ф + г|)]б •" 
6Н1(С?^-). Покажем, что существует набор гомоморфизмов. 
Да и рдр, удовлетворяющий условиям (a)—(g) (и, следовательно, 
задающий продолжение У деформации ЗГ), для которого 
[fP" — -У'] = сг. Это означает, что Да и р$а должны удовлетво­
рять ^уравнениям Фг== Д?(А]--д]), .-J)iy..----A? [р).ц — Ям/) — 
— A°i(p0i,tj — p0i,ij)- Гомоморфизмы д2:^'а®А7->-?*г®л0/ сюръек-
тивны, поэтому существуют гомоморфизмы Л°:.Ж/а^~'а®л0-г 

такие, что ф;.= Д(.А?. По той же причине можно подобрать.. 
гомоморфизмы ro

itij:&Z/0
ij->-№'oi®AI, для которых ,-фу —Д;/";,*./ — 

—Afi,ij (можно, например, положить г;°,г^==0 и r},ij найти из-. 
эпиморфности Ду). Положим теперь А? = Д? + Л/, р?.г/ ='р?,гу+• 
+/"?,/у- Доказывая вторую часть утверждения (Ш), мы устано­
вили, что если препятствие со к продолжению деформации -~" 
имеет вид со = ^(Ф+г1з), где Фг = Д?.Лг и г|}г — дЦг".;, — Д?г?./;.-
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то существуют гомоморфизмы^ и рра, удовлетворяющие усло­
виям (a) — (g), такие что Д. — А! + А,г и p?,4---"pi1i+',i,j/< В слу­
чае набора д£, р$а коцикл со равен нулю и d(q>+4|,)----0 — со. 
Поэтому построенные уже гомоморфизмы А? и р?,гу включаются 
в набор А£, р|а, удовлетворяющий (а) — (g) и, следовательно, 
определяющий продолжение ЯР' деформации Ф с S на S'. По 
построению \3F"— F ] =-= [Ф+ifleH- (C'F). 

Итак, группа Н'(С^-)=Ех^(я; !ЗГ0, &0®AJ) транзитивно 
действует на множестве всех (с точностью до эквивалентности) 
продолжений деформации & над S до деформации над 5 ' . 

Выясним, может ли это действие иметь неподвижные точки. 
Рассмотрим деформацию &' с базой S', продолжающую F , и 
пусть элемент с — [-p + ifleH-(C^), ф ;:Я?->^®л/,' ^ : - S .'/-*• 
-*(PI]®AI, переводит SF' в деформацию F", изоморфную .-"'. 
Пусть s:3F'z,&" изоморфизм над S', тогда после ограничения 
иа S мы получаем автоморфизм С^х-гмодуля f\2F^3F. Если 
существует S'-автоморфизм / ' пучка &', продолжающий / , то 
изоморфизм s-f'~l:&' --5.F' индуцирует тождественный автомор­
физм ST. Но тогда гомоморфизмы (s/ /_1) Д? и Д,6 
.gHom(.t/--; .52'°, .-*;) индуцируют одно и то же отображение 
.52?->•#";, а поэтому их разность x;-=(--'//_1)S°—А?—это гомо­
морфизм Xi^i->F0®A/» то есть %гбС°. Покажем, что d%==-ф_+г|э. 
Действительно, по определению действия cr, •5xi = ((s/'""1) А°— 
_ д?) д!__А?д!- д? (А1-_А1)-Ф, и mv-hf'TWj-ffld.ij-
-(.si/T1A?--A?)p?(i/ = A?p?>i;---AyP5,u=^. Итак, (-—[d^-o, 
то есть в том случае, когда любой автоморфизм / пучка & 
поднимается до артоморфизма F , группа №(С^-) действует 
свободно. 

Если А'—••АЩ, то есть А' является A-модулем, то любая 
деформация F над S допускает продолжение на S', а именно 
F '•—F®AA'. Пусть f : F - b F автоморфизм, тогда f®idA-: 
: F'{to}F' — автоморфизм пучка F ' , продолжающий f. Поэтому 
деформация F ' не является неподвижной точкой для действия 
группы Н-('С0-), но на множестве всех продолжений (с точ­
ностью до эквивалентности) деформации F с 5 на S' эта 
группа действует транзитивно. Поэтому действие свободно. 
Утверждение (iv), а вместе с ним и предложение 4.7.4 пол­
ностью доказаны. • 
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