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О ВЛОЖЕНИИ СЧЕТНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ СЕПАРАБЕЛЬНЫХ 
МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ В СЛАБО БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫЕ КОМПАКТЫ 

А. В. И в а н о в 
В теории бесконечномерных пространств до сих пор остается нерешенной следую­

щая центральная проблема, сформулированная П. С. Александровым в 1948 г.: (1) всякий 
ли слабо бесконечномерный компакт счетномерен *)? С проблемой (1) связана проблема 
монотонности слабой бесконечномерности: (2) пусть X — слабо бесконечномерный ком­
пакт и У с Х , всегда ли У слабо бесконечномерно? Поскольку счетномерность монотон­
на по всем подмножествам и влечет слабую бесконечномерность, из положительного 
решения проблемы (1) следует положительное решение (2) и, наоборот, контрпример к (2) 
является контрпримером к (1). В связи с вышесказанным представляет интерес отыскание 
классов пространств 2), которые обладают слабо бесконечномерными компактными рас­
ширениями. В заметке доказано, что такими расширениями обладают счетные произведе­
ния пространств, лежащих в некотором классе 5Ш, который вводится на основе следую­
щего определения. Пусть X — компакт и У с ! Мы говорим, что У 8-заполняет Ху 
если существует замкнутое (в X) множество F cz У, которое пересекается со всеми под­
континуумами X диаметра ;>е. Мы говорим, что У заполняет X, если Y е-заполняет X 
для любого е > 0. По определению, пространство Z принадлежит классу 9J?, если суще­
ствует такой конечномерный компакт X =э Z, ЧТО X \ Z заполняет X. 

З а м е ч а н и е . Среди элементов класса 20? есть связные полные пространства. 
Обозначим через R множество рациональных точек отрезка / = [—1, 1]. Для каждой 

точки t 6 R определим отображение ht: I \ {t} -»- I по формуле ht(x) = sin ( J . Поло­
жим У = В{1, It, ht | t 6 R) {В — пространство Федорчука [2]), и пусть X — подпро­
странство в У, на котором естественная проекция я : У -*- / взаимно однозначна. Тогда 
X полно, связно и лежит в 2#. 

Т е о р е м а . Произведение счетного числа пространств, принадлежащих классу 50?, 
обладает слабо бесконечномерным компактным расширением. 

Л е м м а . Пусть S = {Хп, G5n} — счетный спектр из конечномерных бикомпактов 
с проекциями «на». Пусть для любого п и для любых дизъюнктных замкнутых множеств 
А, В С Хп существует такое k ^ п, что любое замкнутое множество С cz Х^, связы­
вающее (ШД)~М и (Зд)"1/?, пересекается с множеством точек взаимной однозначности 
предельной проекции S^: lim S -»- Xk. Тогда бикомпакт X = lim S слабо бесконечно­
мерен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем в X счетную систему дизъюнктных пар замкну­
тых множеств (At, Bt) (i = 0, 1, . . ., /г, . . .). Пусть число п таково, что 55ПЛ0 П 
П &пВо = 0- Пусть к ^ п — целое число, существующее по условию леммы для мно-

JV+1 
жеств $пА01 SnZ?0 и dim Xk = N. Множество М = U №ъАг П ^п^д не содержит 

г = 1 
точек взаимной однозначности отображения Sft, следовательно, существует такая пере­
городка С в Xk между &ьА0 и G5feZ?0, что С (] М = 0. Рассмотрим в X разбиение R+ 
нетривиальными элементами которого являются множества (Ш^)"1^, где х — произ­
вольная точка перегородки С. Факторное отображение -ф: X -*• X/R переводит дизъюнкт­
ные пары (At, Bt) (i = 1, . . . , i V + 1 ) в дизъюнктные пары (i|i<4$, ^Bt). Множество* 
ipS3^1C гомеоморфно С, следовательно, dim^Sj^C < N. Выберем теперь в X/R перего-

ДЧ-1 
родки Ct между множествами (я|)Л ,̂ ipi^) (i = l , . . . , iV-f-1) так, чтобы ^ЩгС П Л С* = 

г = 1 

= 0 (см. [1], стр. 535). Множества tJr^Qj^C = Щ*С и ф * 1 ^ суть перегородки в X 
соответственно между А0, В0\ и At, Bt (i = 1, . . . , N + 1), и пересечение этих перегоро^ 
док пусто. Лемма доказана. 

х) См. [1], глава X. 
2) Под топологическим пространством мы будем понимать метризуемое простран­

ство со счетной базой. 
14* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Пусть Xt £ 9# (i = l, . . . , п, . . .). Нам надо дока­
зать, что \\Xi вкладывается в слабо бесконечномерный компакт. Без ограничения общ-

оо 

яости мы можем считать, что Xj = Y j \ ( J F^, где Yf— конечный компактна замкнутые 
п=1 

множества Fl
n 1/м-заполняют Y% и F\ZD Fl

n при & > я . Положим Z1 — YlJ Zn = Zn-1x 

XYn (и > 1) и рассмотрим счетный спектр S — {Zu G5]+1}, где отображения $\+i суть 
проекции произведения ZtxYi+1 = Zi+1 на сомножитель Zj. В каждом пространстве Z* 

i 
положим Ф^ = U Угх . . . XYj^xF^xYj^x . . • x Y j . Множества Ф^, оче-
видно, замкнуты в Zt. Теперь определим на пространствах Zt разбиения Ri сле-

t - i 
дующим образом: если z £ U (^t)"1 Фь> то содержащим z элементом разбиения Л* 

будет множество m = (Sj)""1 55 jz, где I — наименьшее целое число, удовлетво-
г~1 . 

ряющее условию: Sjz £ Ф^. Если же z $ U (З^)"1 Ф£, то 2 является одноточечным эле-

ментом разбиения Л^. Путем непосредственной проверки нетрудно убедиться в том, что 
фактор-пространства ZtlRi хаусдорфовы и, следовательно, являются компактами. Опре­
делим проекции n\_i: Zf/Ri-+Zf-jRi-i по формуле п\_±х = tyi--№\_$iXx, где % — 
факторное отображение Zt в Zf/Rf. Это определение корректно, поскольку множество 
&\-$11х е с т ь элемент разбиения Л ^ . Получившийся обратный ^спектр {ZJARJ, n]/ } 
обозначим через 67Л. Предел этого спектра 71 = lim S/R и есть искомый слабо бесконеч­
номерный компакт. 

Обозначим через of: ( [ j ^ j = Нш # ) ->• f предел отображений %: Z$ ->• Z^Rf. Легко 
проверить, что ограничение г|? на [JZ$ с Пу^ — гомеоморфизм. Таким образом, [ j ^ i 
вкладывается в Т. Для доказательства слабой бесконечномерности Т проверим, что 
спектр S/R удовлетворяет условиям леммы. Пусть А и В — дизъюнктные замкнутые 
множества в Zt/Ri, Положим 8 = p(i |^M, я ^ Л ) *). Возьмем целое к ^ max (2/8, О» 

Пусть замкнутое множество Z) связывает в пространстве Zh/Rh множества (щ^А 
и Огф"1 Л. Тогда существует континуум К a D, который также связывает эти множества 

k 
(см. [3], стр. 179). Отображение тск взаимно однозначно в точках множества^ ( U (П5р_1Ф|). 

1=\ 
h . 

Поэтому достаточно показать, что tyk ( U (55i)~1(^)fl Кф0. Предположим противное. 
i = i a 

Тогда i l ^ 1 ^ — континуум в Zk ж diam ipjj1 Я" > е > 2//с. Следовательно (в силу построе­
ния Ф*1), ih-1if П Ф'1 ^ ^ "" п Р 0 Т И В 0 Р е ч ие. Теорема доказана. 

В заключение автор выражает благодарность В. В. Федорчуку за ценные советы 
и большое внимание к работе. 
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х) Мы считаем, что на всех пространствах Ẑ  задана метрика p(zr, z2) = / , — 

где pj — метрика на Yj, а хК # | — координаты точек zx, z2. 
з=1 1 


