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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Вопросы поиска-укëонения поäвижноãо объек-
та (äаëее — öеëи иëи укëоняþщеãося) от пресëе-
äоватеëя, снабженноãо оãрани÷енной обëастüþ
обнаружения, рассìатриваëисü в ряäе ìоноãрафий
[1—5] и ìноãо÷исëенных статüях. Заäа÷и поис-
ка-укëонения реøаëисü как саìостоятеëüно, так и
в раìках боëее общей заäа÷и пресëеäования-укëо-
нения.

Вна÷аëе реøаëисü заäа÷и поиска-укëонения
оäино÷ной öеëи.

В резуëüтате реøения заäа÷ опреäеëяëисü опти-
ìаëüные законы укëонения и виä зоны захвата —
поäвижной обëасти в пространстве поиска, приëе-
ãаþщей к обëасти обнаружения пресëеäоватеëя и
обëаäаþщей теì свойствоì, ÷то из то÷ек этой об-
ëасти укëонение невозìожно [2, 6].

Реøенные заäа÷и поиска-укëонения оäино÷-
ной öеëи отëи÷аþтся преäпоëоженияìи о:

— разìерности пространства поиска — на пря-
ìой [6, 7], на пëоскости [2, 3, 8] и в трехìерноì
пространстве [9];

— разìерах обëасти поиска — в оãрани÷енной
[3, 4] и неоãрани÷енной [5, 8] обëастях;

— кëассах стратеãий поиска-укëонения — в
÷истых [1—5] и сìеøанных стратеãиях [7, 8];

— виäах поисковых траекторий [2, 3, 5, 8, 10];
— ÷исëе поисковых систеì [2, 3, 5, 6].

Даëüнейøее развитие теория поиска-укëоне-
ния поëу÷иëа в связи с приìенениеì укëоняþ-
щиìся ëожных öеëей [11—18].

Наëи÷ие ëожных öеëей привоäит к инфорìа-
öионной äискриìинированности пресëеäоватеëя,
поскоëüку еìу äо ìоìента кëассификаöии неиз-
вестно, какуþ же из öеëей он обнаружиë — ëож-
нуþ иëи истиннуþ. Соответственно, пресëеäова-
теëü äоëжен затратитü опреäеëенные ресурсы äëя
обнаружения, кëассификаöии и, в сëу÷ае обнару-
жения ëожной öеëи, посëеäуþщеãо поиска (äоãо-
на) истинной öеëи. Это обстоятеëüство позвоëяет
коаëиöии соãëасованно äействуþщих öеëей со-
кратитü разìеры обëасти захвата истинной öеëи,
избежатü обнаружения истинной öеëи, увеëи÷итü
вреìя äо обнаружения истинной öеëи и äр.

В настоящей статüе привоäится обзор резуëüта-
тов реøения заäа÷ оптиìизаöии траекторий укëо-
нения оäино÷ной и ãрупповой öеëей на пëоскости
и в пространстве от обнаружения пресëеäовате-
ëеì, обëаäаþщиì оãрани÷енной зоной набëþäе-
ния. Законы укëонения опреäеëяþтся в резуëüтате
реøения заäа÷ в оптиìизаöионных (в сëу÷ае оäи-
но÷ной öеëи) и иãровых (в сëу÷ае ãрупповой öеëи)
постановках в преäпоëожении о тоì, ÷то на этапе
поиска пресëеäоватеëü äвижется по пряìоëиней-
ной траектории.

Широкое приìенение на практике пряìоëи-
нейных поисковых траекторий обусëовëено теì,
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÷то они оптиìаëüны в сìысëе ìиниìуìа вреìени
сбëижения с объектоì (на÷аëüной то÷кой) поиска.

Заäа÷и оптиìизаöии законов укëонения при
иных преäпоëожениях о виäах поисковых траекто-
рий реøаëисü в работах [1, 6, 10, 19].

1. ÓÊËÎÍÅÍÈÅ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

1.1. Óêëîíåíèå îäèíî÷íîé öåëè

Два объекта — пресëеäоватеëü P и öеëü E, об-
ëаäая оãрани÷енныìи скоростяìи, переìещаþтся
по пëоскости, иìея возìожностü в кажäый ìоìент
вреìени произвоëüно изìенятü направëения сво-
их äвижений («простые äвижения», по терìиноëо-
ãии работы [20]). Пресëеäоватеëü снабжен зоной
обнаружения в виäе круãа раäиусоì R (иëи круãо-
воãо сектора с параìетраìи (R, 2α)), öентр кото-
роãо совпаäает с еãо текущиì поëожениеì (рис. 1).
Цеëü обнаруживается при попаäании ее на ãрани-
öу зоны.

Ввоäится непоäвижная пряìоуãоëüная систеìа
коорäинат X0Y, на÷аëо которой совìещено с ис-

хоäныì поëожениеì пресëеäоватеëя P0, а поëожи-
теëüное направëение оси абсöисс совпаäает с век-
тороì еãо скорости.

Уравнение относитеëüноãо äвижения öеëи

 = v – u,  w(0) = w0, (1)

ãäе w = w(t) — äвуìерный вектор, направëенный
от пресëеäоватеëя P к öеëи E в ìоìент вреìени t.
Вреìенной ìасøтаб выбран так, ÷то ìаксиìаëü-
ная скоростü пресëеäоватеëя равна еäини÷ной,
u = (1; 0). Двуìерный вектор v управëения (ско-
рости) öеëи E поä÷инен оãрани÷ениþ ||v || m β < 1;
физи÷ески веëи÷ина β естü отноøение ìаксиìаëü-
ных скоростей öеëи и пресëеäоватеëя. Верхний
инäекс зäесü и äаëее обозна÷ает ìоìент вреìени;
сиìвоë 0 — нуëевой вектор, ||•|| — евкëиäова норìа.

Управëение öеëи опреäеëяется из усëовия ìак-
сиìизаöии ìиниìаëüноãо по вреìени расстояния
ìежäу неþ и пресëеäоватеëеì:

G = ||w(t)|| → . (2)

Реøение заäа÷и (1), (2) состоит в сëеäуþщеì
[1, 4, 6]. Цеëü укëоняется от обнаружения на ìак-
сиìаëüной скорости β. Независиìо от на÷аëüноãо
распоëожения öеëи, оптиìаëüной траекторией ее
укëонения явëяется пряìая ëиния, составëяþщая
с осüþ абсöисс уãоë ψ* = γ; cosγ = β (оптиìаëüные
веëи÷ины буäеì обозна÷атü «звезäо÷каìи»). Зона
захвата иìеет виä кривоëинейноãо треуãоëüника
ABCD (сì. рис. 1).

Уравнения пряìоëинейных ãраниö зоны за-
хвата:

при α < γ  y =  ± x ctgγ; (3)

при α l γ  y =  ± x ctgγ. (4)

При α l arccosβ пряìоëинейные отрезки каса-
þтся окружности, при α < arccosβ — кон÷аþтся в
уãëовых то÷ках сектора.

Знак ìинус соответствует ãраниöе в верхней
поëупëоскости, знак пëþс — в нижней.

Из форìуë (3) и (4) сëеäует, ÷то при фиксиро-
ванной поисковой траектории накëон пряìоëи-
нейных ãраниö зоны захвата не зависит от на÷аëü-
ноãо распоëожения öеëи и разìера öентраëüноãо
уãëа сектора. Наибоëüøий разìер зоны захвата äо-
стиãается при α = γ. Даëüнейøее увеëи÷ение уãëа
α не привоäит к расøирениþ зоны захвата.

Функöия y = cosx ÷етная, поэтоìу öеëü иìеет
äве траектории укëонения, оптиìаëüные в сìысëе
критерия (2); они перпенäикуëярны пряìоëиней-
ныì ãраниöаì зоны захвата. Обе траектории äос-

Рис. 1. Плоскостные зоны захвата одиночной цели при круговой (а) и секторной (б) зонах обнаружения
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тавëяþт ìаксиìуì критериþ (2), но ìаксиìуìы не
равны. Гëобаëüный ìаксиìуì соответствует äви-
жениþ öеëи в той же поëупëоскости, ãäе нахоäит-
ся ее на÷аëüное поëожение.

Укëонение öеëи из то÷ек, ëежащих внутри тре-
уãоëüника ABCD, невозìожно. Дëя сокращения
разìера зоны захвата испоëüзуется ëожная öеëü.

1.2. Óêëîíåíèå ãðóïïîâîé öåëè

Три объекта — пресëеäоватеëü P, истинная E
1
 и

ëожная E
2
 öеëи переìещаþтся по пëоскости с

оãрани÷енныìи скоростяìи, иìея возìожностü в
кажäый ìоìент вреìени произвоëüно изìенятü
направëения своих äвижений.

Как уже отìе÷аëосü, пресëеäоватеëü снабжен
круãовой зоной обнаружения раäиусоì R, öентр
которой совпаäает с еãо текущиì поëожениеì, и
öеëü обнаруживается при попаäании ее на ãраниöу
этой зоны. До ìоìента обнаружения какой-ëибо
из öеëей пресëеäоватеëü äвижется по пряìоëиней-
ной поисковой траектории с ìаксиìаëüной ско-
ростüþ. Посëе обнаружения öеëи — по траектории,
соответствуþщей ìиниìуìу вреìени äо кëасси-
фикаöии обнаруженной öеëи. Кëассификаöия öе-
ëи осуществëяется пресëеäоватеëеì с расстояния
r m R.

В непоäвижной (исхоäной) пряìоуãоëüной
систеìе коорäинат X0Y (сì. рис. 1, а), на÷аëо ко-

торой совìещено с исхоäныì поëожениеì P0 пре-
сëеäоватеëя, а поëожитеëüное направëение оси
абсöисс совпаäает с вектороì скорости пресëеäо-
ватеëя при t = 0, пряìоëинейной поисковой траек-
тории соответствует зона захвата в виäе сиììет-
ри÷ноãо кривоëинейноãо треуãоëüника, оãрани-
÷енноãо äуãой окружности и äвуìя касатеëüныìи
к окружности, пересекаþщиìися в то÷ке с коор-
äинатаìи (R/β

1
, 0), ãäе β

1
 — отноøение скоростей

истинной öеëи и пресëеäоватеëя.

В на÷аëüный ìоìент вреìени обе öеëи нахо-

äятся в оäной то÷ке  =  = E 0 вне зоны об-

наружения, но внутри обëасти захвата.

Проöесс противоäействия пресëеäоватеëя и
систеìы öеëей состоит из этапа поиска и этапа
отвлечения (пресëеäоватеëя).

Уравнения относитеëüноãо äвижения öеëей

 = v
i
 – u;  i = 1, 2, (5)

ãäе w
i
 = w

i
(t) — äвуìерный вектор, направëенный

от пресëеäоватеëя P к öеëи E
i
 в ìоìент t; u, v

i
 —

äвуìерные векторы управëений (скоростей) öе-
ëей E

i

||u || m 1,  ||v
i
|| m β

i
 < 1. (6)

Управëение пресëеäоватеëя явëяется проãраì-
ìныì на этапе поиска, позиöионныì — на этапе
отвëе÷ения äо ìоìента кëассификаöии обнару-
женной öеëи и проãраììныì — посëе этоãо ìо-
ìента. Управëения öеëей — позиöионные.

Коаëиöия öеëей соãëасованно ìаксиìизирует
ìиниìаëüное по вреìени расстояние ìежäу пре-
сëеäоватеëеì и истинной öеëüþ:

G
1
 = ||w

1
(t)|| → .

Пресëеäоватеëü ìиниìизирует вреìя от ìо-
ìента перви÷ноãо обнаружения öеëи äо ìоìента
ее кëассификаöии

G
2
 = T – s → ,

ãäе ìоìенты s и T опреäеëяþтся соотноøенияìи
||w

2
(s)|| = R, ||w

2
(T )|| = r.

В тоì сëу÷ае, коãäа обнаруженная öеëü — ис-
тинная, пресëеäоватеëü посëе ее кëассификаöии
осуществëяет то÷е÷нуþ встре÷у с ней. В против-
ноì сëу÷ае — проäоëжает äвижение в выбранноì
направëении.

Реøаеìая заäа÷а äвухкритериаëüная и реøается
поэтапно. В соответствии с ìетоäоì äинаìи÷ес-
коãо проãраììирования вна÷аëе нахоäятся опти-
ìаëüные управëения äëя этапа отвëе÷ения (этап 2),
а затеì — äëя этапа поиска (этап 1).
Этап отвлечения. Ввоäится вспоìоãатеëüная

непоäвижная систеìа коорäинат X s0s
Y

s, на÷аëо

которой совпаäает с поëожениеì P s пресëеäовате-
ëя в ìоìент s обнаружения ëожной öеëи, а осü абс-

öисс прохоäит ÷ерез поëожение  обнаруженной

öеëи тот же ìоìент (рис. 2). Моìент s приниìа-
ется в ка÷естве нуëевоãо и от неãо веäется отс÷ет
вреìени на этапе пресëеäования.

Постановка заäа÷и синтеза оптиìаëüных зако-
нов управëения пресëеäоватеëя и öеëей на этапе
отвëе÷ения вкëþ÷ает в себя:

— уравнения äвижения  = v
i
 – u; i = 1, 2;E1

0
E2

0

w· i

min
t

max
v
1
v
2

,

min
u

Рис. 2. Оптимальные траектории объектов на этапе отвлечения

E2
s

w· i
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— на÷аëüные усëовия  = w
i
(s); i = 1, 2,

||w
2
(s)|| = R;

— критерии G
1s
 = ||w

1
(t)|| → , G

2s
 = T →

→ ;

— усëовие кëассификаöии ||w
2
(T )|| = r.

Постановка и реøение заäа÷и иëëþстрируþтся
рис. 2, ãäе äëя опреäеëенности принято, ÷то уãоë

ìежäу вектораìи ,  : δs > 0. Зäесü и äаëее по-

ëожитеëüныì с÷итается направëение отс÷ета уã-
ëов против ÷асовой стреëки.

Реøение заäа÷и состоит в сëеäуþщеì [15].
� Пресëеäоватеëü реаëизует аëãоритì параëëеëü-

ноãо сбëижения.
� Все объекты äвижутся по пряìыì с ìаксиìаëü-

ныìи скоростяìи.
� Цеëи äвижутся в разные поëупëоскости отно-

ситеëüно оси абсöисс систеìы X s0s
Y

s.
� Геоìетри÷еское ìесто то÷ек r встре÷и пресëе-

äоватеëя и ëожной öеëи — преäставëяет собой

оваë Декарта с фокусаìи в то÷ках P s и .

В поëярной систеìе коорäинат с поëþсоì в

то÷ке P s
 и поëярной осüþ, совпаäаþщей с 0S

X
S,

оваë описывается уравнениеì [21]:

(1 – )ρ2 + 2( r – Rcosϕ)ρ + R2 – r
2 = 0

ãäе ρ — раäиус-вектор то÷ки оваëа, ϕ — уãоë ìежäу
траекторией пресëеäоватеëя и осüþ абсöисс.

� Уãëы, образованные пряìой P s  и оптиìаëü-

ныìи траекторияìи объектов, опреäеëяþтся
соотноøенияìи:

— äëя ëожной öеëи E
2
: cos  = β2σ, sign  =

= –signδs;

— äëя пресëеäоватеëя: cosϕ* = σ +

+ , signϕ* = –signδs;

— äëя истинной öеëи E
1
:

 = γ
1
 + ϕ*,  sign  = signδs, (7)

ãäе σ = r/R; cosγ
1
 = β

1
.

Зäесü и äаëее первая öифра äвузна÷ноãо инäек-
са в законе управëения указывает ноìер öеëи, вто-
рая — ноìер этапа.

Из форìуëы (7) и рис. 2 сëеäует, ÷то оптиìаëü-
ная траектория укëонения истинной öеëи E

1
 пер-

пенäикуëярна ãраниöе зоны захвата, которая со-
ответствует траектории пресëеäоватеëя на этапе
отвëе÷ения.

� Миниìаëüное расстояние ìежäу пресëеäовате-
ëеì и истинной öеëüþ

 = || ||cos(| | – |δs |)

äостиãается в ìоìент

τ = || ||(1 – )–1/2sin(| | – |δs |).

� Кëассификаöия обнаруженной (ëожной) öеëи
происхоäит в ìоìент

T = R  – r.

Напоìниì, ÷то вреìя отс÷итывается от ìоìен-
та s и скоростü пресëеäоватеëя принята равной
еäини÷ной.
� В зависиìости от скоростных характеристик

öеëей и реаëизовавøихся в ìоìент s поëоже-

ний векторов  и  возìожны äва сëу÷ая:

— найäется, по крайней ìере, оäно управëение

ëожной öеëи, при котороì | | – |δs | = |γ
1
 +

+ ϕ*(ψ
22

)| – |δs | = 0;

— äаже при оптиìаëüноì управëении öеëей

| | – |δs| > 0.

В первоì сëу÷ае ìиниìаëüное расстояние ìеж-
äу пресëеäоватеëеì и истинной öеëüþ äостиãается

в ìоìент на÷аëа этапа отвëе÷ения, и  = | |.

Во второì сëу÷ае пресëеäоватеëü и истинная
öеëü проäоëжаþт сбëижатüся. Этот сëу÷ай, соот-
ветствуþщий боëее тяжеëыì усëовияì укëонения
истинной öеëи, рассìатривается äаëее.
Этап поиска. Постановка заäа÷и синтеза опти-

ìаëüных законов управëения öеëей на этапе поис-
ка вкëþ÷ает в себя:

— уравнения äвижения (5) и (6); в исхоäной
систеìе коорäинат X0Y, по преäпоëожениþ, управ-
ëение пресëеäоватеëя на этапе поиска u = (1; 0);

— терìинаëüное усëовие ||w
2
(s)|| = R;

— критерий

 = || ||cos(| | – |δs|) → . (8)

В работе [15] показано, ÷то на этапе поиска оп-
тиìаëüныìи траекторияìи öеëей сëужат пряìые,
по которыì öеëи äвижутся с ìаксиìаëüныìи ско-
ростяìи. Поэтоìу критерий (8) ìожно переписатü
в сëеäуþщеì виäе:

 = || ||cos(| | – |δs |) → ,  0 m t m s,

ãäе ψ
i1
, i = 1, 2 — уãоë ìежäу траекторией öеëи E

i

и осüþ абсöисс исхоäной систеìы X0Y.
Выпоëниì ряä построений (рис. 3). Обозна÷иì

сиìвоëоì P S то÷ку, в которуþ пресëеäоватеëü пе-

wi
s

min
t s≥

max
v
1
v
2

,

min
u

w1
s
w2

s

E2
s

β2
2 β2

2 β2
2

E2
s

ψ22
* ψ22

*

β2
2

1 β2
2–( ) 1 β2

2σ2–( )

ψ12
* ψ12

*

G1s
* w1

s ψ12
*

w1
s β1

2 ψ12
*

1 β2
2σ2–( ) 1 β2

2–( )
1–

w1
s

w2
s

ψ12
*

ψ12
*

G1s
* w1

s

G1s
* w1

s ψ12
* max

v
1
v
2

,

G1s
* w1

s ψ12
* max

ψ
11

ψ
21

,
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реìестится за вреìя поиска. Обëастü возìожных
позиöий öеëи E

i
, i = 1, 2 в ìоìент s — окружностü

раäиусоì β
i
s с öентроì в то÷ке E 0.

Пустü  и  — поëожения öеëей в ìоìент s.

Из то÷ки P s отëожиì от пряìой P s  в направëе-

нии пряìой Ps  уãоë  > 0. Из то÷ки  опус-

тиì перпенäикуëяр на сторону P s
B этоãо уãëа. Тоã-

äа зна÷ение функöионаëа  естü äëина катета

P
s
B пряìоуãоëüноãо треуãоëüника P s

B .

При ëþбоì фиксированноì поëожении то÷ки

 (фиксированноì управëении ψ
21

 ëожной öеëи)

äëина катета ìаксиìаëüна, есëи управëение ψ
11

выбрано такиì образоì, ÷то отрезок B касается

окружности раäиусоì β
1
s. Соеäиниì то÷ки P s

E
0

пряìой и ввеäеì обозна÷ения: ∠E 0
P

s   δ
1
,

∠E 0
P

s   δ
2
, ∠ P

s   δs, ∠E 0
P

s
x  q s.

Максиìуì в выражении (8) äостиãается в тоì
сëу÷ае, есëи уãëы δ

1
 и δ

2
 иìеþт разные знаки.

Рис. 3 соответствует сëу÷аþ δ
1
 > 0, δ

2
 < 0.

Опустиì из то÷ки  перпенäикуëяр на пря-

ìуþ P s
E

0. Основание перпенäикуëяра — то÷ка A
(сì. рис. 3).

При ëþбоì фиксированноì управëении ψ
21

ëожной öеëи и оптиìаëüноì повеäении истинной

öеëи  > 0 (сì. рис. 3):

 =  = |P s
C | + |BC | =

= cos(| | – |δ
2
|) + β

1
s,

ãäе l 0 = ||w0|| — на÷аëüное расстояние ìежäу пре-
сëеäоватеëеì и ãрупповой öеëüþ.

Так как отрезки P s
B и E 0  параëëеëüны, то

∠E 0
P

s
B = ∠AE 0 , т. е., с у÷етоì знаков уãëов

, δ
1
, δ

2
 и q s,  + δ

2
 =  – q s.

Отсþäа сëеäует, ÷то оптиìаëüная траектория
öеëи E

1
 на этапе отвëе÷ения составëяет с осüþ абс-

öисс систеìы X0Y уãоë  =  + δ
2
 + q s. Но, по

построениþ (сì. рис. 3), суììа  + δ
2
 + q s естü

уãоë, который составëяет с осüþ абсöисс опти-
ìаëüная траектория öеëи E

1
 на этапе отвëе÷ения,

вы÷исëенный в систеìе X0Y. Сëеäоватеëüно, ис-
тинная öеëü E

1
 на обоих этапах äвижется по оäной

и той же пряìой.
Перейäеì к нахожäениþ оптиìаëüноãо управ-

ëения öеëи E
2
.

В треуãоëüнике P s
E

0 : ∠P s
E

0  = π – |qs – ψ
21

|.

Поэтоìу

sin|δ
2
|/β

2
s = sin|q s – ψ

21
|/R, (9)

ãäе

tgqs = (l 0sinq0)/(l 0cosq0 – s), (10)

а ìоìент s естü ìенüøий коренü уравнения

(l 0cosq0 + β
2
s cosψ

21
 – s)2 +

+ (l 0sinq0 + β
2
s sinψ

21
)2 = R2. (11)

Максиìизаöия  по ψ
21

 с у÷етоì усëовий

(9)—(11) позвоëяет найти оптиìаëüное управëение

 ëожной öеëи E
2
 на этапе поиска.

Реøение уравнения  = R относитеëüно

коорäинат вектора w0 опреäеëяет ãраниöу обëасти
на÷аëüных позиöий внутри зоны захвата, из кото-
рой возìожно укëонение истинной öеëи при на-
ëи÷ии ëожной öеëи.

На рис. 4 изображены кривые 1—3, соответс-
твуþщие ãраниöаì такой обëасти. Кривые постро-

E1
s

E2
s

E2
s

E1
s ψ12

* E1
s

G1s
*

E1
s

Рис. 3. Оптимальные траектории объектов на этапе поиска

E2
s

E1
s

E1
s

=
∆

E2
s

=
∆

E1
s

E2
s

=
∆

=
∆

E1
s

ψ11
*

G1
* max

ψ
11

G1s
*

l
0

q
0

cos s–( )
2

l
0

q
0

sin( )
2

+ ψ12
*

E1
s

E1
s

ψ12
* ψ12

* ψ11
*

ψ11
* ψ12

*

ψ12
*

E2
s

E2
s

G1
*

ψ21
*

max
ψ
21

G1
*

Рис. 4. Границы плоскостных зон захвата при наличии
групповой цели
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ены äëя зна÷ений β
1
 = β

2
 = 0,4 и σ = 0 (кривая 1),

σ = 0,2 (кривая 2), σ = 0,4 (кривая 3). Укëонение

возìожно из то÷ек, ëежащих правее соответствуþ-

щих кривых.

Оптиìаëüный ìаневр коаëиöии öеëей нееäинс-

твен. Дëя кажäоãо на÷аëüноãо поëожения E 0 су-

ществуþт äва оптиìаëüных ìаневра ãрупповой öе-

ëи, эквиваëентных в сìысëе критерия ||w
1
(t)||.

Эти ìаневры связаны сëеäуþщиì образоì.

Пустü s — ìоìент обнаружения ëожной öеëи прес-

ëеäоватеëеì при оптиìаëüноì ìаневрировании

öеëей, P s,  и  — поëожения в этот ìоìент

пресëеäоватеëя, истинной и ëожной öеëей. То÷ка

 явëяется то÷кой пересе÷ения окружности ра-

äиусоì β
2
s с öентроì в то÷ке E 0 и окружности ра-

äиусоì R с öентроì в то÷ке P s (рис. 5). Соеäиниì

то÷ки P s и E 0 отрезкоì и ÷ерез то÷ку  провеäеì

пряìуþ, перпенäикуëярнуþ этоìу отрезку. То÷ку

пересе÷ения этой пряìой с окружностüþ раäиуса

β
2
s обозна÷иì . Отрезок P s

E
0 явëяется среäин-

ныì перпенäикуëяроì äëя отрезка . Поэтоìу

то÷ка  явëяется второй то÷кой пересе÷ения ука-

занных окружностей. Испоëüзуя отрезок P s
E

0 как

осü вращения, совìестиì то÷ки  и . При этоì

то÷ка  перейäет в некоторуþ то÷ку . То÷ки

 и  соответствуþт второìу оптиìаëüноìу ìа-

невру ãрупповой öеëи. Действитеëüно,

|P s | = |P s |,  |E 0 | = |E 0 | = β
1
s,

|E 0 | = |E 0 | = β
2
s,

а взаиìное распоëожение пресëеäоватеëя и öеëей
на пëоскости в ìоìент s при указанноì вращении
не изìеняется. Оптиìаëüныì ìаневраì соответст-
вуþт траектории истинной öеëи, перпенäикуëяр-
ные верхней и нижней ãраниöаì зон захвата, по-
строенныì относитеëüно траекторий пресëеäова-
теëя на этапе отвëе÷ения.

Такиì образоì, наëи÷ие ëожной öеëи не тоëü-
ко сокращает разìеры зоны захвата, но и увеëи÷и-
вает ÷исëо оптиìаëüных ìаневров укëонения ис-
тинной öеëи.

2. ÓÊËÎÍÅÍÈÅ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

2.1. Óêëîíåíèå îäèíî÷íîé öåëè

В пространстве переìещаþтся с оãрани÷енны-
ìи скоростяìи äва объекта — пресëеäоватеëü P и
öеëü E.

Ввоäится непоäвижная äекартова систеìа коор-
äинат 0XYZ, на÷аëо которой совпаäает с исхоäныì

поëожениеì пресëеäоватеëя P 0; поëожитеëüное
направëение оси абсöисс совпаäает с направëе-
ниеì еãо вектора скорости; осü 0Y перпенäи-
куëярна оси 0X в ãоризонтаëüной пëоскости; осü
0Z äопоëняет их äо пряìоуãоëüной систеìы ко-
орäинат.

Уравнение относитеëüноãо äвижения öеëи

 = v – u,  w(0) = w0, (12)

ãäе w = w(t) = [x(t), y(t), z(t)] — трехìерный вектор,
направëенный от пресëеäоватеëя P к öеëи E в ìо-
ìент t. Оси коорäинат поäвижной систеìы, свя-
занной с текущиì поëожениеì пресëеäоватеëя, и
непоäвижной систеìы параëëеëüны; вреìенной
ìасøтаб выбран так, ÷то ìаксиìаëüная скоростü
пресëеäоватеëя равна еäини÷ной, u = (1, 0, 0).
Трехìерный вектор v управëения (скорости) öеëи
E поä÷инен оãрани÷ениþ ||v || m β < 1.

Пресëеäоватеëü снабжен теëесной зоной обна-
ружения, которая аппроксиìируется пересе÷ени-
еì эëëипти÷ескоãо конуса с эëëипсоиäоì, при÷еì:

— верøина конуса и öентр эëëипсоиäа совпа-
äаþт с текущей позиöией пресëеäоватеëя;

— образуþщие конуса в ãоризонтаëüной и вер-
тикаëüной пëоскостях составëяþт с осüþ 0X уãëы
α и δ, соответственно;

— в поäвижной систеìе коорäинат, связанной
с текущиì поëожениеì пресëеäоватеëя, эëëип-
соиä и конус пересекаþтся в пëоскости x = kD,
0 < k < 1, ãäе D — äëина поëуоси эëëипсоиäа, ори-
ентированной вäоëü оси абсöисс.

В ÷астных сëу÷аях теëесная зона обнаружения
ìожет бытü пересе÷ениеì круãовоãо конуса и øара
иëи просто øароì.

min
t

Рис. 5. Структура множества оптимальных траекторий
групповой цели на этапе поиска
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Матеìати÷еское описание теëесной зоны обна-
ружения:

Ω = (x, y, z): (13)

ãäе n2 = k2/(1 – k2) [9].

Цеëü с÷итается необнаруженной, есëи w(t) ∉ Ω,
t l 0.

Ввоäится ка÷ественный критерий G, прини-
ìаþщий зна÷ение 1, есëи w(t) ∉ Ω, 0 m t < ×, и 0 —
в противноì сëу÷ае. Тоãäа заäа÷а оптиìизаöии

траектории укëонения своäится к заäа÷е G → .

Провеäеì пëоскостü, перпенäикуëярнуþ к оси
абсöисс и прохоäящуþ ÷ерез то÷ку x = h; 0 m h m D.
Обозна÷иì поëу÷ивøееся се÷ение зоны обнаруже-
ния Ω сиìвоëоì S(h) = S

h
. Этиì же сиìвоëоì бу-

äеì обозна÷атü и пëоскостü, в которой распоëоже-
но се÷ение. Граниöей се÷ения сëужит эëëипс ∂S

h
:

 +  = 1;

нижний инäекс указывает на зависиìостü пара-
ìетров эëëипса от коорäинат се÷ения. В соответс-
твии с выражениеì (13) эëëипсы ∂S

h
, отве÷аþщие

разëи÷ныì зна÷енияì h, поäобны, и a
h
/b

h
 = tgα/tgδ.

Пустü α > δ, так ÷то a
h
 > b

h
, 0 < h < D.

Обозна÷иì сиìвоëоì C
h
 эëëипти÷еский öи-

ëинäр с основаниеì S
h
:

C
h
 = (x, y, z):  +  – 1 = 0 ,

0 m h m D.

Обозна÷иì сиìвоëоì ∆(w0) обëастü захвата.
Она принаäëежит внутренности эëëипти÷ескоãо

öиëинäра C
kD

. Из исхоäных позиöий w0, принаä-

ëежащих боковой поверхности и внеøности öи-
ëинäра C

kD
, заäа÷а укëонения реøается, напри-

ìер, управëениеì v = (–β, 0, 0).

Заäа÷а о построении закона укëонения реøает-
ся в äва этапа [9]. Вна÷аëе ставится и реøается за-
äа÷а об укëонении в пространстве от пëоской
фиãуры — оãрани÷енноãо эëëипсоì се÷ения S

h
 те-

ëесной зоны обнаружения пëоскостüþ, перпенäи-
куëярной направëениþ äвижения пресëеäоватеëя.
Затеì, на основе поëу÷енных резуëüтатов, нахо-

äится реøение заäа÷и об укëонении в пространст-
ве от теëесной зоны Ω.
Уклонение в пространстве от плоской зоны об-

наружения. Укëонение öеëи от се÷ения S
h
 состоит-

ся, есëи в ìоìент T попаäания то÷ки w(T ) на бо-
ковуþ поверхностü öиëинäра C

h
 выпоëняется не-

равенство x(T ) l h.
Поэтоìу заäа÷а оптиìизаöии траектории укëо-

нения öеëи от обнаружения се÷ениеì S
h
 своäится

к заäа÷е оптиìаëüноãо управëения с уравнениеì

äвижения (12), критериеì G = x(T ) →  и тер-

ìинаëüныì усëовиеì

 +  – 1 = 0. (14)

С поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Л.С. Понт-
ряãина показывается, ÷то реøение заäа÷и состоит
в сëеäуþщеì [9].

Дëя öеëи оптиìаëüна пряìоëинейная траекто-
рия укëонения, по которой она äвижется с ìакси-
ìаëüной скоростüþ β. Пустü ψ

x
 — уãоë, который

составëяет траектория (вектор скорости v) öеëи с
осüþ абсöисс непоäвижной систеìы коорäинат,
ψ
y
— уãоë, который составëяет с осüþ 0Y проекöия

v
YZ

 вектора v на пëоскостü Y0Z (рис. 6). На опти-

ìаëüной траектории укëонения

cos  = β, (15)

ctg  = • . (16)

Поясниì ãеоìетри÷ескуþ интерпретаöиþ соот-
ноøения (16). Пустü w(T ) = [x(T ), y(T ), z(T )] —
позиöия öеëи в поäвижной систеìе коорäинат в
ìоìент ее выхоäа на боковуþ поверхностü öи-

y
2

tg
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z
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D
2
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2
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2
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2
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2
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


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



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y
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2
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

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2
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2
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Рис. 6. Пространственная диаграмма скоростей
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ëинäра C
h
. Пара [y(T ), z(T )] уäовëетворяет урав-

нениþ эëëипса (14). Уравнение норìаëи к эëëип-
су, прохоäящей ÷ерез то÷ку [y(T ), z(T )], z(T ) ≠ 0,
иìеет виä [21]:

y = • z + e2y(T ), (17)

ãäе e2 = (  – )/ , e — эксöентриситет эëëипса.

Из выражений (16) и (17) вытекает сëеäуþщее ут-
вержäение.

При äвижении öеëи по оптиìаëüной траекто-
рии укëонения проекöия E

S(h)
 текущей позиöии

öеëи E на пëоскостü S
h
 переìещается из на÷аëüноãо

поëожения [y(0), z(0)] вäоëü норìаëи к эëëипсу ∂S
h
.

Скоростü äвижения текущей позиöии проекöии E
x

на осü 0X непоäвижной систеìы постоянна и рав-

на β2, скоростü äвижения текущей позиöии проек-

öии E
S(h)

 постоянна и равна β .

Соотноøение (17) заäает пëоскостü, в которой
происхоäит укëонение öеëи. В непоäвижной сис-
теìе коорäинат соотноøение (15) опреäеëяет уãоë,
который составëяет ëежащий в этой пëоскости
вектор скорости E с направëениеì äвижения пре-
сëеäоватеëя (осüþ абсöисс). Из форìуëы (15) сëе-

äует, ÷то разìер уãëа  зависит от отноøения β
скоростей объектов, но не зависит от ориентаöии
пëоскости, в которой происхоäит укëонение. Это
соãëасуется с резуëüтатаìи, поëу÷енныìи при оп-
тиìизаöии траектории укëонения в äвуìерноì
сëу÷ае. Увеëи÷ение разìерности пространства
сказывается, такиì образоì, на выборе пëоскости,
в которой происхоäит укëонение.

Форìуëа (18) упрощается, есëи се÷ениеì S
h
 сëу-

жит круã, a
h
 = b

h
. В этоì сëу÷ае ctg  = y(0)/z(0),

т. е. öеëü укëоняется такиì образоì, ÷то проекöия
E
S(h)

 äвижется из исхоäной позиöии по раäиусу.

Перейäеì к построениþ обëасти захвата ∆
S
(w0)

äëя се÷ения S
h
. В сиëу сиììетрии се÷ения S

h
 от-

носитеëüно осей 0Y и 0Z äостато÷но построитü об-
ëастü захвата äëя ÷етверти се÷ения S

h
, соответст-

вуþщей первоìу кваäранту пëоскости Y0Z. Пустü

∆
S
(t, w0) — поäìножество на÷аëüных позиöий öе-

ëи, из которых обнаружение происхоäит при t > 0.

Граниöа ìножества ∆
S
(t, w0) — обозна÷иì ее W

S
 —

нахоäится в резуëüтате реøения относитеëüно w0

уравнения G* = x(T *, w0) = h, ãäе звезäо÷ка указы-
вает на то, ÷то öеëü укëоняется от обнаружения по
оптиìаëüной траектории.

Из изëоженноãо сëеäует, ÷то оптиìаëüные тра-
ектории относитеëüноãо äвижения öеëи обëаäаþт
сëеäуþщиìи свойстваìи:

— они пряìоëинейны;

— их проекöии на пëоскостü S
h
 совпаäаþт с

норìаëяìи к эëëипсу ∂S
h
,

— äëя всех на÷аëüных позиöий w0, проекöии
E
S(h)

 которых ëежат на общей норìаëи к эëëипсу

∂S
h
, оптиìаëüные законы управëения совпаäаþт.

Поэтоìу все на÷аëüные позиöии öеëи w0 =
= [x(0), y(0), z(0)], которыì соответствует оäна и та
же терìинаëüная то÷ка [y(T *), z(T *)] эëëипса (14),
ëежат на оäной пряìой — общей оптиìаëüной
траектории относитеëüноãо äвижения öеëи:

 =  = . (18)

Систеìа (18) естü покоорäинатное выражение
äëя интерваëа вреìени, в те÷ение котороãо öеëü E

перехоäит из то÷ки w0 в то÷ку w(T *).

Из систеìы (21) сëеäует, ÷то ãраниöа W
S
 обëас-

ти захвата ∆
S
(t, w0) преäставëяет собой ëиней÷атуþ

поверхностü [18]. Она образуется при äвижении
пряìой по направëяþщеìу эëëипсу ∂S

h
; характер

äвижения пряìой в пространстве таков, ÷то про-
екöия ее на пëоскостü S(h) совпаäает с норìаëüþ
к направëяþщеìу эëëипсу.

То÷ки ëиней÷атой поверхности w0 = [x(0), y(0),
z(0)] уäовëетворяþт сëеäуþщеìу усëовиþ: вреìя
äвижения проекöии E

S(h)
 вäоëü норìаëи к эëëипсу

∂S
h
 со скоростüþ β  от на÷аëüной то÷ки

[y(0), z(0)] äо соответствуþщей то÷ки на эëëипсе
совпаäает со вреìенеì переìещения проекöии E

x

по траектории относитеëüноãо äвижения от то÷ки

x(0) > h äо то÷ки x(T *) = h со скоростüþ (1 – β2).
Форìаëизаöия этоãо усëовия позвоëяет запи-

сатü уравнение ëиней÷атой поверхности в пара-
ìетри÷еской форìе:

ãäе m > 0 — параìетр, cosγ = β и испоëüзовано
параìетри÷еское преäставëение коорäинат то÷ек
эëëипса ∂S

h
: y = y(T ) = a

h
cosm, z = z(T ) = b

h
sinm,

a
h
 > b

h
.

bh
2

ah
2

-----

y T( )
z T( )
-------------

ah
2

bh
2

ah
2

1 β2–

ψx
*

ψx
*

h x 0( )–

β2 1–
--------------------

y T *( ) y 0( )–

β 1 β2– ψy
*cos

---------------------------------------

z T *( ) z 0( )–

β 1 β2– ψy
*sin

--------------------------------------

1 β2–

y 0( )
bh
ah
-----z 0( )ctgm ahe

2
m,cos+=

x 0( ) h–[ ]2ctg2γ y 0( ) ah mcos–[ ]2 +=

z 0( ) bh msin–[ ]2,+






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Обозна÷иì ÷ерез L
S
 кривуþ, которая образует-

ся при пересе÷ении ëиней÷атой поверхности W
S
 и

пëоскости X0Y. Коорäинаты то÷ек w0 ∈ L
S
 уäов-

ëетворяþт тоìу же усëовиþ, ÷то и все то÷ки ëи-
ней÷атой поверхности; кроìе тоãо, кривая L

S
 про-

хоäит ÷ерез то÷ку w0 = (h, a
h
, 0) пересе÷ения эë-

ëипса S
h
 и еãо боëüøой поëуоси (напоìниì, ÷то

обëастü захвата строится äëя первой ÷етверти се-
÷ения S

h
).

В работе [9] показано, ÷то кривая L
S
 состоит из

äвух у÷астков — кривоëинейноãо и пряìоëиней-
ноãо.

Уравнение кривоëинейноãо у÷астка

 +  = 1,  cosγ = β. (19)

Уравнение (19) опреäеëяет эëëипс, который
иìеет общий öентр с эëëипсоì ∂S

h
 и прохоäит ÷е-

рез еãо фокусы.

Уравнение пряìоëинейноãо у÷астка

x(0) – h = [a
h
 – y(0)]tgγ. (20)

Пряìая (20) явëяется касатеëüной к эëëипсу

(19) в то÷ке w0 = [h + a
h
(1 – e2)tgγ, a

h
e
2, 0].

Эëëипс (19) пересекает осü 0X в то÷ке x = h +
+ b

h
tgγ. Обозна÷иì сиìвоëоì L(h) пряìуþ, по ко-

торой пересекаþтся пëоскостü S
h
 и X0Y. На рис. 7

изображена ÷етвертü се÷ения S
h
 и повернутый на 90°

фраãìент пëоскости X0Y с кривой L
S
. Через F обоз-

на÷ено поëожение фокуса эëëипса ∂S
h
, y

F
 > a

h
e
2.

Отрезок HH
1
 естü проекöия на пëоскостü S

h
 опти-

ìаëüной траектории относитеëüноãо äвижения
öеëи из некоторой на÷аëüной то÷ки, ëежащей на
кривой L

S
.

На рис. 8 изображена аксоноìетри÷еская про-
екöия ÷етверти пространственной зоны обнаруже-
ния Ω и соответствуþщий ей фраãìент обëасти за-

хвата ∆
S
(t, w0). Показаны пряìоëинейные обра-

зуþщие ëиней÷атой поверхности W
S
 и се÷ение S

h

(затеìненная фиãура), 0 m h m kD.

Линей÷атая поверхностü W
S
 ìожет рассìатри-

ватüся как «крыøа», поставëенная на основание —
эëëипс ∂S

h
. Пряìые (18) сëужат «стропиëаìи»

этой крыøи, а кривая L
S
 — «конüкоì» крыøи, ëе-

жащиì в пëоскости X0Y.

Дëя ÷астноãо сëу÷ая круãовоãо се÷ения S
h
;

(a
h

= b
h
 = r, α = δ) уравнение поверхности W

S
 на-

хоäится в явноì виäе. Направëения оптиìаëüноãо
äвижения öеëи заäаþтся форìуëаìи (15) и (19) —

из на÷аëüноãо поëожения w0 = [x(0), y(0), z(0)]
проекöия позиöии öеëи äвижется по пëоскости
E
S(h)

 вäоëü раäиуса круãа S
h
. Уравнение поверхнос-

ти W
S
:

[x(0) – h – r tgγ]2 = [y2(0) + z2(0)]tg2γ. (21)

Соотноøение (21) заäает круãовой конус (то÷-
нее, кони÷ескуþ поверхностü), коорäинаты вер-
øины котороãо (h + r tgγ, 0, 0).

Уклонение в пространстве от телесной зоны об-

наружения. В соответствии с выражениеì (13) ук-

x 0( ) h–[ ]2

bh
2
tg

2γ
---------------------------

y
2

0( )

ah
2
bh
2–

-----------------

Рис. 7. Плоскостная проекция зоны обнаружения и границы 
области захвата одиночной цели в пространстве

Рис. 8. Зона захвата одиночной цели в пространстве
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ëонение от теëесной зоны обнаружения естü укëо-
нение от эëëипсоиäа

 +  +  – 1 < 0,

kD m x m D,  n2 = k2/(1 – k2),  0 < k < 1.

Реøение заäа÷и об укëонении опирается на
построение обëастей äостижиìости öеëи E в поä-
вижной систеìе коорäинат.

Из на÷аëüной позиöии w0 = [x(0), y(0), z(0)]
укëонение состоится, есëи найäется хотя бы оäна
траектория относитеëüноãо äвижения öеëи E,
иìеþщая с ãраниöей зоны обнаружения Ω не
боëее оäной общей то÷ки. Управëение {||v || = β,
ψ
x
= arccosβ, ψ

y
 = const} реаëизует траекториþ от-

носитеëüноãо äвижения E, обëаäаþщуþ теì свой-
ствоì, ÷то в ìоìент попаäания позиöии öеëи E на
произвоëüнуþ (но фиксированнуþ) пëоскостü S(h)
отстояние проекöии E

S(h)
 от то÷ки [y(0), z(0)] ìак-

сиìаëüно. При фиксированноì h ãраниöей обëас-
ти äостижиìости äëя то÷ек проекöий E

S(h)
 явëяет-

ся окружностü

[x(0) – h]2ctg2γ = [y – y(0)]2 + [z – z(0)]2. (22)

Изìеняя h в уравнении (22), поëу÷аеì уравне-
ние кони÷еской поверхности — ãраниöы ìножест-
ва в трехìерноì пространстве, в преäеëах которо-
ãо ëежат все относитеëüные траектории öеëи E.
Верøина конуса совпаäает с то÷кой [x(0), y(0), z(0)];
уãоë ìежäу осüþ сиììетрии конуса и образуþщей
равен π/2 – γ, γ = arccosβ.

Усëовия существования то÷ки, в которой ок-
ружностü, ëежащая в пëоскости L

S
, касается из-

нутри эëëипса ∂S
h
, иìеþт виä

y(0) = z(0)ctgm + a
h
e
2cosm,

x(0) = h +

+ tgγ . (23)

При фиксированных параìетрах {h, y(0), z(0)}

систеìа (23) опреäеëяет поëожение то÷ки w0 с ìи-
ниìаëüной абсöиссой x(0), из которой возìожно
укëонение öеëи E от се÷ения S(h), и ориентаöиþ
пëоскости, прохоäящуþ ÷ерез осü 0X, в которой
ëежит траектория укëонения (зна÷ение параìетра
m = m(h)).

Аëãоритì построения ãраниö зоны захвата ∆(w0)
äëя теëесной зоны обнаружения привеäен в рабо-
те [9]. Дëя ÷астноãо сëу÷ая, коãäа зона обнаруже-
ния Ω естü пересе÷ение круãовоãо конуса и øара
(верøина конуса и öентр øара совпаäаþт (α = δ;

k = cosα), обëастü захвата ∆(w0) уäается построитü
в явноì виäе). В этоì сëу÷ае зона Ω преäставëяет
собой объеäинение äвух фраãìентов:

— конуса K
α
 = {(x, y, z): y2 + z2 – x2tgα < 0;

0 m x m Dcosα};

— øаровоãо сеãìента Ω
α
 = {(x, y, z): x2 + y2 +

+ z
2 – D2 < 0; Dcosα m x m D}.
Се÷ение зоны обнаружения Ω ëþбой пëоско-

стüþ, перпенäикуëярной оси абсöисс, естü круã.
Еìу отве÷ает кони÷еская зона захвата.

При «узкой» зоне обнаружения, α m γ, cosγ = β,
уравнение ãраниöы кони÷еской зоны захвата иìе-
ет виä

 = [y2(0) + z2(0)]tg2γ. (24)

Коорäинаты верøины кони÷еской поверхнос-

ти — то÷ки C: .

На рис. 9 изображено се÷ение зоны обнаруже-
ния и зоны захвата произвоëüной пëоскостüþ,

прохоäящей ÷ерез осü 0X. Зäесü P 0 — на÷аëüное
поëожение пресëеäоватеëя; пряìая AB — проек-
öия пëоскости пресе÷ения кони÷ескоãо и øарово-
ãо фраãìентов зоны обнаружения. Зона захвата
естü ÷астü пространства, распоëоженная ìежäу
сфери÷еской поверхностüþ и кони÷еской поверх-
ностüþ (24).

В сëу÷ае «øирокой» зоны обнаружения, α > γ,
обëастü захвата опреäеëяется сëеäуþщиì образоì.

В то÷ке P 0, как в верøине, строится круãовой ко-
нус K

γ
, осü сиììетрии котороãо ориентирована по

оси абсöисс, а уãоë при верøине γ = arccosβ. Эта
кони÷еская поверхностü пересекается с øаровыì
сеãìентоì по окружности раäиуса r = D sinγ. На
этой окружности, как на основании, строится ко-
нус W

γ
, образуþщие котороãо перпенäикуëярны

образуþщиì конуса K
γ
 (рис. 10). То÷ки A, A

1
 и C,

ëежащие в произвоëüной пëоскости, прохоäящей

x
2

D
2

-------

y
2

n
2
D

2
tgα

----------------------

z
2

n
2
D

2
tgδ

---------------------

bh
ah
-----

y 0( ) ah mcos–[ ]2 z 0( ) bh msin–[ ]2+

x 0( ) D
γ α–( )cos
γcos

--------------------------–
2

D
γ α–( )cos
γcos

-------------------------- 0 0, , 
 

Рис. 9. Сечение «узкой» конической зоны захвата одиночной цели 
в пространстве
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÷ерез осü абсöисс, соответствуþт этоìу построениþ.
Частü пространства, закëþ÷енная ìежäу øаровыì
сеãìентоì и конусоì W

γ
, естü обëастü захвата.

2.2. Óêëîíåíèå ãðóïïîâîé öåëè

Три объекта — пресëеäоватеëü P, истинная E
1
 и

ëожная E
2
 öеëи, обëаäая оãрани÷енныìи скоро-

стяìи, — переìещаþтся в пространстве, иìея воз-
ìожностü в кажäый ìоìент вреìени произвоëüно
изìенятü направëения своих äвижений.

Пресëеäоватеëü снабжен сфери÷еской зоной
обнаружения раäиуса R, öентр которой совпаäает
с еãо текущиì поëожениеì. Обнаружение öеëи
происхоäит при попаäании ее на ãраниöу этой зо-
ны. До ìоìента обнаружения какой-ëибо из öеëей
пресëеäоватеëü äвижется по пряìоëинейной тра-
ектории с ìаксиìаëüной скоростüþ. Посëе обна-
ружения öеëи — äвижется по траектории, соответ-
ствуþщей ìиниìуìу вреìени äо кëассификаöии
обнаруженной öеëи. Кëассификаöия öеëи осу-
ществëяется пресëеäоватеëеì с расстояния r < R.

Ввоäится непоäвижная пряìоуãоëüная систеìа
коорäинат 0XYZ, на÷аëо которой совìещено с ис-

хоäныì поëожениеì пресëеäоватеëя P 0, а поëо-
житеëüное направëение оси абсöисс совпаäает с
вектороì скорости пресëеäоватеëя на этапе поис-
ка. Направëения остаëüных коорäинатных осей
опреäеëены äаëее.

Пряìоëинейной поисковой траектории пресëе-
äоватеëя соответствует зона захвата в виäе пряìоãо
круãовоãо конуса [9] с уãëоì поëураствора при
верøине α = arcsinβ

1
, ãäе β

1
 — отноøение ìакси-

ìаëüных скоростей истинной öеëи и пресëеäова-
теëя; коорäинаты верøины конуса (R/β

1
, 0, 0).

В на÷аëüный ìоìент вреìени обе öеëи нахо-

äятся в оäной то÷ке  =  = E 0 вне зоны об-

наружения, но внутри обëасти захвата. Систеìа
коорäинат 0XYZ ввоäится такиì образоì, ÷то

то÷ка E 0 ëежит в пëоскости X0Y и ее коорäинаты

(x0, y0, 0).
Как и в пëоскоì сëу÷ае, проöесс противоäейс-

твия пресëеäоватеëя и систеìы öеëей состоит из
äвух этапов: поиска öеëи (пресëеäоватеëеì) и эта-
па отвëе÷ения (пресëеäоватеëя).

Уравнения относитеëüноãо äвижения  = v
i
 – u,

i = 1, 2, w
1
(0) = w

2
(0) = w0, ãäе w

i
 = w

i
(t) — трех-

ìерный вектор, направëенный от пресëеäоватеëя
P к öеëи E

i
 в ìоìент t, u и v

i
 — трехìерные векторы

управëений (скоростей) пресëеäоватеëя P и öеëи
E
i
, соответственно.

Вреìенной ìасøтаб выбран так, ÷то ìакси-
ìаëüная скоростü пресëеäоватеëя равна еäиниöе;
управëения иãроков поä÷инены оãрани÷енияì
||u || m 1; ||v

i
|| m β

i
 < 1, i = 1, 2.

Управëение пресëеäоватеëя проãраììное на
этапе поиска и позиöионное на этапе отвëе÷ения.

Коаëиöия öеëей соãëасованно ìаксиìизирует
ìиниìаëüное по вреìени расстояние ìежäу пре-

сëеäоватеëеì и истинной öеëüþ: G
1
 = ||w

1
(t)|| →

→ .

Пресëеäоватеëü ìиниìизирует äëитеëüностü
интерваëа вреìени от ìоìента обнаружения пер-
вой по поряäку (ëожной) öеëи äо ìоìента ее

кëассификаöии: G
2
 = T – s → , ãäе s и T — ìо-

ìенты обнаружения и кëассификаöии ëожной öе-
ëи, соответственно, опреäеëяеìые соотноøения-
ìи ||w

2
(s)|| = R; ||w

2
(T )|| = r.

Реøение заäа÷и привеäено в статüях [16, 18].
Показано, ÷то при оптиìаëüноì повеäении объек-
тов укëонение ãрупповой öеëи происхоäит в пëос-

кости, соäержащей векторы ,  и , соеäи-

няþщие позиöиþ пресëеäоватеëя P s в ìоìент s

обнаружения öеëи с позиöияìи  и  истинной

и ëожной öеëей в этот ìоìент и на÷аëüной пози-

öией öеëей E 0, соответственно (сì. рис. 3).
Указанная пëоскостü нееäинственна. Множес-

тво пëоскостей оптиìаëüноãо укëонения образует
пу÷ок, осü котороãо прохоäит ÷ерез на÷аëüное по-

ëожение öеëей E 0 и поëожение пресëеäоватеëя P s

в ìоìент обнаружения ëожной öеëи. Нееäинст-
венностü пëоскости оптиìаëüноãо укëонения поз-
воëяет синтезироватü оптиìаëüные законы управ-
ëения öеëей с у÷етоì оãрани÷ений, отëи÷ных от
требований оптиìаëüности — в ÷астности, ãеоãра-
фи÷еских, такти÷еских и äр.

Все резуëüтаты, поëу÷енные äëя äвуìерноãо
сëу÷ая, справеäëивы и äëя сëу÷ая укëонения в

Рис. 10. Сечение «широкой» конической зоны захвата
одиночной цели в пространстве

E1
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0

w· i

min
t

max
v
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v
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,
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s
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s
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s

E1
s
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пространстве, в ÷астности, распоëожение ãраниö
зон захвата, се÷ения которых пëоскостüþ укëоне-
ния изображены на рис. 4.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Изëожены резуëüтаты реøения заäа÷ об опти-
ìизаöии траекторий укëонения поäвижноãо объ-
екта (истинной öеëи) от обнаружения поисковой
систеìой (пресëеäоватеëеì) на пëоскости и в про-
странстве в оптиìизаöионной и иãровой поста-
новках.

В преäпоëожении о тоì, ÷то объекты обëаäаþт
простыìи äвиженияìи, а поисковая траектория
пряìоëинейна, найäены ис÷ерпываþщие реøе-
ния оптиìизаöионных заäа÷ укëонения. В ÷аст-
ности, опреäеëены оптиìаëüные законы укëоне-
ния и поëу÷ено описание зоны захвата — поäвиж-
ной обëасти в пространстве поиска, связанной с
текущиì поëожениеì пресëеäоватеëя и обëаäаþ-
щая теì свойствоì, ÷то из то÷ек этой обëасти ук-
ëонение оäино÷ной (истинной) öеëи невозìожно.

Дëя сокращения разìеров зоны захвата испоëü-
зуется ëожная öеëü. Заäа÷и об укëонении ãруппо-
вой öеëи на пëоскости и в пространстве реøены в
иãровой постановке. Опреäеëены оптиìаëüные за-
коны управëения объектов, поëу÷ено описание зо-
ны захвата, из то÷ек которой невозìожно укëоне-
ние истинной öеëи äаже при наëи÷ии ëожной öеëи.

Показано, ÷то испоëüзование ëожной öеëи не
тоëüко сокращает разìеры обëасти захвата, но и
увеëи÷ивает ÷исëо оптиìаëüных ìаневров укëо-
нения.
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