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Пусть G — произвольное А -̂мерное паракомпактное многообразие клас­
са С°° с некоторой положительной мерой dx, плотность которой принадле­
жит С 0 0 и пусть А — эллиптический формально положительный дифферен­
циальный оператор в G порядка m с коэффициентами из С°°. Обозначим 
через А какое-либо положительное самосопряженное расширение в 
L 2 ( G , dx) оператора А , а через { Е к } — соответствующее разложение еди­
ницы. 

Согласно теореме Л . Гординга ( 4) оператор Е к имеет ядро 6 ( я , у, X) 
класса С ° ° , называемое спектральной функцией оператора А . Следователь­
но, спектральное разложение EKf определено для любой функции f ^ L ( G ) с 
компактным носителем. 

Для любого s>0 введем средние Рисса Exf спектрального разложения 
Е ф 

О 

В настоящей работе рассматриваются средние Рисса спектральных раз­
ложений функций из классов С. М. Никольского H p

a ( G ) (определенно 
классов Н р

а (G) в случае G = R N см. в монографии С. М. Никольского ( 2 ) ; 
в случае произвольного многообразия G эти классы определяются путем 
перехода к локальным координатам). 

Символом H p

a ( D ) , D a G , будем обозначать класс функций, полученный 
замыканием С0°° (D) по норме Н р

а . Если D a G , то включение D<^G будет 
обозначать, что замыкание D компактно в G, 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть Б ш О и пусть числа р ^ 1 , а > 0 и s>0 удовлетворя­

ют условиям 
ЛГ—1 

a+s>~——, pa>N. (1) 
о 

Тогда для любой функции f ^ H p

a ( D ) равномерно на любом компакте 
K ^ G выполняется равенство 

U m E t f ( x ) = f ( x ) . 

Условие на порядок дифференцйруемости a + s > ( N — 1 ) / 2 , устанавли­
ваемое теоремой 1, является окончательным, ибо для произвольного само­
сопряженного расширения эллиптического оператора второго порядка 
В. А. Ильиным в ( 4) доказано, что условие a + s < ( N — 1 ) / 2 не обеспечивает 
не только равномерной сходимости, но даже и локализации средних Рисса 
порядка $ функции f(x) из класса Н р

а при любом р>1. Окончательность 
условия p a > N вытекает из того, что противоположное неравенство до­
пускает существование неограниченной функции / е #У* . 
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Отметим, что для случая оператора Лапласа теорема 1 была доказана в 
работе Ш. А. Алимова и В. А. Ильина ( 3 ) , а для случая эллиптического 
оператора второго порядка и s=-0 — в работе В. А. Ильина и Ш. А. Алимо­
ва ( 5 ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 опирается на некоторые локальные 
оценки, справедливые для функций из классов Н р

а и последующее приме­
нение тауберовой теоремы Л. Хёрмандера. 

Приведем некоторые вспомогательные утверждения, используемые при 
доказательстве теоремы 1. 

Л е м м а 1. Пусть хр(х)*=С0°° ( R N ) и пусть K q < p < ° ° , 0 < a — N / p < l . 
Т о г д а д л я л ю б о г о % < N ( l / q — i / p ) и д л я л ю б о й ф у н к ц и и f ^ H p

a ( R N ) 
такой, что / ( 0 ) = 0 при \ х > 1 , выполняется неравенство 

1 1 ф ( р * ) / ( * ) 1 1 н " < С | Г - * | | / | | я « . 
Q р 

Л е м м а 2. Пусть D<^G и а > 0 . Для л ю б о й ф у н к ц и и f ^ H 2

a ( D ) при Я>0 
выполняется неравенство 

1 1 / - ^ / 1 1 ь 2 ( а ) < а - а / - | | / | | я - . 
2 

В следующей лемме мы предположим, что G < ^ R N . 
Л е м м а 3. Пусть D ^ G , q>2, а > 0 , s>0. Т о г д а д л я л ю б о г о г>0 и л ю -

о 

бой ф у н к ц и и f ^ H q

a ( D ) такой, что f(x)=0 при \ х — х 0 \ < г , выполняется 
неравенство 

\ E , s f ( x 0 ) | < C | | / | | H a ^ ( 1 / 7 " ) W 2 - a ) . ( l + r V / m ) ~ ^ \ 
Л е м м а 4. Пусть D<^G и числа р>1, a > 0 , s>0 удовлетворяют у с л о ­

в и ю (1). 
Т о г д а д л я л ю б о й ф у н к ц и и f & I $ p

a ( D ) р а в н о м е р н о на л ю б о м компакте 
K ^ G выполняется о ц е н к а 

\ E x ° f { x ) \ < C \ \ j \ \ H * . 

Из леммы 4 непосредственно следует теорема 1. 
В заключение отметим, что из леммы 2 вытекает следующая теорема о 

локализации средних Рисса спектральных разложений функций из Н2

а. 
Т е о р е м а 2. Пусть Q ^ D m G , a > 0 , s>0 и a + s > ( Л Г —1)/2. 
Т о г д а д л я л ю б о й ф у н к ц и и /^Яг а ( / ) ) , р а в н о й н у л ю в й, р а в н о м е р н о на 

л ю б о м компакте K ^ Q выполняется равенство 
lim Ex*f{x) = 0 . 

Таким образом, принцип локализации справедлив в классах Я 2

а при 
<х>0, s>0, a + s > ( N - l ) / 2 . 
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