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Ф Р А К Т А Л Ь Н А Я Г Р И Ф Ф И Т С О В А Т Р Е Щ И Н А 

А. Б. Мосолов 

Рассмотрено распространение фрактальной трещины в хрупком материале. При исполь­
зовании критерия Гриффитса найдена зависимость коэффициента концентрации напряжений 
от нагрузки, среднего размера трещины и ее фрактальной размерности. Получены асимпто-
тические законы, характеризующие изменение напряжений и раскрытие в окрестности кон­
чика трещины. 

Поверхность излома (или трещины), формирующаяся при разрушении боль­
шинства материалов, весьма нерегулярна и характеризуется наличием неров­
ностей (долин, пиков , зазубрин и т. д . ) самых различных размеров. Поэтому 
реальная трещина в мезомасгдтабе мало п о х о ж а на идеальные трещины с глад­
кими берегами, рассматриваемые обычно в теории разрушения. Важная осо ­
бенность структуры поверхности трещин обнаружена в работах I 1 , 2 ] , где уста­
новлено статистическое самоподобие микрорельефа поверхности разрушения. 
Следовательно, м о ж н о предположить, что с т р у к т у р у поверхности трещин можно 
моделировать фрактальными поверхностями. Такие модели предположены 
в работах [ 2 ~ 5 ] , где также обсуждаются экспериментальные методы определе­
ния фрактальной размерности поверхности трещины. 

Используя для моделирования трещин фрактальные поверхности, следует 
помнить, что с математической точки зрения фрактал бесконечно извилист, 
а фрактальная поверхность имеет бесконечную площадь. Извилистость тре­
щины (как и ее площадь) конечны, поэтому существует естественный нижний 
предел 10 применимости фрактальной модели. Размер 10 связан обычно с микро­
структурой среды, для металлов это может быть, например, размер зерна, 
субзерна или д р у г о г о структурного элемента. С другой стороны, должен су­
ществовать и верхний предел применимости фрактальной модели £ 0 , связанный 
с геометрическими размерами тела, размером трещины, характерным масшта­
бом неоднородности внешних полей и т. д. Таким образом, фрактальная модель 
применима для масштабов г, удовлетворяющих условию l0 <^ г <^ L0. 

Причины и закономерности формирования фрактальной геометрии при 
разрушении в настоящее время изучены еще недостаточно, хотя имеются ра­
боты, в которых предложены модели, приводящие к фрактальной структуре 
поверхности трещин или очагов множественного разрушения [ 6 ~ 9 ] . В данной 
работе эти вопросы не рассматриваются , а основное внимание сосредоточено на 
следствиях, к которым приводит фрактальность поверхности трещины. 

Ограничимся случаем х р у п к о г о разрушения и будем сначала интересоваться 
развитием трещин в двумерной геометрии (плоские задачи). Рост трещины 
в твердом теле носит в значительной степени стохастический характер, нас же 
будут интересовать в основном характеристики, полученные в результате усред­
нения по реализациям. 

Предположим, что в теле содержится трещина, представляющая собой 
стохастический фрактал размерности D (с собственной топологической размер­
ностью d = l ) . Будем считать, что «в среднем» трещина расположена и распро­
страняется вдоль о с и хг (это означает, что вдоль траектории трещины <(х2у ~ 0 ) , 



ti — ее текущий средний размер вдоль этой оси , i ? x — средний размер тре­
щины вдоль оси х2, R^ <^ i ? , а нагрузки приложены так, как показано на ри­
сунке . На масштабах г, сравнимых с R, трещина будет «в среднем» выглядеть 
как обычный одномерный разрез, но при l0 <^ г <^ R становится существенной 
фрактальная геометрия и, в частности, «истинная» длина трещины L связана 
с размером R по фрактальному закону L ~ RB. 

Перейдем к рассмотрению вопроса о развитии трещины. Следуя критерию 
Гриффитса, будем считать, что в равновесном случае при увеличении размера 
трещины на Ai? величина высвобождающейся у п р у г о й энергии Д 6 г

е компен­
сируется приращением поверхностной энергии MJt 

вновь образующегося разреза, т. е. 

Очевидно, что 

MJ.^-^RbR, MJ8~~(DR»-^R, 

где Е — модуль упругости , о — величина прило­
женного напряжения, у — коэффициент поверхно­
стной энергии. 

Следовательно, в равновесном случае 

D'WR*-* ~ E v 

Используя определение коэффициента интен­
сивности напряжений Кх (см. , например, [ 1 0 ] ) , по­
лучим, что для фрактальной трещины размерности D 

Пластинка с фрактальной где с — коэффициент, зависящий от деталей формы 
трещиной. трещины и конкретного распределения внешних на­

грузок . 
Из формулы (1) следует, что для одномерного разреза (1? = 1) , как и должно 

быть, 

K J - G ^ R , 

а в случае £ = 2 , когда трещина фактически представляет собой каверну, Kj 
не зависит от размера R 

Кj ~ а, 

что также согласуется с известными результатами. 
Обозначая Кщ — O\JR — коэффициент интенсивности напряжений для 

одномерного разреза, с точностью до мультипликативной константы порядка 1 
получим 

\-р 
Kj (D) ~ KjaR * . (2) 

Таким образом, при учете фрактальной геометрии поверхности трещины 
в выражении для Ki возникает необычный масштабный фактор, описываемый 
формулой (2). При в о з р а с т а н и и ! ) (грубо говоря, при увеличении извилистости 
трещины) коэффициент интенсивности убывает, причем In Kj линейно зависит 
от D—1. Последнее хорошо согласуется с экспериментальными наблюдениями 
работы [ 4 ] . 

Учитывая вид зависимости Кг от о , R для фрактальной трещины (1) , по 
аналогии с классическим случаем разреза можно заключить, что в окрестности 
вершины трещины напряжения будут характеризоваться асимптотическим по­
ведением 



где г — расстояние от вершины трещины. 
Область применимости асимптотики (3) , очевидно, Z0 <^ г <g R. 
Аналогично, для раскрытия в конце фрактальной трещины получим ас-

симптотическую формулу 
3 ~ г ^ 2 . (4) 

Асимптотики (3 ) , (4) достаточно очевидны, однако, их можно получить 
и более строгим образом . Воспользуемся подходом, применяемым в теории раз­
рушения при построении инвариантного J — интеграла [ 1 0 ] . 

Рассмотрим потенциальную энергию деформации тела с фрактальной тре­
щиной, находящегося под действием заданных на поверхности Г у нагрузок 21?, 

P^\W(e°J'ds - \ T y ( d b 

s тт 

где S — площадь тела, W — упругая энергия, Г9 = = о ? / ^ , и® — смещения. 
Найдем приращение потенциальной энергии А Р при увеличении трещины 

на Ду. В этом случае перемещения, деформации и напряжения получат соот­
ветственно приращения Аи{9 Де^., Дсг^.. Повторяя практически дословно рас ­
суждения работы [ 1 0 ] , получим 

ДР ^ 1 J T*bufo. (5) 
д т 

Интеграл в формуле (5) берется вдоль «продолжения» трещины Ду. Размер 
трещины вдоль направления х± увеличивается в среднем на некоторую вели­
чину AZ, а длина — соответственно на As — (AZ) - 0 . 

Фактически же нас интересует не сама величина А Р , а среднее значение 
<(ДР)> по всем реализациям. Можно показать , что при принятых относительно 
развития фрактальной трещины предположениях 

<ДР>~1 J a2i(l)(ut(l+M)-u7(l + M))dXl, 
I 

тде o2i и и* — средние значения напряжений и смещений берегов для трещин 
размера I и 1+А1 соответственно. 

Полагая справедливыми асимптотические формулы G.J -~ r" a, uf — Н""а, 
можно л е г к о оценить величину <ДР> 

<ДР> ~ М2"2\ 

Н о тогда 

^ £ > ~ д ; 2 - 2 - 2 ' . (6) 

Величина (&Py/As — это среднее приращение потенциальной энергии 
на единицу приращения длины трещины (или поток энергии в вершину тре­
щины). Если, как это обычно принято в теории хрупкого разрушения, считать, 
что A P / A s = . / c ~ c o n s t [ 1 0 ] , то из (6) следует соотношение 2 — 2 а — D = 0 , а зна­
чит, a=(2~D)/2. Таким образом, получаем тот же показатель степени в асим­
птотических формулах, что и прежде. 

Полученные результаты легко переносятся на случай трещин в трехмерных 
телах. Следует только помнить, что в трехмерном случае можно рассматривать 
различные модели трещин с фрактальной геометрией. 

Например, можно представить себе приблизительно дискообразную в плане 
трещину размера R, поверхности которой будут фракталами размерности 



2 ^ D ^ 3. Используя критерий Гриффитса, можно получить, что в этом 
случае 

3-D 

K i ^ a R 2 . 

Другая фрактальная модель получается, если считать поверхности трещины 
гладкими, а фронт трещины — фрактальной кривой размерности 1 ^ D ^ 2. 
Для такой модели 

Кj oR 2 . 

Автор выражает благодарность Р. В . Гольдштейну и Ф. М. Бородичу за по­
лезные и стимулирующие обсуждения. 
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