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Найдены когерентные состояния для взаимодействующих электрону 

и фотонов плоской электромагнитной волны. Исследованы траектория! 
электрона и характеристики электромагнитного поля. Изучен предель­
ный переход к заданному внешнему полю. 

Исследование проблемы о взаимодействии электрона с полем плоской 
электромагнитной волны может быть проведено на трех различных уров­
нях — назовем их классическим, полуклассическим и квантовым. На пер­
вом уровне как электрон, так и электромагнитное поле рассматриваются 
классически и взаимодействие электрона с волной описывается в рамках, 
релятивистской классической механики. Решения классических уравнений, 
движения [1] использовались, в частности, для расчета излучения элек­
трона в поле плоской электромагнитной волны методами классической-
электродинамики [2]. На следующем уровне электрон описывается кваы-
товомеханически, а поле волны по-прежнему рассматривается как задан­
ное, классическое. При этом взаимодействие электрона с полем волны 
изучается методами релятивистской квантовой механики. Впервые реше­
ния уравнения Дирака, описывающего движение электрона в поле плоской 
волны, были найдены Волковым [3], а совсем недавно в работе [4] по­
строены когерентные состояния дираковского электрона в поле плоскойг 
электромагнитной волны- Решения Волкова [3] в дальнейшем неоднократ­
но использовалась (см., например, [5—7]) для изучения эффектов воз­
действия интенсивного электромагнитного поля на ход различных кванто­
вых процессов. Как на классическое, так и на полуклассическом уровнях 
учитывается влияние поля волны на движение электрона (проявляющее­
ся, например, в появлении у электрона эффективной массы, зависящей от 
интенсивности волны) и никак не учитывается обратное влияние движе­
ния электрона на поле волны. Обратное влияние движения электрона на? 
поле волны можно учесть на квантовом уровне, когда квантовомеханиче-
ски описывается как электрон, так и поле волны. В качестве уравнения*, 
описывающего взаимодействие электрона с квантованной плоской волной, 
можно выбрать модифицированное уравнение Дирака [8, 9], получающее­
ся из уравнения Дирака заменой потенциала внешнего электромагнитного 
поля оператором потенциала поля плоской волны (обоснование исполь­
зуемой модели и подробное ее исследование изложены в работах [10]).. 

В настоящей работе построены когерентные состояния для электрона, 
взаимодействующего с квантованной плоской волной. Общая схема построе­
ния когерентных состояния нерелятивистских частиц детально разраба-
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тывалась Малкиным и Манько и сотрудниками [11, 12]. Основным мо­
ментом в методе Малкина и Манько является построение операторов 
уничтожения — интегралов движения по известному оператору эволюции 
рассматриваемой системы. Используя идеи работ [11, 12], /когерентные 
состояния релятивистских частиц можно построить либо в формализме 
«нулевой плоскости» [4], либо методом собственного времени [13]. При 
построении когерентных состояний электрона в квантованной плоской вол­
не нами использовался (как менее громоздкий) метод работы [4]. 

1. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ 
Когерентные состояния частиц удобно строить [4], используя форму­

лировку квантовой теории на «нулевой плоскости» [14, 15]. Переход к 
формализму «нулевой плоскости» осуществляется записью исходных 
уравнений и всех величин теории относительно новых переменных и11: 

11и»=х°-х\ и%=х\ К=1, 2, У2и3=х°+х\ 

Взаимодействие релятивистской бесспиновой частицы с квантованной 
плоской волной в рамках модели [8] (см. также [9, 10]) на «нулевой 
плоскости» описывается уравнением 

dWh д е 
(1) ai—~ = ч^г*1Р?+@г2+т?с*}^ъ, ^ = т — > - — л , 

ди° диг с 
где ^з" 1 — оператор, обратный ^3=&Й—, а оператор потенциала А» поля 
плоской волны 

Ло-=Мв=Ю, A%=che-%{uQ), 1=1 ,2 , 

8 

выражается через операторы рождения с^+ и уничтожения с8% фотонов с 
частотой к8 и линейной поляризацией X. 

Независимые компоненты ЧГ/=Р(_)11Г (Р(-)==1/2у3'у() —оператор проек­
тирования, 7°, у3 ~~ матрицы Дирака на «нулевой плоскости») волновой 
функции, описывающей взаимодействие дираковской частицы с кванто­
ванной электромагнитной волной (2), также удовлетворяют уравнению 
(1)? Следовательно, если найдены решения уравнения (1) с потенциалом 

А^ (2), то соответствующие решения 4я/ для дираковской частицы нахо­
дятся немедленно Wf=

y¥bV(-), v{-)=P(-)V, a v — произвольный постоян­
ный биспинор. 

Скалярное произведение для бесспиновых частиц на «нулевой плоско­
сти» определяется в виде 

(3) (я|уфК°= |Л1[я|)^3ф+(^зф)#ф], du^du* du* du*, 

а для дираковских частиц как 

(4) (<ргц)и°=Щлщ*ц. 
При этом, если иметь в виду уравнение (1) с потенциалом (2), то в ска­
лярных произведениях (3) и (4) знак § включает интегрирование по пе-
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ременным, связанным с дополнительными (фотонными) степенями сво­
боды. 

В уравнении (1) перейдем к представлению взаимодействия по фо­
тонному полю 

(5) W=Uty, Z7=exp ш° y.KsnSK, nsx=csJ,+csx. 

Функция t|) удовлетворяет уравнению 

(6) zil.=^, л=,£адй+^г1[^£№-/я(о))2], 
si "К 

тс 

имеющему вид уравнения Шредингера с гамильтонианом Я, не зависящим 
от «времени>> и0. 

Для уравнения (6) можно ввести оператор эволюции U 

который удовлетворяет уравнению (6) с начальным условием ?7(0) = 1 и 
формально может быть записан в виде С/==ехр (—Ши°). Оператор эволю­
ции U позволяет [4] построить операторы — интегралы движения J= 
=UJ0U~\ где Л — произвольный оператор, не зависящий от и0, пере­
водящие решения уравнения (6) в некоторые решения этого же урав­
нения. 

Введем операторы рождения а%~ и уничтожения а% соотношениями 

Па,==к0и%+к0-1дх, Па^^кои'-к^дь. 

Выбирая в качестве /о операторы а%, a^+
r cs%, csJl

+, можно построить новые 
операторы рождения и уничтожения 

h(u0)=Ua%U-\ h+(u°)=Ua%
+U-\ 

2>eV(tt°)=i7cexU-SZ}.x+(tt0)=^cext?7-S 

которые уже являются интегралами движения для уравнения (6). Будем 
искать решения уравнения (6) собственными для следующих операто­
ров — интегралов движения: 

(7) Л, Я=1,2; / 3 = * Й — ; Я* (в 0 ) , ' -
ди3 

h(u0)ty{u0)=ix^(u°); J3^(u0)=hk3q(u0); 

Учитывая, что гамильтониан Я (6) можно явно диагонализировать [9] 
линейным каноническим преобразованием операторов рождения csK

+ и 
уничтожения с8я, нетрудно вычислить операторы Л и Z)^. В результате 
получим 

(8) А я ( г ^ ^ ^ 
i 
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, и* 

V2M, У 

3 

где использованы следующие обозначения: 

2as (и°)= V s [rA(xs+xz)cos rku°—j(rft
2+xsxz)smrftw°], 

QskQik 2bsi(u°)= \ — [rfe(xs—xz)cosrftii0—j(rft
2—xsxz,)sinrftu°]? 

~гЛУх вх/ 

vn SkqskKs л . г 
— > -—-—(% scosr^°-jr f tsmr^0) , 

(7*= [ £ (г*2-*,2)"2 ] '' (rk*-x.*)-S 5 , = ^ g l b v = £ , * . " * 
I I s 

а величины гЛ (частоты «квазифотонов» [9]) являются положительнымж 
корнями характеристического уравнения 

VI'(rfc
2--xe

2)-1=6-1fts, Iimrft=xft. 
s 

Из (7) видим, что решения уравнения (6) можно искать в виде яр— 
=ехр (—Ис3и3)у(и°), где функция ф(0) является когерентным состоянием: 
для операторов ах и cs%. 

2. ТРАЕКТОРИЯ ДВИЖЕНИЯ И СРЕДНИЕ ДЛЯ ПОЛЯ 

Используя интегралы движения (8), несложно показать, что 
_ ' и° и0 

(9) <u">=Uo" + ~\x(^)du0 + —\QK(u0)du°; <-«Лвх>«р*г 

о о 

где 

v6 \ - 1 . б *п Sk
2

 л . У2 
(10) x(»°)=(l+^ r) +-7rS-^ c o s r^ 0 ; ^ = —Re^, 

У'2к 
<Ми°) = - - V (iF.'(u0)zA+K. с ) ; px-V2*ft,Imita, 

а штрих означает дифференцирование по и0. 
Из (9) и (10) следует, что Re JL̂  задают значения координат их (%=* 

= 1 , 2) в начальный момент «времени» и°=0, a Im \\% определяют средние-
значения импульса электрона в плоскости, перпендикулярной направле­
нию распространения плоской волны. 
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^Рассматриваемые когерентные состояния характеризуются тем, что 

(11) <(и*-<^>)2Х(^-</>х>)2> = 

и0 и0 

, О s О 

юлж реализуют минимум соотношения неопределенностей лишь в началь­
ный момент «времени» к°=0. Следует отметить, что когерентные состоя­
ния, построенные для систем с произвольным квадратичным гамильтониа­
ном, дают минимум соотношению неопределенностей лишь в том случае 
|16, 17], если гамильтониан может быть приведен к осцилляторному виду 
унитарным преобразованием. Здесь этого сделать нельзя, поэтому равен­
ство (1.1) неудивительно. 

Для среднего числа фотонов 5-й моды линейной поляризации % в рас­
сматриваемых когерентных состояниях получаем 

(12) <o^-|-^s^>=l <ся,> !2-ь ̂ ^ I bsZ I^-bl^.c^0) I2, 
i 

I 

Учитывая, что bsl(0)=Fs(0)=0, asZ(0)=6^, из (12) следует интерпрета­
ция величин \zs%\ как средних чисел фотонов 5-й моды линейной поляри­
зации К в начальный момент «времени». 

Нетрудно показать, что для средних значений напряженности элек^ 
трического поля имеют место соотношения 

,(13) <(^_<^>)2>=(^y"2[^x'2(tto) + ^ £ | F / / ( w o ) | 2 j ) 

V2<£,>=-_-<Лх>, 
а и0 

е 

Согласно [18] параметр V (объем, в котором находятся взаимодейст­
вующие электрон и электромагнитное поле) можно связать с электронной 
плотностью. Все средние (9), (12), (13) являются сложными функциями 
параметров электронной плотности p9=F~Y начальной плотности фотонов 
5-й моды поля линейной поляризации psx*=|zs^|2/V и интеграла движе­
ния к3. Анализ выражений (9), (12), (13) показывает, что переход к 
случаю классического электромагнитного поля плоской волны может быть 
осуществлен в пределе, когда 

(.14) Рэ-^0, psa*=const, 

электронная плотность в системе пренебрежимо мала по сравнению с фо-
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тенной плотностью. При этом 

\~1 т / 2nhc , . „ 

<cs,+csKy^\zs,\\ ЦЕк-(Ех>уу-*0, 

а траектория движения (9) в этом приближении совпадает как с траекто— 
рией заряженной классической частицы в поле плоской волны [1], так и 
с квантовомеханическим расчетом траектории, использующим когерент­
ные состояния электрона в поле классической плоской волны [4]. Пара­
метром, учитывающим величину эффектов воздействия электронного дви­
жения на характеристики электромагнитного поля, является безразмер­
ный параметр v8/k3. Отметим, что если при v8/k3~l необходимость учета 
изменения электромагнитного поля за счет взаимодействия с электроном? 
достаточно очевидна, то ситуация при v8/k3<l не столь очевидна, в част­
ности при рассмотрении спектроскопических характеристик. Так, рассчи­
танное в [18] излучение электрона в поле квантованной плоской волны 
с использованием решений [9] показало, что, хотя учет влияния элек­
тронного движения на поле при достижимых в настоящее время энергиях 
и плотностях электронных и фотонных пучков несуществен при изуче­
нии интегральных характеристик (энергия, импульс и т. д.), тем не менее 
при расчете спектра излучения учет этого влияния является принци­
пиально важным и позволяет предсказать появление как дополнительного» 
сдвига в известные частоты излучения электрона в поле плоской волны 
[5, 6], так и тонкой структуры спектральных линий. 

Можно показать, что построение когерентных состояний (6), (7) в яв­
ном виде фактически сводится к отысканию явного вида некоторой об­
ратной матрицы, которую нам, к сожалению, в общем случае (т. е. при 
учете взаимодействия со всеми фотонами плоской волны) найти не уда­
лось. Однако нахождение явного вида когерентных состояний в принципе 
возможно, например, при учете взаимодействия с конечным числом мод 
поля, в частном случае с одной (приближение монохроматического поля). 

3. МОНОХРОМАТИЧЕСКАЯ ПЛОСКАЯ ВОЛНА 

Для отыскания явного вида когерентных состояний электрона в кван­
тованной монохроматической плоской волне (в выражении для А% (2) 
учитывается одно слагаемое) воспользуемся «координатным» представле­
нием для операторов рождения и уничтожения фотонов c*+, ее 

Решения уравнений (1) и (7) в этом случае могут быть записаны в виде 

(15) Уынн,(и\и,Ш) = Шак0№\(2ЫзУ>]-*Х 

{ г к 27-z" т "I 

-ik3us-i\ -~- cD# + aretg(cDtgz/) J X 
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Е 12 1 , , .„,„ i • ( г У У 1 7 

X 

Здесь введены следующие обозначения: 
2a=k0-2+m2k3-iu0-%2y (1-Е) G^+mrb-* sin у, 

G=cos у+т sin г/, Z?=cos г/+£0)-1 sin г/, 

'j/=ra°,.r=©-1K, со=У1+Д, А=8/к3к\ x=8l/6xA;3-V-2, 

2о) 
а = -1+со 

.0-*е-*у, ч=1-соБ у, С/=ехр ш°х V сх+с* . 

В начальный момент «времени» и°=0 когерентные состояния (15) 
<16) Т ь { ^ г л ( 0 , и Л Ы ) = [^о-1(2Мз),/2]-1Х 

Xexip(ig-ik3us) J J ^(к0их)^ (Ы, 

ẑ
KOr (ж) =ехр{-72Ы2-72*2-72я2+У2 zx) 

записываются в виде произведения когерентных состояний я|)ког для опера­
торов а%, -сх. В (16) exp.(ig) (2g= 2 ^ (1 _ с°) (1+со)"1 Imsx2-Im и*2]) -

х 
фазовый множитель; 

Когерентные состояния (15) нормированы относительно скалярного 
произведения (3) следующим образом: 

Х е х р { - » ( * - * ' ) - — ^(UJ2+U/ l2 -2zxV+l !xJ2+l(x/ l2 -2nx*fJ i / ) } . 
A. 

Легко показать, что волновые функции (1§) образуют полную систему 
функций с соотношением полноты в виде, 

/щ-5 j /с3 d&3 ТТ (d2|ix cf *x) X 
л 

х^;л1(«0,и,{и)?№л)(^и',{У})= : 
' ' . • • . • ь 

=б(и-й')Дб(1х-|х').' 
к 

Установим связь решений (15) с решениями, найденными в [4]. Вос­
пользовавшись формулой Меллера [19], раскроем действие унитарного 
оператора U в (16), перейдем затем к пределу (14) и учтем, что полу­
чающиеся в результате такого предельного перехода волновые функции 
имеют резкий максимум при |A,=V2 Re Zx, тогда в нулевом приближении 
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относительно указанного предела имеем 

(17) ^ х , х ) . ^ я ^ 

А „ \ ik0
2u3 

Хехр { — 2 J ( ~ТIm **2~Im М*2) - ^ з » 8 
Z/Сз 

У2 Г И J ̂ 2 d t t°~V 4 (Ь-4-**»"1»0)_1 Yi{uX~ Тщ~ 2к: 

О Я, 

где функция 

А=е]/. —(zxe- iK t t°+Zx'e<Kt t°) 
2>с 

Ч- е ~ связана с потенциалом классического поля плоской волны A\=--—.fx. 
сп 

Из (17) следует, что в нулевом относительно предельного перехо­
да (14) приближении когерентные состояния электрона в поле кванто­
ванной плоской волны (15) переходят в произведение когерентных со­
стояний электрона в поле классической плоской волны, найденных в [4]? 
и когерентных состояний свободных фотонов плоской волны. 
Томский государственный Поступила в редакцию, 
университет 20 декабря 1976 г. 
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COHERENT STATES OF THE ELECTRON 
IN QUANTIZED ELECTROMAGNETIC WAVE 

V. G. Bagrov, I. L. Bukfabinder, D. M. Gitman, P. M. Lavrov 
Coherent states for interacting electrons and photons in plane electromagnetic wave 

are found. Trajectories of the electron and the characteristics of the electromagnetic 
field are investigated. Limiting transition to the given external field is studied. 


