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Предлагаются численные методы для решения конечномерных выпуклых задач с ограниче­
ниями типа неравенств при выполнении условия Слейтера. Для задач, в которых сумма целе­
вой функции и функций ограничений является строго равномерно выпуклой, предложен и 
обоснован численный метод, основанный на решении двойственной к исходной регуляризо-
ванной задачи. Для этого метода получены условия сходимости, оценки скорости сходимости 
по функционалу, по аргументу ко множеству оптимальных элементов и к ^-нормальному ре­
шению. Для более общих выпуклых конечномерных задач минимизации с ограничениями ти­
па неравенств предлагаются два метода с конечношаговыми внутренними вычислительными 
процедурами, основанных на методах проекции и условного градиента. Решаются конечно­
мерные задачи, которые получаются при аппроксимации бесконечномерных задач, в частно­
сти задач оптимального управления системами с сосредоточенными и распределенными па­
раметрами. Библ. 11. 

Ключевые слова: выпуклые конечномерные задачи оптимизации, ограничения типа нера­
венств, численные методы оптимизации, методы регуляризации. 

В т е о р и и о п т и м и з а ц и и , в ч а с т н о с т и в задачах математического п р о г р а м м и р о в а н и я , при р а з ­
р а б о т к е ч и с л е н н ы х м е т о д о в а к т у а л ь н ы м и я в л я ю т с я вопросы их п р а к т и ч е с к о й р е а л и з у е м о с т и , 
э ф ф е к т и в н о с т и и д о в е д е н и я их д о а л г о р и т м о в . К т а к и м вопросам относятся р а з р а б о т к а м е т о д о в , 
а л г о р и т м о в б е з б е с к о н е ч н ы х внутренних в ы ч и с л и т е л ь н ы х процедур, п о и с к и ф о р м у л и р о в к а 
к р и т е р и е в , п р а в и л о с т а н о в а . П р е д л а г а е м ы е в данной статье методы н а п р а в л е н ы на р е ш е н и е 
этих в о п р о с о в . О н и п о с т р о е н ы на основе м е т о д а регуляризации (см. [1]), м е т о д о в п р о е к ц и и , 
условного г р а д и е н т а и д в о й с т в е н н о г о метода (см. [2]-[8]). Для них п о л у ч е н ы к р и т е р и и останова , 
д о к а з а н ы о ц е н к и с к о р о с т и сходимости по функционалу , сходимость по а р г у м е н т у к о м н о ж е с т в у 
о п т и м а л ь н ы х э л е м е н т о в и к н о р м а л ь н о м у оптимальному элементу. О н и в а б с т р а к т н о м , для бес­
к о н е ч н о м е р н ы х г и л ь б е р т о в ы х пространств п р е д л о ж е н ы в [9], [10]. В к о н е ч н о м е р н ы х задачах 
они и м е ю т свои о с о б е н н о с т и ; в частности , э т о связано с эквивалентностью с л а б о й и сильной т о ­
пологий. К р о м е т о г о , о т м е т и м , ч т о обоснование методов проводится при у с л о в и и н е п р е р ы в н о ­
сти г р а д и е н т о в ц е л е в о й и ф у н к ц и й ограничений , и рассматриваются случаи, к о г д а п а р а м е т р р е ­
гуляризации м о ж н о п о л о ж и т ь р а в н ы м нулю, т .е . при отсутствии регуляризации . 

П р е д л а г а е м ы е м е т о д ы я в л я ю т с я аналогами предложенных ранее м е т о д о в , в к л ю ч а я б е с к о ­
н е ч н о м е р н ы е п р о с т р а н с т в а , в ч а с т н о с т и в задачах оптимального управления с с о с р е д о т о ч е н н ы ­
ми и р а с п р е д е л е н н ы м и п а р а м е т р а м и . Эти м е т о д ы м о ж н о использовать при к о н е ч н о м е р н ы х ап­
проксимациях б е с к о н е ч н о м е р н ы х задач, что и является ц е л ь ю р а б о т ы . П о э т о м у е с т е с т в е н н о 
изучить их в к о н е ч н о м е р н о м п р о с т р а н с т в е и д а л е е совершать предельный п е р е х о д к исходной 
задаче . В ч а с т н о с т и , о с о б е н н о с т ь ю методов в к о н е ч н о м е р н ы х пространствах я в л я е т с я то , ч т о в 
н е к о т о р ы х с л у ч а я х п а р а м е т р регуляризации м о ж н о положить нулю, т .е . р е г у л я р и з а ц и и не т р е ­
буется. К р о м е т о г о , м е т о д ы о б о с н о в а н ы для квадратичных целевых ф у н к ц и й и с к в а д р а т и ч н ы м и 
ф у н к ц и я м и , з а д а ю щ и м и о г р а н и ч е н и я на допустимые элементы . В этом случае о н и сводятся к по­
с л е д о в а т е л ь н о м у р е ш е н и ю с и с т е м линейных алгебраических уравнений. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 04-01-00619, 07-01-00416). 

2014 

mailto:aleks@ccas.ru


1. О Б Щ И Е И В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н Ы Е У Т В Е Р Ж Д Е Н И Я 

В евклидовом пространстве Е" со с к а л я р н ы м произведением и нормой, соответственно, (а, Ь) = 

= халЪ[ и | | я | | 2 = Е-' = \ о[ рассмотрим в ы п у к л у ю задачу минимизации 

/ (и ) — inf, ие t / c E \ (1.1) 

где U - в ы п у к л о е , о граниченное , з а м к н у т о е м н о ж е с т в о , J(u), и e Е", - выпуклая , непрерывно 
д и ф ф е р е н ц и р у е м а я ф у н к ц и я . 

О б о з н а ч и м р е ш е н и я задачи (1.1): н и ж н ю ю г р а н ь ф у н к ц и о н а л а - через У* = inf J(u), м н о ж е -
ие U 

ство о п т и м а л ь н ы х э л е м е н т о в - ч е р е з £/* = {и e U: J(u) = У*}. Б у д е м рассматривать случай огра­
ничений типа н е р а в е н с т в 

U = {ие E": g£u) ^ 0 , / G / } , / = { 1 , 2 , . . . , m } , (1.2) 

где gi(ü), и e Е", I G / , - в ы п у к л ы е , н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е функции и для множества U 
выполняется условие Слейтера , т .е . с у щ е с т в у е т э л е м е н т ис e U т а к о й , что для gi(ut) < 0, / е / . Бу­
дем и с п о л ь з о в а т ь т а к ж е класс строго р а в н о м е р н о в ы п у к л ы х ф у н к ц и й . А именно: функция ф(м)> 
ие V, с т р о г о р а в н о м е р н о выпукла , если V ß е [0, 1] и Vw, ve V справедливо неравенство 

<p(ßii + ( 1 - ß ) V ) ^ ß<p(i<) + ( 1 - ß)<p( v ) - ß( 1 - ß)|LtCll" - v | | ) , 

где модуль с т р о г о й в ы п у к л о с т и р(-) у д о в л е т в о р я е т у с л о в и я м 

р ( 0 ) = 0, | i ( f ) > 0 , 0 < f ^ d i a m V = s u p | | w - v | | . 
Il, V € V 

Свойства с т р о г о р а в н о м е р н о в ы п у к л ы х ф у н к ц и й и з л о ж е н ы , например , в [2], [8]. 

Пусть 8дг ^ 0, в/у — • 0, N — • °°, a uN e U, N = 1, 2, . . . , - н е к о т о р а я последовательность , удовле­
т в о р я ю щ а я у с л о в и ю 

l ^ - w ^ l ^ 8 ^ , w°N = Pö(uN-J\uN)), N = 1 ,2 , . . . , (1.3) 

где P , 7 - о п е р а т о р п р о е к т и р о в а н и я на м н о ж е с т в о U, или у с л о в и ю 

0 ^ (J\uN\ uN-wN) ^ 8 ^ , (1.3)' 

где 

(J'(uN),w{

N-uN) = min (J\uN), V - uN), N - 1 ,2 , . . . . 

Эти условия я в л я ю т с я п р и б л и ж е н и я м и д л я , с о о т в е т с т в е н н о , следующих двух критериев опти­
мальности: для и* e U* необходимо и д о с т а т о ч н о в ы п о л н е н и я условий 

и* = Ри(и*-Г(и*))9 mm(J'(u*),v-u*) = 0. 

О т м е т и м , ч т о из свойств о п е р а т о р а п р о е к т и р о в а н и я с л е д у ю т неравенства 

(J'(u),u-wl) ^ (J'(u),u-w°) ^ | w ° - i / | 2 V u e £/, (1.4) 

где vv° = Ри(и - J(u)), и (J\u), vv1 - и) = min (J'(u), v - и). П о э т о м у из (1.3)' следует (1.3). 
V E U 

Теорема 1. Для последовательности uN е ( / , N = 1 , 2 , . . . , удовлетворяющей в задаче (1.1) 
условию ( 1.3) или ( 1.3)', справедливы следующие утверждения: 

0^J{uN)-J* ^(D + \J\uN)\)zN, N = 1 , 2 , . . . , p ( « „ ; 0 , N — - , 

За^сь D - диаметр множества U: 

D - d i a m f / = sup | | « - v | | , 
//, veil 

p(u; (/*) - расстояние от точки и до множества £/*: 

р ( « ; {/*) = inf \\u-v\\. 

Доказательство. Используя свойства в ы п у к л ы х ф у н к ц и й Vw* G i/* з а п и ш е м следующие COOT-
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ношения: 

0 ^ J(uN)-J* ^ (J\uN), uN-w*> = {uN-Pv(uN-J\uN))9uN-u*) + 

+ {Pi)(uN-J\uN))-uN + J\uN)9 uN-u*) = 

= (uN-Pv(uN-J\uN))9uN-u*) + 

+ (PU(UN-J'(11N))-(UN-J\UN))9 UN-PV(UN-J\UN))) + 

+ <Ри(им - J\uN)) - (uN - J\uN))9 Pv{uN - J\uN)) - Pvu*). 

Так как, в силу свойства проекций , последнее с л а г а е м о е здесь н е п о л о ж и т е л ь н о , т о с учетом 
оценки ( 1 . 4 ) п о л у ч а е м 

0 ^ J(uN)-J* ^ (uN-PN(uN-J\uN))9 uN-u*)-\\PN(uN-J\uN))-uN\\2 + 

+ (J\uN)9uN-Pö(uN-J\uN))) ^ (D + \\J\uN)\\)eN. 

Пусть v - п р е д е л ь н а я т о ч к а к uN. Тогда в силу н е п р е р ы в н о с т и J(u) и з а м к н у т о с т и U получаем 
ve (/*. 

Для построения сходящейся к о п р е д е л е н н о м у э л е м е н т у е (/* п о с л е д о в а т е л ь н о с т и uN е (/, 

N = 1, 2, м о ж н о воспользоваться методом регуляризации Тихонова (см. [ 1 ] ) . Пусть Q(w), и e Е", -
сильно в ы п у к л а я , д и ф ф е р е н ц и р у е м а я ф у н к ц и я , п р и ч е м Q\u), и e (/, у д о в л е т в о р я е т условию 
Липшица. О б о з н а ч и м ч е р е з = inf£2(w), w** G (/*, ß - н о р м а л ь н о е р е ш е н и е : Q ( M * * ) = Q * * = 

E" 

= inf Q(u), и введем д л я ( 1 . 1 ) р е г у л я р и з у ю щ и е з а д а ч и 

TN(u) = J(u) + aNQ(u)—-inf, ие (/, N = 1 , 2 , . . . , (1 .5 ) 

где aN > 0 , N = 1, 2, . . . , aN — - 0 , N — - «>. Д л я э т и х з а д а ч о п р е д е л и м п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь uN e (/, 
N = 1 , 2 , у д о в л е т в о р я ю щ у ю а н а л о г и ч н ы м с о о т в е т с т в е н н о ( 1 . 3 ) и ( 1 . 3 ) ' у словиям 

l ^ - W / v l ^ e / v > W°N = Pv{üN- VN(üN))9 ( 1 . 6 ) 

о ^ (T1

N(Un)9 u N - w]

N) ^ 

(TN(uN)9wN-uN) = mm(TN(uN)9v-uN), N = 1 , 2 , . . . . 
V E U 

Для этой п о с л е д о в а т е л ь н о с т и и м е ю т м е с т о с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я о сходимости к р е ш е н и ­
ям задачи ( 1 . 1 ) (см. [ 1 0 ] ) . 

Теорема 2. Для последовательности uN е ( / , N = 1 , 2 , . . . , удовлетворяющей в задачах (1 .5 ) 
условиям ( 1 . 6 ) или ( 1 . 6 ) ' , при £N/aN — - 0 , N — - ° о ? имеет место сходимость 

\\uN-u**\\ — - 0 , N — - о о , 

и справедливы следующие оценки по функционалу: 

aNQ* ^ TS-J* ^ aNQ(u*)9 Г * = MTN(u)9 

aNCï* ^ TN(uN)-J* ^ aNQ(u*) + C^{tNlaN)
m

9 

0 ^ J(uN)-J* ^ a „ [ Q ( n * ) - Q * ] + C 1 ( e y v / a y v ) 1 / 2 , 

гае м* - произвольный элемент из (/*, л константа С{ = С|(м*) не зависит от N. 

2. Р Е Г У Л Я Р И З О В А Н Н Ы Й Д В О Й С Т В Е Н Н Ы Й М Е Т О Д 

Для задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) р а с с м о т р и м метод, с в я з а н н ы й с р е ш е н и е м задач , двойственных к исход­
ным р е г у л я р и з о в а н н ы м , где в качестве р е г у л я р и з у ю щ е й ф у н к ц и и б е р е т с я сумма функций , зада­
ющих ограничения g (и) = Х,-"= , , « G Е " . Н а к а ж д о й и т е р а ц и и м е т о д а регуляризации в двой­
ственной задаче о п р е д е л и м критерий останова и д о к а ж е м с х о д и м о с т ь метода . Д л я э т о г о опреде-
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л и м р е г у л я р н у ю ф у н к ц и ю Лагранжа 
m 

Ци, X) = / ( и ) + £ Х ; - & ( и ) , и G Е", X G Л = {X,^ 0, i G / } , ( 2 . 1 ) 

/ = 1 

и д в о й с т в е н н у ю задачу 

X(X) = i n f L ( u , X ) — - sup , X G Л . (2.2) 
E" 

П у с т ь = supx(X), Л* = [X G Л: x(^) = x*} - ее р е ш е н и я , Л { ) = {X: À,,- > 0, i G / } , Ai = [X G A: > 
A, G Л 

> - o o } , {X} = т т ( 1 Д „ . . .Д ,„ ) . 

В в е д е м ф у н к ц и ю S(u) = J(u) + g (и), w G E". П р и с т р о г о й р а в н о м е р н о й в ы п у к л о с т и э т о й ф у н к ­

ции S(u), и G Е", с модулем строгой выпуклости |LL(0 ф у н к ц и я Дм, X) при ф и к с и р о в а н н о м X е Л 0 

строго равномерно выпукла на Е" с модулем в ы п у к л о с т и {X} (!(•) и достигает н и ж н е й грани УХ G Л 0 , 

т .е . Л ( ) с А{. П о э т о м у м о ж н о определить о т о б р а ж е н и е и(Х): Л 0 — • Е", где и(Х) - е д и н с т в е н н ы й 
э л е м е н т такой , что %(Х) = Ци(Х), X), X е Л 0 . Н а х о ж д е н и е и(Х), X е Л ( ) , во многих с л у ч а я х я в л я е т с я 
б о л е е простой задачей. В частности, при квадратичности функций 7(м), #,(м), / G /, э л е м е н т ы и(Х) -

р е ш е н и я линейных задач: L',(м, X) = 0, и e Е". П у с т ь J(X) = J(u(X)), g(X) = g(u(X)) = (g{(u(X)), 
gm(u(X))), X G Л 0 . О т м е т и м (см., например, [9]) с л е д у ю щ е е : 

1 ) м н о ж е с т в о Aj в ы п у к л о , а %(А,), X G Л, , вогнута , п о л у н е п р е р ы в н а сверху, п р и ч е м н е п р е р ы в н а 
во внутренних (в относительной топологии м н о ж е с т в а Л) т о ч к а х 

2) если множество Лебега Мс- {Хе Л, : х ( Я ) ^ С } , С G R, непусто, т о о н о в ы п у к л о , з а м к н у т о 
и о г р а н и ч е н о ; 

3) о т о б р а ж е н и е и(Х): Л 0 — - V и функции g ( À ) , J(X), X G Л ( ) , н е п р е р ы в н ы , а A. G Л 0 , н е п р е ­
р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м а , причем %\Х) = g(X), X е Л 0 . 

В в е д е м регуляризованные задачи: 

TN(u) - J(u) + aNg(u)—- inf, ие aN>0, aN—- 0, N—-oo. (2.3) 

И с п о л ь з у я замену Xj + aN на Xh i e /, получаем д в о й с т в е н н ы е к ней задачи 

Х(Х) = inf Ц м Д ) = Ц м Д ) Д ) — sup , Хе AN = {X, ^ aN, ie / } . (2.4) 

О б о з н а ч и м решения этих задач через 11% e U: 

TN(u%) = Т* = MT „(и), 
U 

X * = s u p x ( X ) = x(X*N), 1*е А* = {le AN:Xa) = X%}, N = 1 , 2 , . . . . 

О т м е т и м , что здесь 

м* = м Д * ) , X%igi(u%) = aNg,<u%), le /. 

П у с т ь XN G AN, N = 1,2, - приближенные р е ш е н и я задач (2.4) в с л е д у ю щ е м с м ы с л е : 
max [ ( ^ - / V ^ + ^ M ^ ) ) ) , ! = max | m a x { c % - X N j ; gj(uN) }\ ^ (2.5) 

где Рдг - о п е р а т о р проектирования на AN: (РМХ){ = max | aN; Xt}, / G I,auN = uN(XN). Э т о у с л о в и е при­
б л и ж е н н о й оптимальности эквивалентно с л е д у ю щ и м : 

|#/("*)| ^£/v> = {/: aN + eN<XNi}. 

Для поиска А д г воспользуемся следующим вариантом метода проекции градиента . П у с т ь произ ­

вольно Х(\ e Aj. Э л е м е н т ы Xk

N4k = 0, 1 , K { N ) , N= 1, 2 , о п р е д е л я ю т с я и т е р а ц и о н н о й ф о р м у л о й 

Xk

N

+l = A ^ + ß w / ^ , = P / V ( ^ + g ( ^ ) ) - ^ = { m a x I c C y v - À , ^ ; g,(uN(XN))l ie /}, 
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где ш а г ß ^ е (0, 1] и вычисляется к о н е ч н о ш а г о в ы м а л г о р и т м о м А р м и й о (см., н а п р и м е р , [8] , 

[11]). П р и п е р е х о д е к следующей, (/V+ 1)-й итерации м о ж н о п о л о ж и т ь X°N+ х =XN = Х^(Ю . С о г л а с ­
н о пп. 1)-3) , ф у н к ц и я %дА) при фиксированном N вогнута , н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м а и у н е е 
м н о ж е с т в а Л е б е г а в ы п у к л ы , з а м к н у т ы , ограничены, п о э т о м у процесс будет с х о д я щ и м с я (см. , на ­
п р и м е р , [9]) и ч е р е з к о н е ч н о е число шагов приведет к в ы п о л н е н и ю условия (2.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о близости XN к А* и iiN = iij^kN) к U* при N — - ° о следует р а б о т а м [8] , [9] , с у ч е ­
т о м т о г о , ч т о из ограниченности U следует равномерная о г р а н и ч е н н о с т ь м н о ж е с т в UN= {ие Е": 
gj(u) ^ £дг, / G / } , N = 1, 2, . . . (см., например, [2]). 

Теорема 3 . Пусть в задачах (I Л), (1.2) функция S(u), и e Е", строго равномерно выпукла с мо­
дулем выпуклости (!(•) и g* = inf g (и) > Тогда верны следующие утверждения: 

U G I 

1) значения XN — - А*, N — - с о , элементы uN —- (/*, N —°°, // справедливы оценки 

aNg* - C2EN ^ XNM - J* ^ 0, a N g * - C2zN ^ TN(uN) - У* ^ C 2 e „ , 

uNg* - C2EN ^ JN(uN) - J * ^ -aNg* + C2nN\ 

2) в случае eN/aN — - 0, N — - с о , элементы uN — - w** , N —- ». 

З д е с ь м** G £/* есть g -оптимальный элемент: 

= £** = Mg(u) = infS ( i*) - . /* = 5 ( м * * ) - У * . 

Замечания. 1. При строгой раввомерной непрерывности целевой функции J(u), и G V, множество 
Ах = А и отображение и(Х) определяется УХ е А. Поэтому в (2.3)-(2.5) можно положить <XN = 0, N = 1, 
2, т.е. двойственные задачи сводить к нерегуляризованной задаче. Если XN, N = 1 , 2 , . . . , — последова­
тельность, построенная описанным выше методом проекции градиента для задачи (2.1), (2.2), то (см. [8]) 
имеем 

\\XN-Pv(XN + g(XN))\\ — 0 , А — - , 

0 ^ Х(Ю~Х* ^ \\g(XN)\\\\XN-PL+XN + g(XN))l 
XN — - A*, N « 

a элементы uN = м ( А у у ) — w * , /V — с о , где w* - единственный оптимальный элемент. 

2. При условии строгой равномерной выпуклости g (м), и G Е", функция S(u), м G Е", строго равномер­
но выпукла, g * = infg(w) > - с о . Поэтому справедливы утверждения теоремы 3. 

3. А П П Р О К С И М А Ц И Я М Н О Ж Е С Т В Д Л Я О Г Р А Н И Ч Е Н И Й Т И П А Н Е Р А В Е Н С Т В 

Д л я о г р а н и ч е н и й типа неравенств (1.2) рассмотрим в н у т р е н н и е р е г у л я р и з и р у ю щ и е а п п р о к с и ­
м а ц и и и для з а д а ч на этих множествах д о к а ж е м в с п о м о г а т е л ь н ы е утверждения , а н а л о г и ч н ы е 
п р и в е д е н н ы м в т е о р е м а х 1 и 2. 

Д л я э т о г о в в е д е м следующие аппроксимации для м н о ж е с т в а (1.2): 

UN = {и G E": gNi(u) = gi(u) + aNQi(u) ^ 0, / G / } , (3.1) 

где oc^ ^ a N + ] > 0 , N = 1 , 2 , a N — - 0 , N — - со , aQ,(w) , и G E", ie / , - н е о т р и ц а т е л ь н ы е , с и л ь н о 
в ы п у к л ы е и д и ф ф е р е н ц и р у е м ы е функции. Отметим, ч т о и м е ю т место в к л ю ч е н и я UNcz UN+lcz (/, 

N = 1, 2, а из н е п у с т о т ы U при м а л ы х aN в ы т е к а е т н е п у с т о т а м н о ж е с т в UNn в ы п о л н е н и е д л я 
них условия С л е й т е р а . 

П у с т ь g(u) = (g\(u), g,„(и)), guiu) - (gN\(u\ gNm(u))' ЛУ ~ о п е Р а т о Р п р о е к т и р о в а н и я на UN, и 
о п р е д е л и м а п п р о к с и м и р у ю щ и е задачи 

J{u) — inf, ие UN, N = 1 , 2 , . . . . (3.2) 

П у с т ь uN G UN, N = 1, 2, - н е к о т о р а я последовательность , у д о в л е т в о р я ю щ а я у с л о в и ю 

l ^ - W / v i ^ 8 ^ , wl = PN(uN-J'N(uN)) (3.3) 



или условию 
1 ^ 

0 ^ (J'N(uN), uN - wN) ^ e~N, 
i , ( 3 3 ) ' 

(J'N(uN),wN-uN) = m m (J'N(uN), v-uN). 
ve UN 

П о к а ж е м , ч т о для этих п р и б л и ж е н н ы х р е ш е н и й справедливы утверждения, а н а л о г и ч н ы е т е о р е ­
ме 1. 

Теорема 4. Для последовательности uN e UN, N = 1 , 2 , удовлетворяющей в задачах (3 .1), 
(3.2) условиям (3.3) или (3.3) ' , имеет место сходимость 

p(uN; f /*) — 0 , N—+ -

и справедлива оценка по функционалу 

0 ^ J(uN)-J* ^ (D + \\J\uN)\\)(zN + C^m-dxal

N). 
ie I 

Доказательство. И с п о л ь з у я свойства в ы п у к л ы х функций записываем следующие с о о т н о ш е н и я : 

0 ^ J(uN)-J(u*) ^ (J\uN),uN-u*) = {uN-PN(uN-J\uN)),uN-u*) + 

+ (PN{uN- J\uN))-uN + J\uN),uN-u*) = 

= (uN-PN(uN-J\uN)),uN-u*) + 

+ {PN(uN-J\uN))-(uN-J\uN)\uN-PN{uN-J\uN))) + 

+ < PN(uN - J\uN)) - (uN - J\uN)), PN(uN - J'(uN)) - PNU*) + 

+ {PN(uN-J\uN))-(uN-J\uN)), PNu*-u*). 

Т а к как, в силу свойства п р о е к ц и й , т р е т ь е слагаемое здесь неположительно , то при д о с т а т о ч н о 

м а л ы х aN , / = 1, 2, N = 1, 2 , . . . (см. [10]), и м е е м 

^ C 3 m a x a ) v У и е (/, 
ie I 

где константа С 3 = С 3 (м) ^ 0 н е з ависит о т А, и получаем 

0 ^ J(HN) - J(u*) ^ (uN-PN(uN-J\uN)),iiN-u*)-

- | | P y v ( " w - J'(UN)) - UN\\~ + (J\UN)> UN-PN(UN-J\UN))) + 

+ | / V ^ / V - J\UN)) - UN\\ \?NU* - + )|| II^V'* - ^ 

^ (uN-PN(uN-J\uN)\ uN-u*) + (J\uN), uN-PN(uN-J\uN))) + 

+ С 2 ( г л / + I J ' ( ^ / v ) | | ) m a x a ) v ^ ( D + | | У ' ( " л ^ ) | | ) £ / v + C^N + Ц ^ ' О л О Ц ) m a x c % . 

/ € / i e I 
Отсюда следует о ц е н к а у т в е р ж д е н и я т е о р е м ы . Пусть v - предельная точка для uN. Т о г д а в силу 
непрерывности J(u) и з а м к н у т о с т и U п о л у ч а е м , что v e £/*. 

Рассмотрим р е г у л я р и з о в а н н ы е задачи на множествах UN: 
TN(u) = J(u) + aNÇl(u)-+M, ueUN, aN>0, N = 1,2, (3.4) 

где ад, — - 0, A — - o o . П у с т ь e UN, N = 1, 2 , . . . , - последовательность, удовлетворяющая у с л о в и ю 

или условию 

0 ^ (T'N(uN), uN-wX

N) ^ e ^ , (TN(uN\ wl

N-uN) = min (T'N(uN)9 v-uN). (3.5) ' 

Эти п р и б л и ж е н н ы е р е ш е н и я т а к ж е сходятся к р е ш е н и ю задачи (1.1), (1.2) (см. [10, т е о р е м а 2]). 
Теорема 5. Для последовательности uN e UN, N = 1, 2, удовлетворяющей в задачах (3.4) 

условиям (3.5) //л// (3.5) ' т а х ( а ^ / а у у ) — 0 , £N/aN — - 0, N —*» «>, имеет место сходимость 
i G / 

I I « * - « * * ! - 0, А — -



и справедливы следующие оценки: 

aNQ* ^ 7 ^ - 7 * ^ а№1(и*) + C 4 m a x a ^ , Т% = MTN(u). 
i б / uN 

aNQ* ^ TN{uN) - У * ^ aNQ(u*) + С 4 [ т а х а ^ + (zN/aN)m]9 

i G / 

0 < J(uN)-J* a w [ Q ( M * ) - Q : H ] + C 4 [max< + ( e w / a w ) 1 / 2 ] , 
/G / 

где и* - произвольный элемент из £/*, а С4 = С4(и*) - константа, не зависящая от N. 

4 . К О Н Е Ч Н О Ш А Г О В Ы Е М Е Т О Д Ы П Р О Е К Ц И И И У С Л О В Н О Г О Г Р А Д И Е Н Т А 

В данном р а з д е л е к о н к р е т и з и р у е м п о с т р о е н и е последовательностей uN G UN, N = 1, 2 , из 
п р е д ы д у щ е г о раздела , а и м е н н о : в з а д а ч а х ( З Л ) , ( 3 . 2 ) , у д о в л е т в о р я ю щ и х условиям ( 3 . 3 ) или ( 3 . 3 ) ' 
( случай отсутствия р е г у л я р и з а ц и и , т . е . при aN = 0 , N = 1 , 2 , . . . ) и в задачах ( 3 . 1 ) , ( 3 . 4 ) , у д о в л е т в о ­
р я ю щ и х условиям ( 3 . 5 ) или ( 3 . 5 ) ' ( с л у ч а й н а л и ч и я регул5физации: aN > 0 , N = 1, 2 , . . . ) . Для э т о г о 
о п р е д е л и м с л е д у ю щ и й и т е р а ц и о н н ы й р е л а к с а ц и о н н ы й процесс: 

" л и + 1 = " л и + Р л и Р л и - k = 0 , 1 , . . . , V M ^ 0 € E UN9 ( 4 . 1 ) 

где /?yv £ G E", | | / ? у у д I I = 1 - н а п р а в л е н и е спуска , т .е . <T'N (uN A), pN k) < 0 , a ш а г ß ^ > 0 в ы б и р а е т с я п о 
у с л о в и ю минимума 

TN(UN K + ßyy kpN k 

";v.* + ß/'/v.*G ^л' 

и л и п о к о н е ч н о ш а г о в о м у а л г о р и т м у А р м и й о (см., например , [ 8 ] , [ 1 1 ] ) . В ы б о р направления спус­
к а связан с п р и б л и ж е н и я м и по м е т о д у п р о е к ц и и г р а д и е н т а или по методу условного градиента , а 
и м е н н о 

РЫЛ = (wN.k-uKk)\\wN,k-uN.kV' ( 4 - 2 ) 

где Wyy к e Eп в ы б и р а е т с я по у с л о в и ю 

||WAU-W5V,*|| ^ £ Л А w°Nk = PN{uN k-TN{uN к)) ( 4 . 3 ) 

и л и п о у с л о в и ю 

0 ^ (TN(uNk)9 wN k - w N k ) ^ EN/29 

i , ( 4 - 3 ) ' 
(T'N(uNik)9wNik-uNA) = min (T'N(uN,k), v - u N k ) . 

VE UN 

В в е д е м для п о с л е д о в а т е л ь н о с т и w M k , е щ е условия 

u N k + $ ( w N k - u N k ) e UN9 (3 G ( 0 , 1 ) . ( 4 . 4 ) 

Т а к к а к справедливо н е р а в е н с т в о 

п р и ч е м здесь р а в е н с т в о в ы п о л н я е т с я тогда и т о л ь к о тогда, когда uN = Р^щЛ - T'N(uN к)) и л и 

( ^ у у д - T'N(uN к)) G f/yv, т о в случае ( 4 . 3 ) в ы п о л н я е т с я условие 

(T'N,k(uN,k)> wN.k-uKk> ^ -\\UNA~ WNA\\2' (4-5) 
а в случае ( 4 . 3 ) ' условие 

( Т'ъ * ( и м к)9 к - u N t к) < 0 . ( 4 . 5 ) ' 

Д о п у с т и м , ч т о при ф и к с и р о в а н н о м N для б е с к о н е ч н о г о процесса ( 4 . 1 ) с в ы б о р о м н а п р а в л е н и я 
спуска по ( 4 . 2 ) , ( 4 . 3 ) или по ( 4 . 2 ) , ( 4 . 4 ) , ш а г а по у с л о в и ю минимума или по алгоритму А р м и й о в ы ­
п о л н я ю т с я , с о о т в е т с т в е н н о , у с л о в и я ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) или ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) ' . Тогда из [ 8 ] , [ 1 0 , лемма 3 ] п о л у ч а ­
е м существование н о м е р а kN т а к о г о , ч т о в ы п о л н я е т с я , соответственно , условие 



или условие 

0<(rN(uNk\ uNnkN-wN,k) ^ 4 / 2 . ( 4 . 6 ) ' 

О п р е д е л и м э л е м е н т п о с л е д о в а т е л ь н о с т и uN равенством 

W/V = " A U „ G UN- (4-7) 

И з неравенств 

или 

{TN(uN\uN-wNk) ^ (T'N(uN\uN-wN к ) + 
1 2 

+ (T'N(UN)9 W N A N - W N k ) 

получаем в ы п о л н е н и е , с о о т в е т с т в е н н о , условий ( 3 . 3 ) или ( 3 . 4 ) . Поэтому из т е о р е м 4 и 5 в ы т е к а ­
ют , соответственно , с л е д у ю щ и е у т в е р ж д е н и я . 

Теорема 6 (случай aN = 0 , N = 1, 2 , . . . ) . В задаче ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) с аппроксимацией ( 3 . 1 ) , ( 3 . 2 ) для 
последовательности ( 4 . 7 ) , где u N k определяется по ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , wNA удовлетворяет условиям 
( 4 . 3 ) , ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) или ( 4 . 3 ) , ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) ' , с выбором шага по минимуму или по алгоритму Армийо 
справедливы утверждения теоремы 4 . 

Теорема 7 (случай aN > 0 , N = 1 , 2 , . . . ) . Пусть в задаче ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) с аппроксимацией ( 3 . 1 ) , ( 3 . 4 ) 

выполняются условия m a x ( o c ^ / a N ) — 0 , eN/aN — • 0 , N —<». Тогда для последовательности 
1 e / 

( 4 . 6 ) , ( 4 . 7 ) или ( 4 . 6 ) ' , ( 4 . 7 ) , где uN^k определяется по ( 4 . 1 ) , ( 4 . 2 ) , w N k удовлетворяет условиям 
( 4 . 3 ) , ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) или ( 4 . 3 ) , ( 4 . 4 ) , ( 4 . 5 ) ' , с выбором шага по минимуму или по алгоритму Армийо 
справедливы утверждения теоремы 5 . 

В следующем р а з д е л е р а с с м о т р и м в о п р о с вычисления элементов wNk при aN> 0 , N = 1 , 2 , . . . 

5 . Р Е Г У Л Я Р И З О В А Н Н Ы Й М Е Т О Д Д Л Я Д В О Й С Т В Е Н Н О Й З А Д А Ч И 

Для вычисления п р и б л и ж е н н ы х э л е м е н т о в wN h связанных с приближениями к w°N k , wX

N% k в 
методах проекции и у с л о в н о г о градиента , воспользуемся описанным в разд. 2 д в о й с т в е н н ы м р е -
гуляризованным м е т о д о м . Д л я э т о г о о п р е д е л и м соответствующие задачи 

I k - [ и л и - T N ( u N , k ) ] \ \ ~ — " i n f ' V V G ^ (5-!) 

(TN(uNk)9 w-iiNk)—^ inf, w e £Д, ( 5 . 1 ) ' 

и введем функции Л а г р а н ж а 
m 

^ л и - О Д ) = \w- [iiNA-T'N(uNA)]\~ + ^X'gNi(w), 
i = i 

m 

/ - 1 

w G E \ Хе A = { X e E ' " : À ' ^ 0 , / G / } , 

a т а к ж е д в о й с т в е н н ы е з а д а ч и 

Х л и М = i n f / ^ ( и ^ Д ) = LNJ((wNk(X)9X) — sup, к Л . ( 5 . 2 ) 
M G il 

О б о з н а ч и м р е ш е н и я д в о й с т в е н н ы х задач ( 5 . 2 ) через x t i k - M A X 5 U А Д ) Д / V А: = Д G Л : %/v АД) = 

л 
= Хли I • Для р е ш е н и я э т и х задач воспользуемся методом проекции градиента, а н а л о г и ч н ы м опи­
санному в разд. 2 , п р и ч е м , у ч и т ы в а я з а м е ч а н и е 2 , без регуляризации целевых ф у н к ц и й , т .е . для 



з а д а ч и (5.2): 

^ V , * , s + 1 = ^NA,s + GNA,SCJNA,S ^ Л / Д , 0 Е Л , (5 3) 

9 A U , S = P\(^N,k,s + 8NA(^NA.S))-hNj,s, s = 0 , 1 , . . . , 
где PA - о п е р а т о р п р о е к т и р о в а н и я на м н о ж е с т в о Л, к о т о р ы й в данном случае имеет простой вид: 

PAb - ( т а х { 0 ; Ьх}, т а х { 0 ; Ът\) \/b е Е"\ а ш а г ö N k s определяется к о н е ч н о ш а г о в ы м а л г о р и т ­
м о м А р м и й о . П у с т ь э л е м е н т ы wNfk^s = wN4k(kNi^s). И з сходимости процесса (5.3) (см. з а м е ч а н и е 2) 
в ы т е к а е т существование н о м е р а sk т а к о г о , ч т о в ы п о л н я е т с я условие 

max \PA(XNtkt + gNA(XNtkt ))'- X'Ntkt \ ^ е „ , (5.4) 

W^NA.S.-^NAW ^ £N> (5.5) 

| к д и , , , - H V J I ^ zN (5.5) ' 

и у с л о в и е 

П о л о ж и м 

^ д + Р ( ^ д / д , Л А - И д / д ) е UN9 ße (0 , 1). (5.6) 

и > л и - = v (5.7) 
Д л я з а д а ч (5.1) при u N k Ф PN(üN к - T'N(üN^k) (т .е . üN к Ф й^) и ü N A - TN{üNA) £ UNвыполняется 
у с л о в и е (см. [10]) 

(TUuNtк)9 wNtкщh - uN к) + I w N % k t h - uN *|| " < 0 , (5.8) 

а в с л у ч а е задачи (5.2) при min {TN (uN A ) , v - uN k) < 0 (т.е. uN k Ф u% ) - условие 
ve UN 

(T'N(UNA)> WNA,sK-UNA) < 0 - (5.8) ' 

Т о г д а , согласно з а м е ч а н и ю 2, д л я wN к в ы п о л н я ю т с я , соответственно , условия (4.3), (4.4), (4.5) 
и л и (4.3), (4.4), (4.5)'. 

Теорема 8. Пусть в задаче (1 .1) , (1.2) с аппроксимацией (3.1), (3.4) выполняются условия 

sup XN k s < o o , m a x ( a A y / a y v ) — - 0, £lW/aN — - 0, N —- ». 
N, it, ,v ' e 1 

Тогда для последовательности (4.7) , (4.6) или (4.7), (4.6)', где uNnk определяется по (4.1), (4.2) с 
выбором шага по минимуму или по алгоритму Армийо, a wN^k - из условий (5.4)-(5.8) или (5.4), 
(5.5) ' , (5.6), (5.7), (5.8)', в которых wN k%д. = wNk(kNks) (XN^^S строится по (5.3)), справедливы 
утверждения теоремы 7. 

В з а к л ю ч е н и е о т м е т и м , ч т о р е з у л ь т а т ы в ы ч и с л и т е л ь н ы х экспериментов показали х о р о ш у ю 
с х о д и м о с т ь описанных в д а н н о й р а б о т е м е т о д о в . 
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