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В посëеäние ãоäы зна÷итеëüное вниìание ис-
сëеäоватеëей привëекает заäа÷а управëения объ-
ектаìи с изìеняþщиìися äинаìи÷ескиìи харак-
теристикаìи и синтеза робастных реãуëяторов,
которые без перенастройки способны управëятü
öеëыì кëассоì объектов иëи оäниì объектоì в
øирокоì äиапазоне изìенения еãо параìетров,
наãрузок и пр. Метоäы синтеза таких систеì с
оöенкой äопустиìой обëасти возìожных параìет-
ров объекта развиты в работах [1—4] и äр. Боëüøая
÷астü этих работ посвящена ëинеаризованныì сис-
теìаì, ëевая ÷астü характеристи÷ескоãо уравнения
которых

P
n
(a, p) = a

0
 + a

1
p + ... + a

n
p
n = 0 (1)

преäставëяет собой поëиноì, при÷еì коэффиöи-
енты поëиноìа ìоãут приниìатü зна÷ения, при-
наäëежащие некотороìу ìножеству V

a
. Поëиноì

P
n
(a, p) робастно устой÷ив, есëи он устой÷ив äëя

ëþбоãо a ∈ V
a
. Дëя этоãо необхоäиìо, но неäоста-

то÷но, ÷тобы еãо коэффиöиенты быëи поëожи-
теëüны ∀a ∈ V

a
.

В работах [1, 2] заäа÷а робастной устой÷ивости
поëиноìа реøена äëя сëу÷ая, коãäа ìножество V

a

преäставëяет собой параëëеëепипеä, выäеëяеìый
интерваëüныìи оãрани÷енияìи

 ≤ a
i
 ≤ ,  i = 0, ..., n. (2)

В работе [2] построены ÷етыре поëиноìа, äëя
которых зна÷ения а выбраны так, ÷то их устой÷и-
востü ãарантирует устой÷ивостü поëиноìа (1). В ра-
боте [3] с испоëüзованиеì критерия устой÷ивости
Михайëова по оãрани÷енияì (2) поëу÷ена систе-
ìа, характеристики которой опреäеëены вектороì
a

0
 ∈ V

a
 и откëоненияìи |a

i
 – a

0
| ≤ γa

i
. Таì показа-

но, ÷то требуется построитü тоëüко оäин ãоäоãраф
Михайëова этой систеìы, ÷тобы узнатü, буäет ëи
исхоäный поëиноì робастно устой÷ив äëя заäан-
ноãо γ и при какоì ìаксиìаëüноì γ эта устой÷и-
востü сохраняется.

Межäу теì, существует важный кëасс объектов
реãуëирования, äëя которых поëу÷енные резуëü-
таты неприìениìы. Это техноëоãи÷еские объек-
ты в хиìи÷еской, ìетаëëурãи÷еской, пищевой
проìыøëенности, энерãетике и äр. Динаìика этих
объектов опреäеëяется ãëавныì образоì проöес-
саìи тепëо- и ìассопереноса. Они устой÷ивы, ха-
рактеризуþтся распреäеëенныìи параìетраìи, и
апериоäи÷ескиì виäоì перехоäных проöессов. На
практике при рас÷ете систеì реãуëирования рас-
преäеëенностü аппроксиìируþт ввеäениеì ÷исто-
ãо запазäывания.

Обозна÷иì ÷ерез W0(p) и W
r
(p) переäато÷ные

функöии объекта и реãуëятора соответственно.

Рассìотрена заäа÷а о робастной устой÷ивости и выборе параìетров типовых реãуëяторов

оäноконтурных ëинейных систеì с обратной связüþ äëя техноëоãи÷еских объектов с за-

пазäываниеì. Множество возìожных зна÷ений параìетров переäато÷ной функöии объ-

екта преäпоëаãается заìкнутыì и оãрани÷енныì, при этоì ìоäуëü и фаза аìпëитуäно-

фазовой характеристики разоìкнутой систеìы ìонотонно уìенüøаþтся с ÷астотой.

Ключевые слова: систеìы с запазäываниеì, робастная устой÷ивостü, техноëоãи÷еские объекты, ро-
бастная настройка.
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Переäато÷ные функöии техноëоãи÷еских объектов
соäержат звено ÷истоãо запазäывания, а их харак-
теристи÷еское уравнение не иìеет коìпëексных
корней. Моäуëü и фаза аìпëитуäно-фазовой ха-
рактеристики (АФХ) таких объектов с ростоì
÷астоты ìонотонно уìенüøаþтся, при÷еì ìоäуëü
стреìится к нуëþ, а фаза к ìинус бесконе÷ности
(свойство «ìонотонности»). Свойство ìонотон-
ности ìоäуëя и фазы техноëоãи÷еских объектов в
боëüøинстве сëу÷аев справеäëиво и äëя разоìкну-
тых систеì реãуëирования, ÷то, как показано ни-
же, позвоëяет упроститü реøение заäа÷и о робаст-
ной устой÷ивости и о выборе робастных настроек
реãуëяторов.

Знаìенатеëü переäато÷ной функöии заìкну-
той систеìы реãуëирования техноëоãи÷еских объ-
ектов не явëяется поëиноìоì и все резуëüтаты те-
ории автоìати÷ескоãо управëения, основанные на
свойствах поëиноìов, к такиì систеìаì неприìе-
ниìы. Это относится к критерияì устой÷ивости
Рауса — Гурвиöа, Михайëова, к ìетоäаì ëоãариф-
ìи÷еских ÷астотных характеристик, ìетоäаì про-
странства состояний и пр. Неприìениìы к техно-
ëоãи÷ескиì объектаì и упоìянутые выøе резуëü-
таты по робастной устой÷ивости äинаìи÷еских
систеì с поëиноìиаëüныìи характеристи÷ескиìи
уравненияìи. Особенности äинаìи÷еских свойств
техноëоãи÷еских объектов и систеì управëения
иìи неоäнократно поä÷еркиваë В.Я. Рота÷ [5].

Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в поëу-
÷ении усëовий существования и аëãоритìа выбо-
ра робастных настроек типовых проìыøëенных
реãуëяторов в систеìах реãуëирования техноëоãи-
÷еских объектов äëя оãрани÷енноãо и заìкнутоãо
ìножества V

a
 возìожных зна÷ений параìетров пе-

реäато÷ной функöии объекта; уравнений, опреäе-
ëяþщих ãраниöу робастноãо D-разбиения в преä-
поëожении, ÷то ìоäуëü АФХ разоìкнутой систе-
ìы ìонотонно паäает с ростоì ÷астоты, а также
конкретизаöия этих резуëüтатов äëя типовоãо тех-
ноëоãи÷ескоãо объекта.

1. ÇÀÄÀ×À Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
È ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÐÀÒÍÎÑÒÈ ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÕ ÊÎÐÍÅÉ

Характеристи÷еское уравнение заìкнутой сис-
теìы реãуëирования иìеет виä

1 + W(a, C, p) = 0.

Зäесü W(a, C, p) — переäато÷ная функöия ра-
зоìкнутой систеìы, a и C — параìетры объекта и
реãуëятора, р — переìенная преобразования Лап-
ëаса. Эта переäато÷ная функöия равна произвеäе-
ниþ переäато÷ной функöии объекта реãуëирова-
ния W0(a, p) на переäато÷нуþ функöиþ реãуëятора

W
r
(C, p), C ∈ V

C
, а обратная связü отриöатеëüная.

Реãуëяторы иìеþт типовуþ структуру, преä-
ставëяþщуþ собой параëëеëüное соеäинение про-
порöионаëüноãо, äифференöиаëüноãо и интеãраëü-
ноãо бëоков. Так, ÷то переäато÷ные функöии объ-
екта и реãуëятора иìеþт виä

W0(p) = Ke
–pτ (1 + T

K
p)–1, (3)

W
r
(p) = –(C0/p + C1 + C2p). (4)

Характеристи÷еское уравнение заìкнутой сис-
теìы

W0(a, p)W
r
(C, p) = –1. (5)

В общеì сëу÷ае ëевая ÷астü уравнения (5) äëя
техноëоãи÷еских объектов ìожет бытü записана в
форìе квазипоëиноìа

Z(C, p) = Q
j
(a, p)  – C

k
p
k – 1 =

= f(p, a) – C
k
p
k – 1. (6)

Зäесü первое сëаãаеìое не зависит от параìет-
ров реãуëятора. Обозна÷иì еãо как f(p, a).

В тоì сëу÷ае, коãäа переäато÷ные функöии
объекта и реãуëятора иìеþт виä (3) и (4), уравне-
ние (5) приниìает форìу

(C0 + C1p + C2p
2) = 1

и ìожет бытü привеäено к форìе (6) как

pe
pτ (1 + T

K
p) – K(C

0
 + C

1
p + C

2
p

2) = 0.

Первое сëаãаеìое в ëевой ÷асти этоãо уравне-
ния обозна÷ено выøе ÷ерез f(p, a).

Реøение заäа÷и о выборе параìетров реãуëято-
ра, обеспе÷иваþщих ìаксиìуì степени устой÷и-
вости систеìы, в работах [6—9] основываëосü на
преäпоëожении, ÷то ìаксиìуì степени устой÷и-
вости äëя систеìы, иìеþщей m варüируеìых ко-
эффиöиентов, äостиãается в сëу÷ае, коãäа бëи-
жайøиì к ìниìой оси явëяется äействитеëüный
коренü кратности (m + 1). В этой то÷ке характе-
ристи÷еское уравнение (äëя опреäеëенности рас-
сìотриì ПИД-реãуëятор, äëя котороãо m = 3)

M(p, a, C) = f(p, a) – K(C0 + C1p + C2p
2) = 0,

в котороì коìпëексная переìенная p ìожет бытü
заìенена на äействитеëüнуþ переìеннуþ x, иìеет
коренü кратности (m + 1), т. е. не тоëüко зна÷ение

K 1=

N

∏

j 1=

r

∑ e
τjp

k 1=

m

∑

k 1=

m

∑

K

pe
pτ

1 TKp+( )
K 1=

N

∏
-----------------------------------------------

K 1=

N

∏
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функöии, но и зна÷ение всех ее произвоäных äо
поряäка m равно нуëþ, ÷то привоäит к систеìе
уравнений:

M
(3) = f (3)(x, a) = 0,  M (2) = f (2)(x, a) – 2KC

2
 = 0,

M
(1) = f (1)(x, a) – KC1 – 2KC2x = 0, 

M(x, a, C) = 0.

Тоëüко первое из этих уравнений неëинейно.
Оно опреäеëяет зависиìостü ìаксиìаëüной степе-
ни устой÷ивости от параìетров объекта η*(a). Дëя
простых сëу÷аев оно иìеет анаëити÷еское реøе-
ние. В общеì сëу÷ае прихоäится то÷но иëи при-
бëиженно нахоäитü эту зависиìостü ÷исëенно. Ос-
таëüные уравнения ëинейны по искоìыì пара-
ìетраì реãуëятора, реøаþтся поо÷ереäно, так ÷то
кажäое из них соäержит ëиøü оäну переìеннуþ.

Гипотеза кратности действительных корней
привоäит к такой посëеäоватеëüности рас÷ета па-
раìетров реãуëятора.

1. Нахоäят ìаксиìаëüный коренü ζ
m
 = η*(a)

уравнения

f
(m)(x, a) = 0,  m = 1, 2, 3. (7)

Отìетиì, ÷то в уравнение (7) вхоäят тоëüко па-
раìетры объекта.

2. Дëя m = 1 (И-реãуëятор)

 = f(ζ
1
)/K. (8)

Дëя m = 2 (ПИ-реãуëятор)

 = f '(ζ
2
)/K,   = f(ζ

2
)/K – ζ

2
. (9)

Дëя m = 3 (ПИД-реãуëятор)

 = 0,5f ''(ζ3)/K,   = f '(ζ3)/K – ζ3,

 = f(ζ3)/K – ζ3 – . (10)

Дëя пропорöионаëüноãо реãуëятора, как и äëя
интеãраëüноãо, m = 1, но

f(p, a) = (1 + T
K
p)epτ.

Явëяется ëи найäенное зна÷ение ζ
m
 ìаксиìаëü-

ной степенüþ устой÷ивости систеìы, вообще ãо-
воря, не быëо äоказано. В ряäе сëу÷аев ìожно вос-
поëüзоватüся [9] äостато÷ныì усëовиеì тоãо, ÷то
расстояние η корня ζ характеристи÷ескоãо уравне-
ния (6) от ìниìой оси совпаäает со степенüþ ус-
той÷ивости: для того чтобы действительный корень
ζ характеристического уравнения системы с обрат-
ной связью был ближайшим к мнимой оси, достаточ-
но выполнения неравенства

|W
0
(iω – ζ)W

r
(iω – ζ)| < 1 ∀ω ≠ 0.

При ω = 0 ëевая ÷астü этоãо неравенства равна еäи-
ниöе, т. е. äостато÷но, ÷тобы ìоäуëü расøиренной
АФХ разоìкнутой систеìы ìонотонно уìенüøаë-
ся с ростоì ÷астоты.

В работе [10] äоказана теореìа Попова — Пу-
хова (ПП-теореìа), привеäеì ее форìуëировку.

1. Степенü устой÷ивости систеìы äëя квазипо-
ëиноìа Z(C, p) виäа (6) ìенüøе ëибо равна ìоäу-
ëþ ζ

m
, бëижайøеãо к ìниìой оси äействитеëüно-

ãо корня уравнения (7). Так ÷то, в сëу÷ае, коãäа
äëя фиксированных параìетров объекта систеìа
уравнений (7)—(10) иìеет äействитеëüное реøе-
ние, найäенная степенü устой÷ивости явëяется
ìаксиìаëüно-возìожной, а соответствуþщие ей
настройки реãуëятора оптиìаëüныìи по этоìу по-
казатеëþ.

2. Эта систеìа всеãäа иìеет реøение äëя техно-
ëоãи÷еских объектов, есëи m < 3.

3. Дëя систеìы с ПИД-реãуëятороì усëовие
кратности äействитеëüных корней выпоëнено
(бëижайøий к ìниìой оси коренü — äействитеëü-
ный кратности три), есëи отноøение ìаксиìаëü-
ной постоянной вреìени к вреìени запазäывания
T
imax

/τ > 0,5.

Заäа÷а о выборе робастных параìетров реãуëя-
торов в этих работах не рассìатриваëосü.

2. ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Рассìотриì оäноконтурные систеìы, у кото-
рых переäато÷ная функöия объекта зависит от ко-
эффиöиентов a ∈ V

a
, с типовыìи реãуëятораìи.

Дëя пропорöионаëüноãо реãуëятора W
r
(C, p) =

= –C1, äëя пропорöионаëüно-интеãраëüноãо

W
r
(C, p) = –(C

0
/p + C

1
). Наконеö, äëя ПИД реãу-

ëятора W
r
(C, p) = –(C0/p + C1 + C2p). Параìетры

реãуëяторов неотриöатеëüны.
Буäеì преäпоëаãатü разоìкнутые систеìы ус-

той÷ивыìи иëи нейтраëüныìи, ìоäуëü и фаза ко-
торых уäовëетворяþт усëовияì ìонотонности:

M(a, C, ω
k
) ≥ M(a, C, ω

k + 1
), (11)

ãäе ω
k
 — реøение уравнения

ϕ(a, C, ω
k
) = –π(1 + 2k), 

k = 0, 1, ...,  < 0 ∀a ∈ V
a
. (12)

Дëя техноëоãи÷ескоãо объекта и ëþбоãо реãуëя-
тора, у котороãо ìоäуëü и фаза АФХ не растут с
÷астотой, эти усëовия выпоëнены. Есëи же реãу-
ëятор соäержит äифференöируþщее звено, усëо-
вия ìонотонности ìожно проверитü по неравенст-
ву (11).

C0
*

C1
* C0

* C1
*

C2
* C1

* C2
*

C0
* C1

* C2
* ζ3

2

K 1=

N

∏

ϕ∂
ω∂
-------
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Соãëасно критериþ Найквиста äинаìи÷еская
систеìа с обратной связüþ устой÷ива, есëи разо-
ìкнутая систеìа устой÷ива и при изìенении ω

 
от

нуëя äо бесконе÷ности ãоäоãраф АФХ разоìкну-
той систеìы W(a, C, iω) = W

r
(C, iω)W

0
(a, iω) не ох-

ватывает то÷ку (–1, i0).
Дëя систеì с ìоäуëеì АФХ, ìонотонно уìенü-

øаþщиìся с ростоì ω, это зна÷ит, ÷то при первоì
пересе÷ении äействитеëüной оси на ÷астоте ω0 > 0

выпоëнены усëовия

ϕ(a, C, ω0) = –π,  M(a, C, ω0) < 1.

Дëя краткости буäеì обозна÷атü ìоäуëü АФХ
разоìкнутой систеìы в то÷ке ее пересе÷ения с
отриöатеëüной äействитеëüной поëуосüþ как
M

π
(a, C, ω

0
).

Веëи÷ину r(a, C, ω
0
) = 1 – M

π
(a, C, ω

0
) называ-

þт запасом устойчивости. Систеìы, уäовëетворя-
þщие усëовияì (11) и (12), иìеþт АФХ виäа, по-
казанноãо на рис. 1.

Привеäеì нескоëüко опреäеëений, касаþщихся
робастных систеì.
� Система робастно устойчива в замкнутом со-

стоянии, если найдется такой допустимый век-
тор С, что r(a, C) > 0 ∀a ∈ V

a
.

Дëя систеì, уäовëетворяþщих усëовияì (11) и
(12), это озна÷ает, ÷то существует вектор параìет-
ров реãуëятора C* ∈ V

C
 такой, ÷то ìиниìуì по C

ìаксиìаëüноãо по a зна÷ения M
π
(a, C, ω) ìенüøе

еäиниöы:

M
π
(a, C, ω)  =  < 1. (13)

Разниöу r * = 1 –  естественно назватü ро-
бастныì запасоì устой÷ивости.
� Настройки регулятора, выбранные по некоторо-

му показателю качества, робастные, если для
любых возможных параметров объекта a ∈ V

a

значение этого показателя не хуже его значения,
соответствующего выбранным настройкам.

� Робастным D-разбиением в пространстве пара-
метров регулятора называют выделение в этом
пространстве множества всех значений пара-
метров, для которых система робастно устой-
чива. Так ÷то систеìа робастно устой÷ива, ес-
ëи ìножество, опреäеëенное D-разбиениеì,
не пусто.
Граниöа обëасти робастной устой÷ивости в

пространстве параìетров реãуëятора C опреäеëена
усëовияìи

M(a, C, ω)/ϕ(a, C, ω) = –π  = 1

äëя всех зна÷ений ω, соответствуþщих неотриöа-
теëüныì зна÷енияì C.
� Пусть система робастно устойчива при некото-

ром значении C. Назовем робастной степенью ус-
тойчивости η такое неотрицательное число, что
система, имеющая расширенную АФХ разомкну-
той системы W(a, C, iω – η), устойчива при
всех a ∈ V

a
 за исключением множества значений

a = a*, для которых она находится на границе ус-
тойчивости.
Дëя такой систеìы

M(a, C, η, ω) = 1/ϕ(a, C, η, ω) = –π. (14)

Зäесü M(a, C, η, ω) и ϕ(a, C, η, ω) — ìоäуëü и фаза
расøиренной АФХ разоìкнутой систеìы.

Заäа÷а о выборе параìетров реãуëятора по ус-
ëовияì ìаксиìуìа робастной степени устой÷и-
вости ìожет бытü с у÷етоì ввеäенных опреäеëе-
ний сфорìуëирована как

η* = η(a, C). (15)

Эта заäа÷а о÷енü сëожна, так как степенü устой-
÷ивости зависит от а и С аëãоритìи÷ески и ìини-
ìуì ее по а нужно искатü при всех возìожных зна-
÷ениях параìетров реãуëятора. Оäнако, как пока-
зано ниже, ее реøение существенно упрощается,
есëи поряäок операöий вы÷исëения ìиниìуìа и
ìаксиìуìа ìожно изìенитü на обратный.

Покажеì, ÷то äëя систеì реãуëирования с ìо-
нотонной АФХ разоìкнутой систеìы справеäëива

Теорема. Задача (15) о максимуме робастной
степени устойчивости имеет седловую точку (вели-
чина η* не зависит от последовательности операций
вычисления максимума и минимума).

Рис. 1. Вид АФХ разомкнутой системы регулирования техноло-
гического объекта: а — реãуëятор не иìеет интеãраëüной со-
ставëяþщей; б — реãуëятор соäержит интеãраëüнуþ составëя-
þщуþ

min
C VC∈ ⎝

⎜
⎛
max
a Va∈ ⎠

⎟
⎞

Mπ
*

Mπ
*

⎩
⎨
⎧

max
a Va ω,∈ ⎭

⎬
⎫

max
a Va ω,∈

max
C

min
a Va∈
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Д о к а з а т е ë ü с т в о. Первона÷аëüно äокажеì, ÷то
для объектов с монотонной АФХ разомкнутой системы за-
пас устойчивости и степень устойчивости монотонно
связаны друг с другом.

Действитеëüно, обëастü, оãрани÷енная расøиренной
АФХ, явëяется отображениеì всех то÷ек пëоскости кор-
ней характеристи÷ескоãо уравнения заìкнутой систе-
ìы, ëежащих правее ëинии, параëëеëüной ìниìой оси,
с абсöиссой –η. В сиëу свойств конфорìноãо отображе-
ния эта обëастü с ростоì η расøиряется. Так ÷то ìоäуëü
расøиренной АФХ разоìкнутой систеìы функöией äëя
ëþбоãо зна÷ения фазы и, в ÷астности, M

π
(a, C, η, ω) с

ростоì η ìонотонно возрастает:

 > 0. (16)

Из неравенства (16) сëеäует, ÷то äëя тоãо, ÷тобы сис-
теìа быëа робастно устой÷ивой, необхоäиìо и äостато÷-
но существования такоãо η > 0, äëя котороãо выпоëнены
усëовия (14).

Чеì боëüøе запас устой÷ивости систеìы (÷еì ìенü-
øе M

π
(a, C, ω)), теì боëüøе зна÷ение степени устой÷и-

вости, при котороì ìоäуëü расøиренной АФХ заìкну-
той систеìы станет равныì еäиниöе в то÷ке пересе÷е-
ния с отриöатеëüной äействитеëüной поëуосüþ.

Такиì образоì, реøения заäа÷ (13) и (15) совпаäаþт.
Есëи первая из них иìеет сеäëовуþ то÷ку, то это же
справеäëиво и äëя заäа÷и (15).

Задача о робастном значении запаса устойчивости для
технологических объектов с монотонными АФХ разомкну-
той системы имеет седловую точку (результат ее реше-
ния не зависит от порядка вычисления операций максиму-
ма и минимума), так как функöия M

π
(a, C, ω) ìуëüти-

пëикативна. Моäуëü АФХ разоìкнутой систеìы равен
произвеäениþ ìоäуëя объекта на ìоäуëü реãуëятора,
оäин из этих соìножитеëей зависит тоëüко от a, а äру-
ãой — от С:

M
π
(a, C, ω) = F

a
(a, ω)F

C
(C, ω).

Обозна÷иì ìаксиìуì F
a
 по a ∈ V

a
 и ìиниìуì F

C
 по C

как (ω) и (ω). Изìенение посëеäоватеëüности

операöий ìаксиìуìа и ìиниìуìа не скажется на виäе

функöий  и . Как сëеäствие эквиваëентности, то

же относится и к заäа÷е о ìаксиìуìе робастной степени
устой÷ивости. Теореìа äоказана. ♦

С ростоì коэффиöиента усиëения разоìкнутой
систеìы веëи÷ина M

π
 возрастает (запас устой÷и-

вости уìенüøается), поэтоìу, есëи äиапазон изìе-
нения коэффиöиента усиëения K объекта не зави-
сит от äруãих еãо параìетров, то ìиниìуìу по K
степени устой÷ивости äëя ëþбых фиксированных
настроек реãуëятора соответствует ìаксиìуì K.

Веëи÷ина η*
 завеäоìо не превосхоäит зна÷ения

(сì. работу [11])

η0 = η(a, C). (17)

А в тоì сëу÷ае, коãäа заäа÷а иìеет сеäëовуþ то÷ку,

она равна η0.

Множество зна÷ений вектора C, äëя которых
систеìа робастно устой÷ива, ìожет бытü построе-
но как D-разбиение по усëовиþ устой÷ивости сис-
теìы, иìеþщий расøиреннуþ АФХ разоìкнутой
систеìы W(a, C, iω – η), ãäе a = a*, а η < η*.

Есëи заäа÷и (15) и (17) эквиваëентны и η* = η0,
то ìаксиìуì робастной степени устой÷ивости
ìожно найти, выбрав первона÷аëüно настройки
реãуëятора по усëовиþ ìаксиìуìа η по C äëя ëþ-
бых äопустиìых параìетров объекта, а затеì вы-
÷исëитü ìиниìуì η*(a) по a ∈ V

a
. Но первая

(внутренняя) заäа÷а äëя рассìатриваеìоãо кëасса
систеì реøена в работах [6—9] с у÷етоì усëовия
кратности äействитеëüных корней. Дëя ëþбых
зна÷ений коэффиöиентов a поëу÷ены параìетры
реãуëятора, соответствуþщие ìаксиìаëüной сте-
пени устой÷ивости.

Внеøняя заäа÷а явëяется заäа÷ей неëинейноãо
проãраììирования о выборе на ìножестве V

a
 та-

коãо вектора параìетров, äëя котороãо ìаксиìаëü-
ная по C

 
степенü устой÷ивости (она зависит тоëüко

от a) ìиниìаëüна.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛÁÎÐÀ ÐÎÁÀÑÒÍÛÕ ÍÀÑÒÐÎÅÊ 
ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÂ

Испоëüзование резуëüтатов [6—9] позвоëяет
преäеëüно упроститü заäа÷у выбора робастных на-
строек реãуëяторов. Ее реøение ìожет бытü про-
веäено в такой посëеäоватеëüности.

1. Выбрав тип реãуëятора, записываþт уравне-
ние (7) и нахоäят зна÷ение еãо ìаксиìаëüноãо
äействитеëüноãо корня –ζ = η*(a) как функöиþ
параìетров объекта. Соответствуþщие настройки
реãуëятора опреäеëены усëовияìи (8)—(10), но
с÷итатü их äëя всех a ∈ V

a
 не требуется.

2. Реøаþт заäа÷у неëинейноãо проãраììирова-
ния

η*(a) → .

Есëи найäенная ìиниìаëüная степенü устой÷и-
вости поëожитеëüна, то систеìу ìожно сäеëатü ро-
бастно устой÷ивой с поìощüþ выбранноãо типа
реãуëятора. Соответствуþщий вектор параìетров
a* назовеì «крити÷ескиì». Крити÷ескиì зна÷ени-
еì K * коэффиöиента усиëения объекта явëяется
ìаксиìаëüное из еãо возìожных зна÷ений.

3. Дëя найäенноãо крити÷ескоãо вектора пара-
ìетров объекта (тоëüко äëя неãо) по форìуëаì
(8)—(10) вы÷исëяþт настройки реãуëятора, обес-
пе÷иваþщие найäеннуþ робастнуþ степенü устой-
÷ивости систеìы.

4. Есëи m > 2, то проверяþт äëя расс÷итанной
систеìы выпоëнение неравенства, связываþщеãо

M
π

a C η ω, , ,( )∂

η∂
----------------------------------------

F
a
* F

C
*

F
a
* F

C
*

min
a Va∈

max
C

min
a Va∈
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ìаксиìаëüнуþ постояннуþ вреìени T
max

 и веëи-

÷ину τ: 2T
max

 ≥ τ.

Отìетиì, ÷то выбор параìетров реãуëятора по
усëовиþ ìаксиìуìа робастной степени устой÷и-
вости боëее естественен, ÷еì по усëовиþ ìакси-
ìуìа запаса устой÷ивости, так как η* пряìо свя-
зана с проäоëжитеëüностüþ перехоäноãо проöесса
в систеìе [12]. Кроìе тоãо, этот выбор существен-
но обëеã÷ается усëовиеì кратности бëижайøеãо к
ìниìой оси äействитеëüноãо корня характеристи-
÷ескоãо уравнения.

4. ÐÎÁÀÑÒÍÛÅ ÍÀÑÒÐÎÉÊÈ ÑÈÑÒÅÌÛ 
Ñ ÒÈÏÎÂÛÌ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌ ÎÁÚÅÊÒÎÌ

На практике при проектировании систеì ре-
ãуëирования техноëоãи÷еских объектов их харак-
теристики преäставëяþт в форìе звена ÷истоãо
запазäывания иëи еãо посëеäоватеëüноãо соеäине-
ния с интеãрируþщиì иëи апериоäи÷ескиì зве-
ноì. Поэтоìу äëя иëëþстраöии возìожностей при-
ìенения привеäенных выøе соотноøений найäеì
зависиìостü äостижиìой робастной степени ус-
той÷ивости äëя объекта, который преäставëяет со-
бой звено ÷истоãо запазäывания, посëеäоватеëüно
соеäиненное с апериоäи÷ескиì звеноì первоãо
поряäка:

W0(p) =Ke
–pτ .

Такой объект ÷асто называþт типовым техно-
логическим объектом, так как эта переäато÷ная
функöия преäставëяет собой простейøуþ ап-
проксиìаöиþ в окрестности равновесия распре-
äеëенных проöессов, вкëþ÷аþщих тепëо- и ìас-
соперенос, транспорт проäуктов, накопëение ве-
щества и пр.

Множество возìожных параìетров объекта за-
äаäиì неравенстваìи:

Kmin ≤ K ≤ Kmax,  a = (T, τ) ∈ V0.

Множество V0 ëежит в первоì кваäранте и äëя ëþ-

бой еãо то÷ки 2T ≥ τ.
Усëовия ìаксиìуìа степени устой÷ивости при-

воäят к систеìе уравнений (7)—(10), в которой

f(p, a) = pepτ(Tp + 1).

И-регулятор. Реøение уравнения (7) äëя m = 1
привоäит к зна÷ениþ преäеëüной степени устой-
÷ивости в функöии параìетров объекта

η*(T, τ) =  +  – . (18)

Реøение заäа÷и о ìиниìуìе η* по (T, τ) ∈ V0

опреäеëяет зна÷ения крити÷еских параìетров объ-

екта T *, τ*. Соответствуþщее зна÷ение робастной
настройки реãуëятора (8)

C
0
 = η* (1 – T *η*).

ПИ-регулятор. В этоì сëу÷ае m = 2. Реøение
уравнения (7) äëя m = 2 привоäит к зна÷ениþ пре-
äеëüной степени устой÷ивости:

η* =  +  – . (19)

Соответствуþщие робастные параìетры реãу-
ëятора äëя крити÷еских параìетров объекта, ìи-
ниìизируþщих ее на V0 (сì. выражения (8), (9)):

C
0
 = (η*)2e–η*τ* ,

C
1
 = (e–η*τ*[(2T * + τ*)η* – T *τ*(η*)2 – 1]).

ПИД-регулятор. Анаëоãи÷но äвуì рассìотрен-
ныì выøе сëу÷аяì äëя m = 3 поëу÷иì ìаксиìаëü-
нуþ по C степенü устой÷ивости

η* =  +  – . (20)

Соответствуþщие настрое÷ные параìетры äëя
ìиниìизируþщих степенü устой÷ивости T и τ:

C0 = e
–η*τ*,

C
1
 = (3T *τ*(η*)2 + (η*)2(τ*)2 – η*τ* –

– T *(η*)3(τ*)2 – 1),

C2 = .

П-регулятор. В этоì сëу÷ае m = 1, а функöия

f(p, a) = epτ(Tp + 1). Достижиìая степенü устой÷и-
вости (сì. работу [9])

η*(T, τ) =  + . (21)

Робастная настройка пропорöионаëüноãо реãу-
ëятора

C1 = .

1
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Все выражения äëя преäеëüной степени устой-
÷ивости ìоãут бытü записаны в форìе:

η*(T *, τ*) = ,

ãäе k = T/τ.
Дëя кажäоãо типа реãуëятора поëу÷иì:

FИ(k) = 1 +  – ,

FПИ(k) = 2 +  – ,

F
ПИД

(k) = 3 +  – ,

FП(k) = 1 + .

Эти функöии показаны на рис. 2. Они ìоно-
тонны по k, так ÷то äëя фиксированноãо зна÷е-
ния τ

 
ìиниìуìу степени устой÷ивости соответст-

вует ìаксиìуì k, а зна÷ит T.
Дëя заäанноãо ìножества V

0
 на пëоскости с ко-

орäинатаìи T, τ äëя ëþбоãо зна÷ения k ìиниìуì
по τ äостиãается в то÷ке пересе÷ения, соответству-
þщеãо ëу÷а с правой ãраниöей ìножества V0, со-

ответствуþщей боëüøиì зна÷енияì τ. Множество
таких то÷ек заäает зависиìостü τ*(k). Есëи эта зави-
сиìостü äифференöируеìа, то коорäинаты крити-

÷еской то÷ки, в которой отноøение F(k)/τ(k)

ìиниìаëüно, опреäеëяþтся усëовиеì

τ(k) = F(k) = – F(k).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя систеì реãуëирования, техноëоãи÷еских
объектов, соäержащих запазäывание, äоказана
возìожностü выбора робастных настроек типо-

вых проìыøëенных реãуëяторов ìиниìизаöией на
ìножестве возìожных параìетров объекта (не обя-
затеëüно характеризуþщеãося интерваëüныìи оã-
рани÷енияìи) ìаксиìаëüно äостижиìой степени
устой÷ивости, зависящей от этих параìетров.

Дëя поëожитеëüных оãрани÷енных зна÷ений τ*,
T * степенü устой÷ивости η*, найäенная по форìу-
ëаì (18), (19), (20), (21), поëожитеëüна, а зна÷ит,
найäутся параìетры типовых реãуëяторов, обеспе-
÷иваþщие робастнуþ устой÷ивостü.

Поëу÷енные усëовия позвоëяþт реøитü и об-
ратнуþ заäа÷у: найти тот äиапазон изìенения па-
раìетров объекта, äëя котороãо робастная устой-
÷ивостü систеìы реãуëирования буäет не ниже за-
äанной.
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Рис. 2. Зависимость F = h*t от отношения k = T/t для типового
технологического объекта и регуляторов разного типа
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