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Пусть /х(0 — число частиц в момент времени / в критическом ветвящемся про­
цессе с непрерывным временем. Известно, что при / —• оо вероятность продолжения 
процесса 

Q(t) = Р{/х(/) > 0 | д(О) = 1} - *0 . 
Отсюда следует, что 

QmO = Р{Д(0 > 0 | Д(0) = т) ~ /и6(0 "> 0 

при любом т = 2 , 3 , . . . При любых целых т > г ^ 1 введем обозначения 

Qmr(0 = P{ inf fi(u) > г | д(0) = m]. 

В статье доказывается, что при / —• оо имеет место асимптотика 

Qmr(t)~(m-r)Q(t) 

для любого критического марковского ветвящегося процесса с непрерывным временем. 
Ранее этот результат был доказан для ветвящихся процессов с конечной дисперсией 
числа частиц. 

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­
ваний, проект 05.01.00035, и программы Президента Российской Федерации для под­
держки ведущих научных школ, грант НШ-1758.2003.1. 

Распределение числа частиц /х(г) в марковском ветвящемся процессе с непрерывным 
временем определяется производящей функцией 

л=0 

где 

Р{/х(0 = п | /х(0) = 1} = pnt+o(t), п ф 1, t I 0, 
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Производящая функция 

F(* , * )=£P{ / * (0 = *|A*(0)=1}** 
к=0 

является решением уравнения 

8F(t,s) 
= AF(t,s)) (l) Bt 

при начальном условии 

F(0, s) = s 

(см. [1,2]). 
Обозначим 

Qif) = 1 - F(t,0) = P{/i(/) > 0 | /t(0) = 1} 

вероятность невырождения ветвящегося процесса /х(0 к времени /, если он начинается в 
момент t — О с одной частицы, /х(0) = 1. Мы будем также называть Q(t) вероятностью 
продолжения процесса в момент t. 

Если 

/ '(1) = 0, /"(1) ф О, 

то процесс /х(0 называется критическим. Если 

/"(1) = * < оо 

в критическом процессе /л(0, то дисперсия 

D/i(t) = bt 

конечна и при t -> оо вероятность 

(см. [2]). 
Введем обозначение 

Qmr(t) = Р{ inf fi(u) > г | /х(0) = т } . (2) 

Нетрудно видеть,что 
е«о(о = 1 - (1 - ewr - ^6(0, 

когда Q(t) - • 0. Таким образом, в критическом процессе с конечной дисперсией 
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Вероятность (2) — это вероятность того, что ветвящийся процесс fi(t), начинающийся 
с /х(0) = т , всегда имеет число частиц, большее г. Такой процесс мы будем называть 
ограниченным снизу. 

Очевидно, что Qmr(t) убывает по t и неравенство 

Qmr(t) < Qmo(t) 

справедливо при любых / > 0 и т > г ^ 1 
В [3] показано, что при 

а = / ' (1 ) = 0, 0 < * = /" (1) < оо, t - • оо, 1 ^ г < т 

имеет место асимптотика 

£ W ( 0 ~ ^ . (3) 

В. М. Золотарев в [4] изучал асимптотическое поведение критического ветвящего­
ся процесса fi(t) с бесконечной дисперсией D/i(t). Он доказал, что при условии, что 
производящая функция f(s) при 0 < л ^ 1 имеет вид 

f{\-s) = sl+aL(s), (4) 

где 0 < а ^ 1, L(s) — медленно меняющаяся при s i О функция, вероятность Q(t) 
продолжения процесса /j,(t) при t -> оо имеет асимптотику 

где ft = 1/а, L\(t) — медленно меняющаяся при t -* оо функция, имеющая асимптотику 

Li{t)~«»Lulm)y (6) 

Цель этой статьи состоит в обобщении асимптотики (3) на случай бесконечной дис­
персии Dfi(t). 

Теорема 1. Пусть ветвящийся процесс ii(t) определяется производящей функцией f(s) 
вида (4), где О < а ^ 1, L(s) — медленно меняющаяся функция при s I 0. Тогда вероят­
ность Qmr(t), т > г ^ 1, имеет при t —• оо асимптотику 

Qmr(0~(m-r)Q{t), 

где Q(t) и L\(t) определяются формулами (5) и (6). 

Для доказательства теоремы воспользуемся равенством 

1 *тО = 1тг + ?><Ъ (7) 

где rwo (Тго) — случайный момент вырождения процесса /х(0, начавшегося с т (г) частиц, 
хтг — случайный момент первого достижения уровня г для процесса, начавшегося с т 
частиц, хтг и т>о независимы. Обозначим <pmr(k), X ^ О, преобразование Лапласа хтг. 
Так как 

Qmr{t) = ?{xmr >t), 
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то 

где 

Из (8) вытекает, что 

откуда следует, что 

/»<Х> 

<PmrW = - e-x,Qmr{t)dt 
Jo 

= \-ХФтг(к), 

/•ОО 

Фтг(Я)= / e~x,Qmr(t)dt. 
Jo 

<Рто(Ъ) 

(8) 

фтгО-) = 

Фтг(Х) = 

<РгО&) 

ФтоЩ ~ Фг0(Я) 
1 - ЯФг0(А) ' (9) 

Далее нам понадобится тауберова теорема, которая является некоторым усилением тео­
ремы 4 из книги Феллера (см. [5], гл. XIII, п. 5). Сформулируем ее в виде леммы. 

Лемма 1. Пусть 

со(Х) = [ e-uu(t)dt, 
Jo 

u(t) = tlv(t) ^ 0, 

где v{t) — монотонная функция, 0 < / < oo, L(t) — медленно меняющаяся функция при 
t -> оо. В этом случае при X I 0 

тогда и только тогда, когда при t —• оо 

1 / - 1 

Доказательство теоремы 1. Обозначим р и у целую и дробную части /5. Из соотношения 
(4) в условии теоремы следует асимптотика (5) (см. [4]), которую можно записать в виде 

6(0 
Lx(t) 

tY 
(10) 

Полагая в равенстве (9) т = 1, г = 0, получаем равенство 

ф(А)= Г e~uQ(t)dt, (11) 
Jo 

где Ф(Х) = Фю(^), 6 ( 0 = Q\o(f). Дифференцируя (12) р раз по X, получаем, что 
/»оо 

Ф'(А)(-1)Р = / e-^tPQifidt. (12) 
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Используя в равенстве (13) асимптотику (11), по лемме получаем, что при к \, О 

Поскольку при t —> оо 

Gmo(0 = 1 - (1 - 6 ( 0 ) m 

~"»е(о~—^—. 
аналогично из 

/•ОО 

./о 

при k I О следует, что 

«Й»>(-1>-~=3£М). 

Аналогичным образом можно показать, что при любом целом к, 0 ^ к < р и к I О 

Введем обозначения 

В{к) = \-ХФГ0(Х)-

Тогда 

Ф#> W ( - l ) ' = (-1)'04(<»(АЩА) + ^ ^ ]^<«(А)5^-* ) (Л) ) , 

где первое слагаемое при X I О 

(-\)рА(р)(Х)В(Х) ~ ( т - г ) , , ^ 1 " ^ , , 

а остальные слагаемые имеют порядок o(L\(X~l)/Xx~Y). Отсюда согласно лемме 1 

что и доказывает теорему. 
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