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Введение 
Алгеброй Склянина с п образующими мы будем называть, следуя [2, 3], ас­

социативную N-градуированную алгебру с единицей А = С (В Ai (В А2 0 . . . 
такую, что А порождена Ai с квадратичными соотношениями, причем dim Ai = 
Q + n - i . где п = d i m A i . Это означает, что А = T*(Ai) / / (5 ' ) , где T*(Ai) = 
С 0 Ai 0 Ai (8) Ai 0 . . . — тензорная алгебра, I{S) — двусторонний идеал, 
порожденный пространством квадратичных соотношений S С Ai (8) A i , причем 
ё т б * = п{п — 1) /2 . Требуется, чтобы размерность Ai равнялась размерности 
пространства однородных многочленов степени i от п переменных. Простой, но 
важный пример алгебр Склянина дает следуюп];ее определение: алгеброй косых 
многочленов называется алгебра с образуюп];ими {xi, . . . , х^г} и соотношениями: 
{xiXj = QijXjXi; 1 ^ i, j ^ n } , где qij Е С* , Qji = {qij)~^, qu = 1 при всех i,j. 
Легко проверить, что алгебра косых многочленов является алгеброй Склянина. 

Пусть А — алгебра Склянина. Двойственной к ней алгеброй мы будем назы­
вать, следуя [8, 9], ассоциативную N-градуированную алгебру с единицей А = 
С ф Ai ф А-2 Ф ... с пространством образуюп];их А^ = А^ и с квадратичными со­
отношениями S-^ с AI <S) AI = (Ai (8) Ai)*, где S-^ — ортогональное дополнение 
к 5* С Ai (8 A i . 

Пример: алгебра, двойственная к алгебре косых многочленов, — это алгебра 
с образуюп];ими {х^, • • • , х^} и соотношениями {х^х^ = —qijX^x'^; 1 ^ i, j ^ п } . 

Согласно [8, 9], если А кошулева, то градуированные компоненты алгебры 
А имеют такие же размерности, как и градуированные компоненты Л*(С"^) — 
внешней алгебры с п образуюп];ими. Ясно, что и, обратно, А можно определить 
по А-, так как Аг = (А*)*, S = (S^)^. 

В работах [5, 6] построено семейство алгебр Склянина Qn,k{£^^) с п обра-
зуюп];ими, зависяп];ее от 2 непрерывных параметров: эллиптической кривой £ и 
точки т G 5 . Здесь п ^ З , 1 ^ А : < п , ПОД (п, /с) = 1. 

В этой работе мы дадим конструкцию алгебр Qn,k{£^^) с помоп];ью алгебр 
косых многочленов и некоторых их обобп];ений (см. § 3). Аналогично могут быть 
построены и алгебры Замолодчикова, связанные с эллиптической Д-матрицей 
Белавина (см. [4, 6]). Паша конструкция имеет два эквивалентных варианта: для 
алгебр Qn,k{£ 1 ^) и для двойственных алгебр {Qn,k{£^ ^))' • ^ первом случае по­
лучаются явные выражения для образуюп];их алгебр Qn,k{^j^) через образую-
лще алгебр косых многочленов и их обобп];ений. Во втором случае получаются 
явные выражения для соотношений в алгебрах {Qn,k{£•> ^)У' •> т.е. для S^ , где S 
— соотношения в Qn,k{^^ ^) • Проиллюстрируем основную идею этой конструк­
ции для S^. Для этого рассмотрим простейший случай, когда эллиптическая 
кривая вырождается в рациональную, а алгебра рассматривается в квазикласси­
ческом пределе, т.е. в окрестности Л*(С"^). Рассмотрим алгебру с образуюп];ими 
{х{и); гг G С*}, которые следует представлять себе «голоморфными по гг», и со-
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отношениями {x{u)^x{v)} = {u-\-v){u — v)~^x{u)Ax{v). Здесь Л —обычное внеш­
нее умножение, а { • , •} — аналог скобки Пуассона для внешней алгебры. Это 
означает, что соотношения в соответствуюп];ей «квантовой» алгебре имеют вид 

и ~\~ V 
x(u)x(v) + x(v)x(u) = (x(u)x(v) — X{V)X{U))T + о{т) при т ^ 0. 

и — V 
Обратим внимание на следуюп];ее свойство соотношений, которое мы будем на­
зывать «условием голоморфности»: в правой части числитель делится на знаме­
натель, так как Итх(г^) Л x{v) = x{v) Л x{v) = О при и ^ v. Таким образом, 
если х{и) голоморфно но гг, то правая часть также голоморфна по гг, г' G С* и 
не имеет полюса при и = v. Положим теперь х{и) = XQ -\- xiu -\- ... -\- XnU^, т.е. 
х{и) — многочлен степени п от г .̂ Имеем 

х,и', Y, ̂ я' I = ^3^ у Y1 ̂ ^̂ ') ̂ [Yl ̂ ^̂ ' 
У^{Хг, Xj}u^V^ = У ^ ^ г А XjU^vK 

Из условия голоморфности вытекает, что справа, как и слева, стоит многочлен от 
и ж V степени п по каждой переменной. Отсюда, сравнивая коэффициенты при 
u'^v^^ получим выражение для антикоммутаторов {х^, Xj} через х^^Лх^ , что дает 
для каждого п пример алгебры с п + 1 образуюп];ими, двойственной к алгебре 
Склянина (в квазиклассическом пределе). 

Опишем содержание работы. В § 1 напоминаются конструкция и основные 
свойства алгебр Qn,k{£^^) ^ а также алгебр Замолодчикова для квантовой R-
матрицы. В § 2 дана конструкция алгебры Qn{£•, ^) = Qn,i{^•> ^) и двойственной 
к ней с помоп];ью алгебры косых многочленов. В § 3 вводятся алгебры, являюп];и-
еся обобп];ением алгебр косых многочленов и одновременно обобп];ением алгебр 
Замолодчикова на случай нескольких переменных. В § 4 с помоп];ью этих алгебр 
строятся алгебры Qn,k{£^^) и двойственные к ним, а также алгебры Замолод­
чикова для Д-матриц Белавина. 

§ 1 . Пусть £ = С/Г — эллиптическая кривая, где Г С С — решетка, поро­
жденная 1 и ?7, Im ?7 > О. Пусть ^ — положительное линейное расслоение на £, 
п = dimi7^(^) . Пространство Н^{£,) отождествляется с пространством функций 
Qn(T), голоморфных на всей комплексной плоскости и удовлетворяюп];их соотно­
шениям f{z + 1) = f{z), f{z -\- Г]) = —e~'^^^^^f{z). Известно (см. [1]), что группа 
( - Г ) / Г = Z^ проективно действует в О^О^) посредством сдвига. Это позволяет 
выбрать базис в &п{Т). Определим набор функций Oaiz) ^ а Е Z^ , посредством 
соотношений 

9а (z + 1/п) = ехр (27Tia/n) 9а (z), 
п = 2^(2/ + 1). 

Sa{z + г]/п) = ехр(—27гг^ — 7гг/2^ + (п — 1)п nirf) 9 a+i{z) ^ 

Функции 9a{z) G QjiiX) называются тета-функциями п-го порядка. Легко прове­
рить, что 9a{—z) = —e~'^^'^^^9-a{z)^ если п нечетно, и 9a{—z) = — ехр(—27ггп^ + 
a7ri/2^~^)9-a{z) в обп];ем случае. В частности, мы имеем ^о(О) = О, 9а{0) = 
— ехр(а{7гг/2^~^)^_с^(0), а если п нечетно, то 9а{0) = —9-а{0)-

Алгебра Qn,k{£^ ^) определяется как алгебра с образуюп];ими {xi; i G Z^} и 
соотношениями 

^k{j-r)^k{i-\-r) — ^^ 5̂ J ^ ^п-Е г « . - - ' ( - ^ C t r W 
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Напомним основные свойства алгебр Qn,k{£^ ^) (подробнее см. [6]). 
1. При т G - Г алгебра Qn,k{£•> ^) есть алгебра косых многочленов. В частно­

сти, Qn,k{^j 0) —просто кольцо многочленов от п переменных. Алгебра Qn,n-i{^j ^) 
есть кольцо многочленов при всех п, т . 

2. Полагая degx^ = i , получим Z^-градуировку на Qn,k{^j^) (таким обра­
зом, алгебра Qn,k{£^^) является Z х Z^-градуированной). Кроме того, алгебра 
Qn,k{^•) ^) инвариантна относительно автоморфизма Xi -^ x^+i. 

3. Qn,k{^-,^) — Qn,k'{^ 1^) 1 если кк' = I m o d n . Если т ^ ^ Г , то других 
изоморфизмов между алгебрами Qn,k нет. 

4. Пусть с = ПОД(п, к-\-1). Тогда центр алгебры Qn,k{£^ ^) при общем т есть 
кольцо многочленов от с элементов, каждый из которых имеет степень п/с. 

п 1 
5. Пусть — = m —^ где п^ ^ 2 при 1 ^ г ^ р. Ясно, что та-к П2 

1 
Пг. 

кое представление существует и единственно. Легко проверить, что ту = ^р ~ 

где кк' = 1 mod п , 1 ^к' < п. Введем обозначение 
ip-i 

1 

d(?Tii, . . . , m^) = det 

/ m i 
- 1 
0 

I 0 

- 1 
m2 
- 1 

0 

0 .. 
- 1 .. 
т з .. 

0 .. 

0 
0 
0 

mq 
{d{m) = ?тг, d{mi, 7712) = mim2 1 , . . . ) . 

Тогда n = d{ni. 
£2 

f^pj -) к = d(n2, . . . Пг̂  A:' = d{ni, . . . , np_ i ) . Пусть £i = 
£p = £ суть p экземпляров кривой 5 . Зададим на кривой £i линейное 

расслоение ^i {1 ^ i ^ р) так, что dimi7°(^i) = щ + 1, dimi7°(^p) = Пр + 1, 
dimi7^(^i) = rii -\- 2 при 1 < i < р . Па 5^ возникает произведение расслоений 
^ = ^iM .. .М^р. Пусть Аг,г+1 — дивизор на £^, состоящий из точек (^1, . . . , Zp) 
таких, что Zi + Zi-^i = О. Пусть ^ — расслоение на 5^ , полученное из ^ вы­
читанием дивизора Ai^2 + ••• + Ар-1,р- Сечения ^ отождествляются с такими 
сечениями ^, которые обращаются в О на всех Аг,г+1, 1 ^ i < р . Тогда ^ имеет 
п сечений, а ограничение ^ на £i имеет rii сечений при всех i. Вообще, ограни­
чение ^ на 5г X 5г+1 X . . . X £i^j ИМССТ С?(Пг, n^+l , • • • , ^г+j) ССЧениЙ. КрОМС ТОГО, 
Н^{£,) отождествляется с пространством функций от р переменных, голоморф­
ных на С^ и удовлетворяющих соотношениям 

/ ( ^ 1 , ^ 2 , . . . , ^ а + 1, . . . ,^р) = / ( ^ 1 , . . . , % ) , 

/ ( ^ 1 , ^ 2 , . . . , ^ а + 7 / , . . . ,^р) =ехр( -27Гг(Пс ,^а " 

(1 ^ а ^ р , ^0 ^р+1 

^ a + l ) ) / ( ^ b 
= 0). 

%) 

Пространство образующих алгебры Q^ /г(^,т) естественно отождествляется с 
ЯО(е) (см. [6, §3,4]) . 

6. Алгебры Qn,k{£j ^) связаны друг с другом при разных п ж к. См. об этом 
[6, §3, ПН. 4-7]. 

Алгебра Замолодчикова Zn^f^{£^T) определяется как алгебра с бесконечным 
числом образующих {xi(u); Z G Z ^ , I ^ G C } И соотношениями 

Kxki{u)xkj{v) 
9j-i+r{k-i){v -и-\-т) 

Ге^гг ^кг {т)( \v — и) Xk{j-r){^)Xk{i+r){u)-



40 А. В. Одесский, Б. Л. Фейгин 

Здесь ij е Ъп, 

^^ ^ g i ( 0 ) . . . g^_i(0)go(^ -и^т)... Qn-x{v -и^т) 
во{г) ...вп-1{г)9о{у -и) ...вп-iiv -и) 

Алгебры Qn,k{£ 1 ^) тесно связаны с алгебрами Замолодчикова (см. [6, § 1, н. 3], 
а также [4]). 

§2. Единственную тета-функцию порядка 1 обозначим 9{z). Нам понадо­
бится следующее соотношение (билинейное соотношение Римана): 

^e-^^'''e{zs^zi)e{zs-zi)e{z4^Z2)e{z4-Z2) 

^e-^^'''e{zi^Z2)e{zi-Z2)e{z4^zs)e{z4-zs) = 0. 

Перейдем к построению алгебры Qn{^-)^) = On,i(^5'?") • Введем образуюп];ие 

ZiCj = ej{zi - 2 т ) , г ф j . (1) 

-^v (2) 

\^г -) ^i '•) 

^i^j ^ 

i е 
• eje 

Положим 

Щ 
г •) 

С соотношениями 

ZiZj 

Xi 

— ^j ^i 5 

= E 

^i^i 

e{zi-

— ^i\^i 

-Zp)... 

+ (n-

e,iz 
• 0 ( ^ 

- 2 ) T 

p ) 

•Zp). [ZN - Zp) 

Т Е О Р Е М А . ИЗ соотношений (1), (2) следует, что образующие {xi; i Е Z^} 
удовлетворяют соотношениям алгебры Qn{^-,^)-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О сразу следует из результатов [5] (см. §3, теорема 3.2, этой 
книги), если заметить, что алгебра с образуюп];ими {^^,6^; 
1 ^ i ^ А^} и соотношениями (1) имеет естественное представление в простран­
стве с базисом {'̂ ẑi,...,ZAr ; ia G N}, заданное следуюп];им образом: 

6a'^zi,...,Ziv = '̂ ẑi ,Z2,...,ic + l , . . . ,гдг 5 

^a^zi,...,ZAr = {Ха + {Ша " 2 ( i i + . . . + гдг)) т ) ^ i i , . . . ,ZAr , Xi , . . . , Хдг G С. 

З А М Е Ч А Н И Я . 1. Из этой теоремы сразу следует описание однородных симплек-
тических листов алгебры Qn{£-> ^) (см. [5]). 

2. Формулу (2) можно понимать формально, так как е^ с помоп];ью (1) можно 
переставлять с любыми функциями от ^ i , ^2, • • • , л̂̂  • По можно считать, что 
{^а-) Za} — операторы в естественном представлении. 

3. При А̂  = 1 имеем Xi = 9i{z)e^ где ze = e{z -\- {п — 2)г). Это означает, что 
£ ^^ СР^~^ — характеристическое многообразие алгебры Qn{£ч ^) (см. [5, 6]). 

4. Теорему достаточно доказать при А̂  = 2, так как соотношения квадра­
тичны. Это можно сделать непосредственно, используя соотношения между тета-
функциями. 

5. Пусть ta = 6̂ ^̂ °̂̂  при всех а ^ 1. Из соотношения (1) следует, что алгебра 
с образуюп];ими {е^^, ta] а ^ 1} есть алгебра косых многочленов. С другой сто­
роны, так как 9iy{z -\-1) = 9iy{z) ^ ^ G Z^ , то 9iy{z) есть функция от t = е^^^^ (см. 
§3). Поэтому формула (2) дает выражение для образуюп];их алгебры Qni^i^) 
через образуюп];ие алгебры косых многочленов. 

Папомним некоторые факты о связи алгебр Склянина и двойственных к ним 
алгебр. Пусть А — алгебра Склянина с образуюп];ими {xi}. Пусть {х^} — двой­
ственный базис в пространстве образуюп];их алгебры А . Определим элемент 
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d Е А <^ А' формулой d = ^ ^ XiX^. (Заметим, что ХаХ^ = х^Ха в А <^ А'.) Тогда 
(см. [8, 9]) d^ = 0. Обратно, из формулы d^ = О и соотношений между {xi} выте­
кают соотношения между {х^} и, аналогично, из формулы d^ = О и соотношений 
между {х^} вытекают соотношения между {xi}. Пусть теперь {х^; i G Z^} — 
образуюп];ие алгебры Qn{£•, ^) • Формула (2) при N = 2 дает 

^ ~ ^1 + 777 7^2-e{z2-Zi) 0{zi-Z2) 

Подставляя это в формулу d^ = О, получим 

Е '̂̂ ^ в, + ^ ^ М ^ е И х Ч =0. 

Введем обозначение х{и) = XIZGZ ^г('^)^^; тогда 

X(^l) Х(^2) 
ei + - 7 г 62 = О 

2 

6̂>(̂ 2 - ^l) 6>(̂ 1 - Z2) 

Или, вспоминая перестановочные соотношения между {ei, 62, ^ 1 , ^2} 5 получим 

X {Zi) X {Zi — {п — 2) т) 2 
^ (̂ 2 - ^1) ^ (̂ 2 - ^1 + ПТ) ^ 

( X(zi)X{z2-\-2т) X{z2)X{zi-\-2т) \ 
~г I ~г I в1 Со 

\e{z2 - Zi)e{zi - Z2 - Пт) e{zi - Z2)e{z2 - Zi - Пт) J 

, X{Z2)X{Z2- {п-2)т) 2 _ n 
во — и. ^ {Zi - Z2) в {Zi - Z2 -\- пт) 

Отсюда, рассматривая коэффициент при eie2, получаем соотношения в алгебре 
{Qn{£,r)y в виде 

х(г^ — 2т)х(г') = — г xiv — 2T)xiu). (3) 
0[v — и — пт) 

Здесь х{и) Е {Qn{£•, т))' можно рассматривать как семейство элементов из про­
странства образуюп];их алгебры ((5^(5, т))*, параметризованное и ЕС Формула 
(3) дает простую запись соотношений в алгебрах ((5^(5, т))'. 

Пусть A{TI , Т2) — алгебра с образуюп];ими {х{и); и ЕС\ И соотношениями 

ч / ч е2^^(^-^)(9(гг-^ + Т2) , , , , 
x[u + Ti)x[v) = — г x[v + Ti)x[u). (4) 

и [V — и -\- Т2) 
Ясно, что А(0, 0) — внешняя алгебра с образуюп];ими {х{и); гг G С} , а A{TI ,Т2) 

— деформация этой алгебры, так как (4) удовлетворяет «уравнению треуголь­
ника» (см. [4]). Полагая в (4) и = v — Т2^ получим x{v -\- TI — T2)X{V) = 0. От­
сюда следует, что правая часть (4) не имеет полюса при и = v -\- Т2 ^ поскольку 
x{v -\- Ti)x{v -\- Т2) = 0. Это означает, если х{и) голоморфно по гг, то голо­
морфность сохраняется при перестановке х(и) и x(v) между собой. Мы хотим 
редуцировать A ( T I , T 2 ) К конечно порожденной алгебре. Для этого естественно 
предположить, что х{и) Е 0п(Г) как функция от и^ т.е. х{и -\- 1) = х{и)^ 
х{и -\- Г]) = —е~'^^'^^^х{и). Необходимо, чтобы в (4) правая и левая части оди­
наково преобразовывались при сдвиге гг и г' на 1 и т/. Легко видеть, что это 
так, если и только если TI = —2т, Т2 = —пт для некоторого т Е С. Сравнивая 
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с (3), получаем, что в этом случае алгебра A{ri, Т2) редуцируется к ((5^(5, т))*, 
т.е. &п(^) превращается в пространство образующих алгебры ((5^(5, т))*. Из 
свойства голоморфности соотношений (4) легко вывести, что (Qn{£^ т))' есть 
алгебра, двойственная к алгебре Склянина. 

§ 3 . Нам будет удобно, начиная с этого места, несколько изменить обозначения 
для тета-функций и использовать мультипликативную запись вместо аддитив­
ной. Это означает, что мы сделаем замену t = е^^^^, А = е^^^^ и т.д. В этих 
обозначениях тета-функции порядка п определены на С* и удовлетворяют соот­
ношению 9a(Xt) = —t~^9a{t). в частности, для тета-функции 1-го порядка имеем 
19(At) = -t-^e{t), e{t-^) = -t-^e{t). Как известно (см. [1]), для в{1) имеем 

e{t) = (1 - А)(1 - А 2 ) ( 1 - А^) . . . (1 - t ) ( l - At)(l - At - i ) ( l - \^t){l - ХН-^)... , 

Для построения алгебр {Qn,k{^•> ^))' при произвольном к нам понадобится 
обобщение алгебр косых многочленов. Приведем простейший пример такой ал­
гебры. 

Пусть jj.^a^/3 Е С*. Обозначим Р2{£ ^ fi^ а^ /3) алгебру с образующими {хр, 
Vqi^p.q') РчЧ ЕЩ И с о о т н о ш е н и я м и 

(6) 

^PQ'^p' — ^'^р' ^pq 1 ^pQ'^p — ^^''^p^pq 1 ^pqUq' — nVq' 

\ppq-) ^pq'\ ^ V^pq-) ^p'q\ ^ l^p-) ^p'\ ^ [Vq •> Vq'\ 

\^p J \ Vq J \^P J 

' ^pq •> ^pqUq — Pl^Uq^pq-) 

= [Xp^Vq] = 0 , 

(Хр^УдЛ 

Здесь py^p', qy^q'. 
Легко проверить, что соотношения (6) удовлетворяют аналогу уравнения тре­

угольника, т.е. элементы {eplg^e^lg^ ... е^^^^ ; (pi^qi) < (^2,^2) < . . . < (Phqi)^ 
аа ^ 1} линейно независимы над полем функций от {хр^уд}. Здесь (p^q) < 
{Pi -) qi) понимается в смысле любого упорядочения множества пар индексов, на­
пример лексикографического. Алгебра Р2{£^ fi^ а^ /3) является двумерным анало­
гом алгебры P i ( 5 , /X, Of) с образующими {хр, е^ ; р G N} и соотношениями 

Эта алгебра использовалась в § 2 для построения алгебры Qn{£•, ^) (см. (1), (2)). 
Аналогично с помощью Р2{£^ fi^ а^ /3) строится алгебра Qn,k{£^ ^) ч ^ / ^ = ni — 
1/п2 (см. §4). 

З А М Е Ч А Н И Е . Рассмотрим алгебру с образующими {x{u^v)] г^,г' G С*} и со­
отношениями вида 

х{и^ v)x{u ^ v') = а{и/и^ v'/v)x{u ^ v')x{u^ v) + (3{u'/u^ v'/v)x{u^ v')x{u ^ v). 

Переставляя x{u^v)x{u'^v')x{u"^v") двумя способами, получим, как обычно, 
уравнения на функции а ж /3 (уравнения треугольника). Эти уравнения имеют 
следующее общее решение: a{u^v) = (р{и)ф{у), /?(г^, v) = j{u^ у)ф{у), где функ­
ции if ж ф любые, а 7 удовлетворяет функциональному уравнению 

7(г^, v)'j{u\ v') = 7('^5 vv')^{u'/u^ v') +7(1^ ' , vv')^{u/u'^ v). (7) 

file:///ppq-
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Функциональное уравнение (7) имеет следующее эллиптическое решение: 7 ('̂ ^ '̂ ) = 
9 (uv) /(9 (и) 9 (v)). Кроме того, существуют рациональные и тригонометрические 
решения. Одно из них получается при вырождении А ̂  О. При этом 9 (и) -^ 1 — и^ 
и мы получим 7('^5 ^) — {^ ~ uv){l — и)~^{1 — v)~^. 

Обозначим Ргп{^ 1 А̂) алгебру с образующими {e(i^i, . . . , Um); г̂ а ^ С*} и со­
отношениями 

e{ui,... ,Um)e{vi, ... ,Vm) 
= (pi{vi/ui, . . . ,Vm/Um)e{vi,U2, . . . ,Um)e{ui,V2, • • • , ^ m ) 

-\-(p2{vi/ui, . . . ,Vm/Um)e{vi,V2,Us, . . . , Um) e{ui , U2 , Vs , . . . , Vm) + . . . 

-\-(Pm{vi/ui, . . . ,Vm/Um)e{vi, . . . ,Vm)e{ui, . . . , Um) , 

где 
. ^_^i'-^9{^l)9{ul)9{^l-^u2)...9{^l-Ч,)9{щщ+l) 

^^^''^^"'^''rn)- 9{^иг)...9{^щ)9{щ)9{щ^г) ' ' ^ ' ^ ' 

^f^^ ^^ ^ r-^e{u^)9{^-42)...9{^-^Um) (^) 
"̂  ^ ' ' " ' "̂  9{llUi)...9{llUm-l)9{Um) 

Легко проверить, что соотношения (8) удовлетворяют уравнению треугольника. 
Заметим, что алгебра Р2{£., 1л., OL., (3) получается из ^2(^51^) •, если положить Cpq = 
е{хр,уд)ер/д, причем 

[^р^Уд\ — [-^p^Jql ~ [^Р^Уд\ ~ i^P^Jql ~ L^p^^p'J = [Уд^Уд'\ — [^р^^р'\ — L/g^/g'J — 'J5 
СрХр' ̂  (ХХр'бр^ ^рХр ^ (XflXpCp^ 1дУд' ̂  РУд'1д-) 1дУд ^ Р1-^Уд1д-

Аналогично, и з PfYi(^S ^ fl) м о ж н о п о л у ч и т ь а л г е б р у Р^л(^Е ^ ytX, O î , . . . , О̂ ттг 
) , которая 

77-
будет использована для построения алгебр Склянина Qn /г(^,т) при — = щ — к 

^- (см. § 4). Для этого введем образующие {х^, е^; g ^ l , l ^ i ^ т} 
П2- . . . 

С соотношениями e^xL = af^xLe^, е^х^ = о^г/хх^е^, а коммутаторы между всеми 
остальными парами образующих равны 0. Алгебра Рт{^•> //, o^i, . . . , am) — это 
алгебра с образующими {^д, в^^^...^^^ ; ^ , ^ i , . . . , ^ m ^ 1̂  1 ^ ^ ^ ^^} ̂  причем 
р р ( гр^ гр^ rytTlf' \ р^ р^ р''^' 
^gi,...,gm ^y^gi^ ^д2^ ' ' ' •> '^gm)^gig2 ' ' '^дт' 

Имеется и другой способ построения алгебр Рт{^•> /х, o^i, . . . , am) •, Рт{^•> 1^) • 
Для этого введем дополнительные образующие {е^'^+^, t^'^+^ ; 1 ^ i < т} с 
соотношениями ^г,г+1^г,г+1 _ ^Q/^Q/^^-^^^^+Iе^'^+^ И всс остальные коммутаторы 
равны 0. Положим 

rpl ^ 2 \ / 2 3 \ / ^т-1 ^т 

^1,2 / " \ ^2,3 У " \ ^m-l,m j^gi"'^g 
Из этой формулы однозначно определяются квадратичные соотношения между 
{^gi.....gm ; gi, . . . ,gm ^ 1} . Кроме того, имеем 

^gi,...,gm^g — ^i^g^gi^.-.^gm-) ^gi ,---,gm^gi — ^i/^Xq-^gi,...,gm ^ Q ^ Qi-

Вообще, алгебры Pm{£ч //, o^i, . . . , am) связаны друг с другом при разных т. 
Пусть {х^^ , eg^^...^gi ] 1 ^ Of ^ z} — образующис алгсбры РД5 , /X, Ofi, . . . , ai), а 
{^д(з'>^д1+1.---.дггг ; i + l ^ /? ^ т } —образующие алгебры Рт-г{£ ,1л,Щ+1, . . . ,о^т). 
Положим 

^gi,...,gm ~ ^y-^gi-^gi+i ) ^gi ,...,gi^gi+i ,...,дт^^ 
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причем et = aiai-^i/j^te. Тогда {^^^, ^qi,...,qm ; 1 ^ о̂  ^ тп} — образующие алге­
бры Рш{^•) //, Ofi, . . . , ajn). Таким образом, задан гомоморфизм алгебр 

P ^ ( 5 , / x , a i , . . . ,ат) -^ Pi{£,ii,ai, ... ,ai) ® А ® Pm-i{£, 1^, Щ^г, ... , a ^ ) , 

где А — алгебра с образующими {e , t} и соотношениями et = aiai-^ijute. Эти 
формулы позволяют строить Рш{^•) //, Ofi, . . . , ajn) индукцией по т. 

§4. Перейдем к построению алгебр Qn,k{£^^) при произвольном к. Пусть 
Т1 1 
— = П1 — ^—, где Пг ^ 2 при 1 ^ i ^ ?тг. Ограничимся случаем 
к -L 

П2 - . . . 
Jlfn 

?тг = 2, так как общий случай отличается лишь усложнением обозначений. Пусть 
{хр, уд^ брд ; р^ q ^ 1} — образующие алгебры Р2{£^ fi^ ai^ а2) с соотношениями 
(6). Положим, аналогично (2), 

^. = у ^ дг{Хр,Уд) ^ д̂̂  

' !8SX^<S)-€)-<t)<l)-€)-4t "' 
Здесь {^г(^5 у); i Е Z^} — базис в пространстве сечений расслоения ^ на 5 х 5 

(см. § 1), отождествленного с пространством функций на С* х С* , удовлетворя­
ющих соотношениям 

вг{Хх, у) = Х"^^у(9г(х, у), 6>i(x, Ху) = Xy-'^'Oiix, у). 

Размерность пространства таких функций равна п = П1П2 — 1. Это расслоение, 
а также сдвиги /х, o^i, 0̂ 2 можно найти из следующего условия (ср. § 2, формулы 
(3), (4)): в произведение XiXj подставим выражение (9) и воспользуемся соот­
ношениями (6). В результате получим разложение XiXj по базису CpqCp'q', где 
{Р')Я) ^ {р' -) ч')-) причем коэффициенты — сечения некоторых расслоений. Необ­
ходимо, чтобы коэффициент при каждом врдвр/д' был суммой сечений эквивалент­
ных расслоений (если р ^ р' ж q ^ q' ^ то коэффициент будет состоять из четырех 
слагаемых). Это условие дает /х = е~^^^"^^, ai = e^^^("^i+^)^, 0̂ 2 = e^^^^^^^+i)^ ^ g 
этом случае {xi; i Е ^ n } ^ заданные формулой (9), удовлетворяют соотношениям 
в Qn,k{£, г) , где П = П1П2 - 1 , к = П2. 

Аналогично §2 определим семейство элементов {x(u^v); u^v G С*} из про­
странства образующих алгебры {Qn,k{^-, ^)У' \ ПОЛОЖИМ x{u.,v) = XlzGZ ^г('̂ 5 г')х^, 
где {х^; г Е Ъп\ — базис, двойственный к {х^; i G Z ^ } . Как и в § 2, получаем 
соотношения между x{u^v) в виде 

x{aiui, a2Vi)x{u2, V2) = 7^—\ / — ^ x{aiU2, a2V2)x{ui, vi] 

^( \ '^Vf yuij \ 

в{^l)0\ 

. ^1 / 

\U1V2) 
. ч . . ^ ( a i i / l , a2'^^2)^('?^2,'^^l)- (10) 

UiJ \fiV2 

Соотношения (10) определяют алгебру {Qn,k{^•> ^))' •> а значит, и Qn,k{^•> ^) • Легко 
проверить, что соотношения (10) удовлетворяют уравнению треугольника и усло­
вию голоморфности, т.е. не имеют полюса при щ = U2 и при vi = 11V2 • 
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З А М Е Ч А Н И Я . 1. Условие голоморфности и уравнение треугольника однозначно 
определяют коэффициенты в (10). 

2. Аналогичные соотношения можно написать и для x{ui, . . . , и^) при произ­
вольном т. Они двойственны соотношениям (8). 

С помоп];ью алгебр Р ^ ( 5 , /х) можно также построить алгебры Замолодчикова 
п 1 

^п,к{£ 1^) 1 где — = П1 ^—. Для упроп];ения обозначений опять 
П2 - . . . 

Пт-1 

ограничимся случаем т = 2. Положим ер{и) = е(хр, и)ер^ где е(г^, г') удовлетво­
ряют (8) при m = 2 и брХр/ = ахр'вр, е^Хр = ац^Хрвр >> V Ф v' ^ причем [х — е~^^'^^^ , 
Of = е^^^^. Положим дополнительно ер(г')ер(г'') = ep[v^^ep[v) и запишем 

х.ы = Y. ^-^^ р̂ W- (11) 
р = 1 ^(xijxp) ...в(хр/хр) ...в[хм/хр) 

Здесь {9i{z); г G Z^} — тета-функции порядка п . Тогда {xi{u); i G Z^, г̂  G С*} 
удовлетворяют соотношениям в алгебре Замолодчикова в мультипликативной за­
писи. 

З А М Е Ч А Н И Я . 1. Согласно [6, §1], алгебры Qn,k{^j^) и Z^^ki^^r) тесно свя­
заны. Это сразу следует и из наших конструкций, если сравнить (11) и (2) и 
заметить, что из (8) вытекает е{и'^v)e{u^ iiv) = e{u^v)e{u'^ iiv). 

2. Согласно [6, §3], алгебры Qn,k{£^^) связаны друг с другом при разных 
п, /с. Эти результаты вытекают из суп];ествования гомоморфизмов (см. § 3) 

Рт{£, /X, Ofi , . . . , am) -^ Pi{£, ll.ai,... ,ai) ® А ® Pm-i{£, fi, а^г+1 , • • • , С^т)-

3. в [7] изучены некоторые рациональные вырождения алгебр Qn,k{£^ ^) • Часть 
этих результатов может быть получена из результатов данной работы, если за­
метить, что 9{t) ^ 1 — t при А ̂  О (см. (5)). 
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