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Доказано существование нового класса точных симметричных решений дифферен­
циальных уравнений движения в плоской ньютоновой задаче п + 1 тел, геометри­
чески изображаемых правильным, подобно себе изменяющимся многоугольником, 
вращающимся с переменной угловой скоростью вокруг центра Р0. 

THE EXISTENCE OF THE EXACT SYMMETRIC SOLUTIONS 
IN THE PLANE NEWTON PROBLEM OF MANY BODIES 

E.A. Grebenikov 

The existence of a new class of the exact symmetric solutions is proved for differential 
equations of movement in the plane Newton problem of n +1 bodies, vectorially represented 
by correct, scale-similarly to self varied polygon, rotated with variable angular speed around 
the centre P0. 

В монографии А.Уинтнера [1] изложена достаточно полная качественная те­
ория томографических и гомотетических решений ньютоновой проблемы п тел, 
основанная на классических результатах Эйлера, Лагранжа, Якоби, Брунса, Пу­
анкаре, Дзиобека, Пиццетти и других математиков по названной проблеме. Им 
также найдены некоторые достаточные условия, обеспечивающие принадлежность 
автономной динамической системы к так называемому классу лиувиллевых систем. 

Тем не менее многие аналитические и качественные вопросы проблемы п тел, 
поставленные, в частности, Уинтнером, ждут своего решения. 

Сформулируем некоторые из них. 
1. Существуют ли томографические и гомотетические решения в системах 

координат, отличных от инерциальной барицентрической системы. 
2. Разрешимы ли уравнения, выражающие условия существования барицен­

трических томографических и гомотетических решений в проблеме п тел для лю­
бого конечного п и произвольных масс тит2,... ,гап. По мнению Уинтнера это 
представляет собой неподъемную алгебраическую задачу. 

3. Какова структура множества начальных условий, порождающих эти реше­
ния. 

На первый вопрос частичный ответ дает сам Уинтнер, указав, что в проблеме 
п тел существуют центральные конфигурации в относительной системе координат 
(начало координат совпадает с одной из притягивающих масс) вида правильного 
(п - 1)-угольника, если массы, находящиеся в его вершинах, равны между собой. 
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Подчеркнем, что речь идет о центральных конфигурациях, а не о решениях урав­
нений динамики, которые имеют один и тот же аналитический вид, но зависят от 
различных параметров. 

Пусть, например, п = 5. Тогда в инерциальной барицентрической си­
стеме координат существует томографическое решение, геометрически изобра­
жаемое правильным пятиугольником, в вершинах которого находятся массы 
т 1 , т 2 , т з , т 4 , т 5 , вращающимся с некоторой угловой скоростью вокруг центра 
масс. Если же рассматривать движение масс т 1 , т 2 , т з , т 4 относительно массы 
т 5 , то можно утверждать, что томографическое решение существует тогда и толь­
ко тогда, когда mi = га2 = га3 = га4, и оно изображается квадратом, вращаю­
щимся с другой, нежели в первом случае, угловой скоростью относительно га5. Но 
для исследования динамики в обоих случаях необходимо знать начальные условия, 
порождающие такие решения, и желательно иметь аналитические выражения для 
динамических параметров (прежде всего, для угловых скоростей). Первым решил 
эту задачу Б.Эльмабсут, который нашел в явной форме те аналитические усло­
вия [2], которые гарантируют существование частного решения в проблеме п + 1 
тела PQ,Pi,...,Pn с массами га0, тх = т 2 = . . . = тп = га, п > 2, геометриче­
ски изображаемого правильным выпуклым n-угольником с вершинами Рг,...,Рп 
и с центром Ро> равномерно вращающимся с постоянной угловой скоростью во­
круг центра Р0- Кроме того он исследовал проблему линейной и квадратичной 
устойчивости этой центральной конфигурации для различных соотношений между 
параметрами га0,га,п [3-5]. 

В данной статье приведены начальные условия, которые гарантируют су­
ществование точных решений дифференциальных уравнений движения в плос­
кой ньютоновой задаче п + 1 тела, геометрически изображаемых правильным, 
масштабно-подобно себе изменяющимся многоугольником (точнее, п-угольником), 
вращающимся с переменной угловой скоростью вокруг центра Р0-

Т е о р е м а . Пусть: 
1) тела Р0, Р ь . . . , Рп с массами m0urii соответственно взаимно притягивают 

друг друга по закону всемирного тяготения; 
2) в начальный момент t = О тела Р ь . . . , Рп образуют правильный многоуголь­

ник с центром Р0; 
3) начальные скорости тел Р! , . . . ,РП образуют произвольное, симметричное 

поле скоростей относительно центра Р0. 
Тогда решение дифференциальных уравнений движения тел Рх,..., Рп для лю­

бого t представляет собой правильный, масштабно-подобно себе изменяющийся мно­
гоугольник, вращающийся с переменной угловой скоростью вокруг центра Р0, а ка­
ждое из тел Рг,..., Рп движется по орбите, определяемой уравнениями классической 
задачи двух тел, в которой массами этих тел являются некоторые новые, редуци­
рованные величины, зависящие от т0,т и п. 

Для доказательства теоремы нам понадобятся две леммы. 
Л е м м а 1. При любом целом п и к = 2 , 3 , . . . , п имеют место следующие то­

ждества: 

"/ 2тг(г - fc) " 2тф»-1) > cos > cos = О, 

A / . 2тт(г - *) A . 2тг(з - 1) n 

L s m „— 2 ^ s m - ^ ; — = 0> 
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£' sin 
тг(г - к) -1 п 

-5(**^)" -* 
l w . 2тг(г-Л) - > sm — 
9 ^ г» 

sin — 

- V c o s - ^ M s i n - ^ М = 0 . 
^ п V п ) 

(1) 

В этих суммах знак штрих означает, что хфк. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим, например, последнее тождество. Будем 

иметь 
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Последнее равенство получено путем замены индекса суммирования, в первой сум-
ме j = п + i- к+1, во второй сумме j = i-k + l. Другие тождества (1) проверяются 
аналогично. 
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Для дальнейшего нам понадобятся дифференциальные уравнения движения 
тел Р ь . . . , Рп относительно тела Р0- О™ имеют вид [6] 

d2pk / А Л 2 f(m0 + т) 

-pk{nr) +—рГ~ 
ж—к> ГЛ.- cosf А.- — АН — ои cosf А.- — А«Л1 

( 2 ) = / m S I — A S РТ~ 
d Л* . ^PhdXk _ / / ^, 1 \ . 

где Pfc,Afc — полярные координаты тела Р ь / — постоянная тяготения, Aki = />? + 
pi - 2р{ркcos(\i - Afc), t ^ * ,*= l , . . . ,n . 

Справедлива 
Основная лемма.Решение системы (2), имеющей порядок An, определяемое 

начальными условиями 

»(п\-а d M 0 ) _ , w m 2x(fc-l) dAt(0)_ Pk(0) = «о, —3— - fto, At(0) = , ——— = c0, at n at /o\ 

k = l , . . . ,n , 

одновременно является решением п одинаковых систем дифференциальных уравнений 
4-го порядка 

dt2 P\dt) о2 ' 
(4) 

d2X dpdX „ 

с начальными условиями 

„«)) = «„, Ш = Ь0, А(0) = 0, « = с„. (5) 

Иными словами, система (2) с начальными условиями (3) эквивалентна п системам 
(4) с начальными условиями (5), то есть является "обобщенно лиувиллевой" [1]. 

В уравнениях (4) использованы обозначения 

P(*) = *»i(*). .A(0sM«) . 
(6) 

4» = / тп0 
m « / . 7г(з-1)\_11 

Доказательство. Введем новые переменные и*,г;*: 

uk=pk-p, vk = \ k - \ , fc = 2, . . . ,n. (7) 
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В переменных />, А,м*,г;* система (2) записывается в виде двух подсистем: 

<Рр fd\\2 f(m0 + га) ^\(р+us)cosvs - p cosv3 

d2A dodA , -A 

Г ,=2 A?, (/»+«,)2J 

d2«k 

лз (~, \2 s i n v»-
A?» (p+u,)2\ 

dAdvt / d v t \ 2 l _ /rfA cfo t\2 _ 
dt dt + \dt ) | U t W < dt ) ~ 

= - / ("г 0 + m) 
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+/™£' 

i 
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(P + Ц.) cos(r>,- - v t) - (/> + Mt) cos(v,- - vk) 

-/"»E 

A?, 

(p+ w,)cosv, - p cosv, 

0>+«,)2 J 

А?, (Р + ЩУ\ 

d2vk fd2X d2vk\ dpdvk duk /d\ dvk\ _ 
9 dt2 k Vdt2 dt2 J dt dt + dt \dt+ dt ) ~ 

\p + щ 1 

-ME 

f r j L A « 0> + u<)2 

(/> + «,) i 

sin(t>,- - t>t)-

sinu,, 
»=2 L 

(8) 

(9) 

A?, (p + u,y\ 

A2
U = p2 + {p + u9f - 2p(p + u,) cost7,, 

A L = (p + щ)2 + (p + щ)2 - 2(p + щ)(р + щ)cosfa ~vk), s,fc = 2 , . . . , n . 

Подсистема (8), очевидно, имеет порядок 4, а подсистема (9) - порядок An - 4. 
Подсистема (9) при любой дифференцируемой функции p(t) имеет частное решение 

tt2(t) = . . . = ttn(t) = ti(t) = 0, 

vh(t) = — i , * = 2 , . . . ,n , 

определенное начальными условиями 

(10) 

/Л. </и(0) <W0) Л ,л. 2ж(к - 1) , л 
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Для того, чтобы функции (10) были решением подсистемы (9), необходимо, 
чтобы имели место следующие тригонометрические тождества (учтено, что здесь 

• ,;_ ? ф - * 0 | 
sin A w = 2р , Л ь = 2psm ) 

Е' 
2тг(г - А:) 2тт(г - к) 

р cos — р cos 

8/>3 7T(i_-_fc) 
sin 

-Е 
2тт(*-1) 2тг(5-1) 

р COS /9 COS 

з д ; т , з Ф - 1 ) 8p3sin 

S" 
8/>3 

sm 
тг(г — к) 

sin 

= 0, 

(и) 

-E 
«=2 8/93 sin; 7г($ - 1) p2 

. 2тг(5-1) A sm —- - = 0. 

Но тождества (11), в силу леммы 1, всегда имеют место. Следовательно, подсисте­
ма (9) имеет точное решение (10). Если теперь подставить частное решение (10) 
в подсистему 4-го порядка (8) и выполнить необходимые преобразования, то мы 
получим систему (4). Основная лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Из основной леммы следует, что траектория 
каждого из тел Рг,..., Рп определяется уравнениями (4), причем полярное рассто­
яние рк каждого из этих тел определяется одним и тем же первым уравнением 
системы (4), а полярный угол Хк = X(t) + (2ir(k - l))/n. Но уравнения (4) предста­
вляют собой дифференциальные уравнения движения задачи двух тел с массами 
\ж л* ГП J^ ( . Ж(3 - 1 ) N 

Mi = т0 и М2 = у 2 ^ ( г-
квадратурами 

sm -) , общий интеграл которых выражается 

j 
pdp 

y/2hp2 + 2Апр - o*cl 

dp 

= t + c b 

\(p) = a2
0Coj 

(12) 

py/2hp2 + 2Anp - afcl + c2, 

2A где 2h = bl + alc\ - , a / i ,cbc 2 — произвольные постоянные интегрирования. 
a0 Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Таким образом, найдено 3-параметрическое семейство реше­
ний уравнений ньютоновой проблемы п тел с параметрами а0,Ьо,со-
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Замечание 2. В части существования центральной конфигурации теорема 
справедлива и для более общего случая, когда сила взаимного притяжения любой 
пары тел Рк и Ри Fki ~ Д^а. 
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